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前 　 　 言

大学物理是一门重要的基础课 ，它在培养学生的科学素质 、科学思维方法 、提

高学生智力等方面具有重要的作用 ．要学好大学物理 ，除了课堂的学习和训练外 ，

还要结合教学要求 ，做一定数量的练习题 ．运用物理学中的基本定律和原理求解具

体问题是学习中很重要的一个环节 ，它有助于加深对基本概念和定律的理解 ，有助

于拓宽学生的知识面 ，对培养学生分析问题和解决问题的能力具有重要作用 ．本书

是与吴百诗教授主编的枟大学物理（新版）枠教材配套的教学参考书 ．本书给出了教

材中全部习题的详细解答 ，在解题过程中 ，力求做到思路清晰 ，解法简捷 ．为了使读

者掌握和了解更多类型的题目 ，书中还给出了 ８０余道具有一定代表性和示范性的

典型例题 ．在这些典型例题的求解中 ，突出物理概念和物理模型 ，注重题目的分析

和解题方法的介绍 ．愿这本书能对读者学习大学物理有较大的帮助 ．读者在使用本

书时应先自己解题 ，然后再看题解 ，这样做的收获会更大一些 ．

参加本书编写的有田蓬勃（１ ～ ４ 章） 、张孝林（５ ～ ７ 、１２ 章） 、苏亚凤 （８ ～ １０

章） 、喻有理（１１ ，１５ ，１６ ，１８ ，１９章） 、刘丹东（１３ ，１４章） 、徐忠锋（１７章） ，全书由张孝

林负责统稿 ．李普选和张俊武用计算机绘制了全书的插图 ．由于编者水平所限和编

写时间仓促 ，书中难免会有一些疏漏和错误 ，希望使用本书的读者指正 ．

本书在编写过程中得到了吴百诗教授的悉心指导 ，得到了李甲科教授 、焦兆焕

教授及教研室其他教师的极大帮助和支持 ，在此我们谨致以衷心地感谢 ．

编 　者

２０００年 １０月
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第一篇 　 力 　 　 学

第 1章 　质点运动学

一 、基本内容和主要公式

　 　 1畅确定质点位置的方法 　确定质点运动首先要确定参考系 ．在确定的参考系

中 ，确定质点位置的方法主要有坐标法 、位矢法和自然法 ．

2畅运动学方程 　质点相对参考系运动时 ，质点位置坐标随时间变化的函数关

系称为质点运动学方程 ．运动学方程描述了质点的运动状态 ．几种不同描述方法对

应的运动学方程有

坐标法 ：

x ＝ x（ t）
y ＝ y（ t）
z ＝ z （ t）

　 　位矢法 ：r ＝ r（ t）＝ x（ t） i ＋ y（ t） j ＋ z （ t）k
自然法 ：s ＝ s（ t）
3畅质点的位移 、速度和加速度

位移 ：Δ r ＝ r（ t ＋ Δ t） － r（ t）

速度 ：v ＝
d rd t ＝ v x i ＋ vy j ＋ v zk

加速度 ：a ＝ d vd t ＝ ax i ＋ ay j ＋ az k
用自然坐标表示的速度和加速度

v ＝
d sd tτ

a ＝ an ＋ aτ ＝
v２
ρ
n ＋

d vd tτ
　 　 4畅常见的几种运动
匀加速度运动 ：　 　 　 　 　 Bv ＝ v０ ＋ at

x ＝ v０ t ＋ １
２
at２

·１·



v２ － v２０ ＝ ２ as
圆周运动 ：　 　 　 　 　 　 　 BΔ s ＝ rΔ θ

v ＝ r dθd t ＝ rω

aτ ＝ d vd t ＝ r d ωd t ＝ rβ

an ＝ v２
r ＝ ωv ＝ rω２

5 ．速度和加速度在不同坐标系下的变换 ———伽利略变换

在两个相互作平动运动的坐标系中 ，有

va ＝ v r ＋ u
aa ＝ ar ＋ ae

二 、典型例题

1唱1 　一质点沿 x 轴作直线运动 ，其速度与时间之间关系如图 １唱１（a）所示 ．

设 t ＝ ０时 ，x ＝ ０ ，试根据已知的 v x t图 ，画出 a t图和 x t图 ．

解 　 v x t曲线的斜率即为加速度 ，从已知的 v x t曲线可得

０ ～ ２ s 　 　 　 　 　 　 　 a０ － ２ ＝
d vd t ＝ ２０ － （ － ２０）

２ － ０
＝ ２０ （ms － ２

）

２ ～ ６ s 　 　 　 　 　 　 　 a２ － ６ ＝
d vd t ＝ ３０ － ２０

６ － ２
＝ ２畅５ （ms － ２

）

６ ～ １０ s 　 　 　 　 　 　 　 a６ － １０ ＝
d vd t ＝ ０ － ３０

１０ － ６
＝ － ７畅５ （ms － ２

）

图 １唱１（a）

根据以上结果可画出 a t曲线 ，如图 １唱１

（b）根据 v x t曲线 ，有

０ ～ ２s
v ＝ ２０ t － ２０

d xd t ＝ ２０ t － ２０

d x ＝ （２０ t － ２０）d t
∫
x

０

d x ＝ ∫
t

０

（２０ t － ２０）d t
x ＝ １０ t２ － ２０ t ，　 　 t ＝ ２ s ，　 　 x ＝ ０m

　 　同理可得

２ ～ ６ s 　 　 　 　 　 　  v ＝ ２畅５ t ＋ １５

x ＝ １畅２５ t２ ＋ １５ t － ３５ ，　 　 t ＝ ６ s ，　 　 x ＝ １００ m
６ ～ １０ s 　 　 　 　 　 　 Jv ＝ － ７畅５ t ＋ ７５

·２·



图 １唱１（b） 图 １唱１（c）

x ＝ － ３畅７５ t２ ＋ ７５ t － ２１５ ，t ＝ １０ s ，x ＝ １６０ m
根据以上结果作 x － t曲线 ，如图 １唱１（c）所示

说明 　理解运动图线 v － t 性质 ，掌握图线上点 、线 、斜率和面积所表示的物理内

容 ，根据位移 、速度 、加速度的定义和性质 ，由 v － t关系可得 x － t ，a － t关系 ．

1唱2 　由光滑钢丝弯曲成竖直平面里一条曲线 ，质点穿在此钢丝上 ，可沿着它

滑动（图 １唱２） ．已知其切向加速度为 － gsinθ ．θ是曲线切向与水平方向的夹角 ．试

求质点在各处的速率 ．

图 １唱２

解 　取如图 １唱２所示的直角坐标系 ，令 d s为质点移动的弧长 ，它在 y 方向的
投影为 d y ＝ d ssinθ ．这里只用到切向加速度

aτ ＝
d vd t ＝ － gsinθ

故

d v ＝ － gsinθd t ＝ － g d yd sd t
而 d s／d t ＝ v 上式可写成

d v ＝ －
gd y
v 　 或 　 vd v ＝ － gd y

·３·



两边积分

∫
v

v
０

vd v ＝ － g∫
y

y
０

dy
v２ － v２０ ＝ ２ g（y０ － y）

即

v２ ＝ v２０ ＋ ２ g（y０ － y）
说明 　掌握切向加速度 、法向加速度和总加速度之间的关系及定义是解此题的基

础 ，关系式 d y ＝ d s·sinθ将直角坐标系与自然坐标系中的 y和 s联系起来是解此题
的关键 ．通过积分可解此题 ．由此题可看出 ：切向加速度改变质点速度的大小 ；法向

加速度虽然在此题中没显示出来 ，但它的作用是改变质点运动的方向 ．

1唱3 　一球以 v０ 的速率水平抛射 ，试求 t时刻质点加速度的切向分量和法向
分量及曲率半径 ．

图 １唱３

解 　球作平抛运动 ，故球的运动方程为

r ＝ v０ ti ＋ １
２
gt２ j

即

x ＝ v０ t

y ＝
１
２
gt２

因此

v x ＝
d xd t ＝

dd t（ v０ t） ＝ v０

vy ＝
d yd t ＝

dd t １
２
gt２ ＝ gt

　 　球在时刻 t ，速度 v 的大小
·４·



v ＝ v２x ＋ v２y ＝ v２０ ＋ g２ t２

　 　方向

θ ＝ arctan vy
v x ＝ arctan gt

v０ 　 （见图 １唱３）

　 　切向加速度

aτ ＝
d vd t ＝

dd t v２０ ＋ g２ t２ ＝
g２ t

v２０ ＋ g２ t２

小球作加速度 a ＝ g的抛体运动 ，因此

g ＝ aτ ＋ an
所以

an ＝ g２ － a２τ ＝
gv０

v２０ ＋ g２ t２

　 　由 an ＝ v２
ρ
可得曲率半径为

ρ ＝
v２
an ＝

（ v２０ ＋ g２ t２ ）３／２
gv０

说明 　知道了质点的运动方程 ，即可通过微分来求质点的速度及加速度 ．本题一方

面在直角坐标系中 ，由运动方程求速度 ；另一方面根据自然坐标系下速度 、切向加

速度的关系 ，及切向加速度和法向加速度垂直的性质与合加速度的关系求解 ．

1唱4 　罗盘显示飞机头指向正东 ，空气流速表的读数为 ２１５ km／h ，此时风向正

南 、风速 ６５ km／h ，（a）求飞机相对地面的速度 ；（b） 若飞行员想朝正东飞行 ，机头

应指向什么方向 ？

图 １唱４

解 　由速度变换有 v飞唱地 ＝ v飞唱风 ＋ v风唱地

（a）由图 １唱４（a）可得 ，飞机对地面的速度和方向为

v ＝ （２１５）
２
＋ （６５）

２
＝ ２２５ （km／h）

·５·



θ ＝ arctan ６５
２１５

＝ １６畅８°

　 　 （b）由图 １唱４（b）可得 ，机头所指的方位为

θ ＝ arcsin ６５
２１５

＝ １７畅６°

即机头应指向东南方向 １７畅６° ．

其实际航速为

v ＝ （２１５）
２
－ （６５）

２
＝ ２０５（km／h）

说明 　伽利略变换体现了低速情况下不同参考系物体运动速度之间的变换关系 ，

正确掌握它 ，并注意到速度的矢量性 ，由矢量叠加得到本题结果 ．

三 、习题详解

1畅1 　选择题
　 　 （１）根据瞬时速度矢量 v 的定义 ，及其用直角坐标和自然坐标的表示形式 ，它

的大小｜v ｜可表示为（B ，D ，F ，H）

（A）
d rd t 　 　 　 　 （B） d rd t 　 　 　 　 Ё（C）d sd t 　 　 　 　 　 　 　 　 （D）

d sd t
（E）d xd t ＋ d yd t ＋ d zd t （F） d xd t i ＋ d yd t j ＋ d zd tk
（G）

d xd t
２

＋
d yd t

２

＋
d zd t

２

（H）
d xd t

２

＋
d yd t

２

＋
d zd t

２
１
２

（２）根据瞬时加速度矢量 a的定义 ，及其用直角坐标和自然坐标的表示形式 ，

它的大小｜a｜可表示为（A C G H）

（A）
d vd t 　 　 　 　 （B）d vd t （C） d２ r

d t２ 　 　 　 　 　 （D）
d２ r
d t２

（E）d２ sd t２ （F）d２ xd t２ ＋
d２ y
d t２ ＋

d２ z
d t２

（G）
v２
ρ

２

＋
d vd t

２
１
２

（H）
v２
ρ

２

＋
d２ s
d t２

２
１
２

（３）以下说法中 ，正确的是（B ，C ，D ，F）
（A）质点具有恒定的速度 ，但仍可能具有变化的速率 ．

（B）质点具有恒定的速率 ，但仍可能具有变化的速度 ．

（C）质点加速度方向恒定 ，但速度方向仍可能在不断变化着 ．

（D）质点速度方向恒定 ，但加速度方向仍可能在不断变化着 ．

（E）某时刻质点加速度的值很大 ，则该时刻质点速度的值也必定很大 ．

（F）  质点作曲线运动时 ，其法向加速度一般并不为零 ，但也有可能在某时刻法

向加速度为零 ．

·６·



（４）能正确表示质点在曲线轨迹上 P点的运动为减速的图是图 １畅１（４）（d）

图 １畅１（４）

（５）质点以速度 v ＝ ４ ＋ t２m／s作直线运动 ，沿质点运动直线作 Ox 轴 ，并已知

t ＝ ３s时 ，质点位于 x ＝ ９ m处 ，则该质点的运动学方程为（C） ．

（A） x ＝ ２ t 　 　 　 　 　 　 　 　 　  （B） x ＝ ４ t ＋ １
２
t２

（C） x ＝ ４ t ＋ １
３
t３ － １２ （D） x ＝ ４ t ＋ １

３
t３ ＋ １２

1畅2 　填空题
（１）质点沿 x 轴作直线运动 ，其速度 v 与时间 t的关系如图 １畅２（１） ，则 t１ 时

刻曲线的切线斜率表示该时 皛 � 刻质点的瞬时加速度 ，时刻 t１ 与 t３ 之间曲线的割线
斜率表示 皛 涟从 t１ 到 t３ 时间内质点的平均加速度 ，从 t ＝ ０到 t４ 时间内 ，质点的位移

可表示为 皛 聰∫
t
４

０
vd t ，从 t ＝ ０到 t４ 质点经过的路程可表示为 皛 聰∫

t
４

０
| v | d t ．

图 １畅２（１）

（２）质点在平面上运动 ，若d rd t ＝ ０ ，
d rd t不为零 ，则质点作 皛 � 圆周运动 ；若d vd t ＝ ０ ，

d vd t不为零 ，则质点作 皛 � 匀速率曲线运动 ；若d ad t ＝ ０ ，
d ad t不为零 ，则质点作 皛 � 变速率曲线

皛 t运动 ．

（３）已知质点的运动学方程为 x ＝ x （ t） ，y ＝ y （ t） ，则 t１ 时刻质点的位矢
·７·



r（ t１ ）＝ 皛 � x（ t１ ） i ＋ y（ t１ ） j ，时间间隔（ t２ － t１ ）内质点的位移 Δ r ＝ 皛 � ［ x（ t２ ） － x（ t１ ）］ i
皛 P＋ ［y（ t２ ） － y（ t１ ）］ j ，该时间间隔内质点位移的大小 ｜Δ r｜＝ 皛 堆｛［ x （ t２ ） － x （ t１ ）］２ ＋

皛 E［y （ t２ ） － y （ t１ ）］２ ｝１／２ ，该时间间隔内质点经过的路程 Δ s ＝ 皛 菲∫
t
２

t
１

d xd t
２

＋ 皛 弿

d yd t
２ １／２d t ．

图 １畅２（４）

（４）质点在竖直的 Oxy 平面内作斜抛
运动 ，t ＝ ０时质点在 O 点 ，t ＝ t１ 时质点运

动到 A 点 ，如图 １畅２（４） ，则∫
t
１

０
v xd t表示从 皛 粋t 皛 蟵

＝ ０到 t１ 时间内质点位移沿 x 轴的投影 ；

∫
t
１

０
vyd t表示 皛 �1从 t ＝ ０ 到 t１ 时间内质点位移

皛 锸沿 y轴的投影 ；∫
t
１

０
vd t表示 皛 綴从 t ＝ ０到 t１ 时 皛 氵

间内经历的路程 ；∫
A

０
d r表示 皛 縡从 O点运动到 A 点的过程中质点的位移 ；∫

A

０
| d r |

表示 皛 纒从 O点运动到 A 点的过程中质点经历的路程 ；∫
A

０
d r表示 皛 纒从 O到 A 的距离 ．

图 １畅２（５）

（５） AB 杆以匀速度 u沿 x 轴正方向运
动 ，带动套在抛物线（ y２ ＝ ２ px ）导轨上的小
环 ，如图 １畅２（５） ．已知 t ＝ ０时 ，AB杆与 y轴
重合 ，则小环运动的轨迹方程为 皛 �$y２ ＝ ２ px ，运

动学方程为 x ＝ ut ，y ＝ 皛 靡± （２ put）１／２ ，速度 v

＝ ui 皛 陌±
pu
２ put

j ，加速度 a ＝ 皛 陌±
pu

２ t ２ put
j ．

图 １畅３

1畅3 　 路灯距地面高度为 h ，身高 l 的
人以速度 v０ 在路上匀速行走 ，见图 １畅３畅 求

人影中头顶的移动速度 ，并求影长增长的速

率 ．

解 　 在图示的坐标系中 ，人坐标为 x１ ，人影

头顶坐标为 x２ ，设人影头顶的移动速度为 v ，影

长增长的速率为 u ，则有

v ＝
d x２d t ，　 v０ ＝

d x１d t
　 　因 x２ － x１ 为人影长度 ，因此
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u ＝
dd t（ x２ － x１ ） ＝

d x２d t －
d x１d t

　 　由图 １畅３知

h
x２ ＝

l
x２ － x１ 　 x２ ＝

h
h － lx１

故有

v ＝
d x２d t ＝

h
h － l

d x１d t ＝
h

h － lv０

u ＝
d x２d t －

d x１d t ＝
l

h － lv０

　 　 1畅4 　湖中有一小船 ，岸边有人用绳子通过一高处的滑轮拉船 ，如图 １畅４所示 ，

人收绳的速率为 v ．问 ：

（１）船的运动速度 u（沿水平方向）比 v 大还是小 ？

（２）如果保持收绳的速率 v 不变 ，船是否做匀速运动 ？如不是 ，其加速度如

何 ？

图 １畅４

解 　 （１）将船看作一质点 ，在如图所示的坐标系中 ，船到滑轮绳长为 l ，滑轮距
水面的高度 h ，依题意

v ＝
d ld t ，　 　 u ＝

d xd t
x２ ＝ l２ － h２

有

２ x d xd t ＝ ２ l d ld t
d xd t ＝

l
x

d ld t ，　 　 | u | ＝ d xd t ＝
l
x

d ld t ＝
l
x v

故 　 　 u ＝ －
l
x v ＝ －

vcosθ ，　 　 u为负 ，表示运动方向向左 ，｜u ｜＞ v ．
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（２）船作变换运动 ，其加速度为

a ＝
d ud t ＝

d２ x
d t２ ＝

dd t －
l
x v ＝ －

v２
x３ （ l

２
－ x２ ）

或 　 　 a ＝ －
v２
x tan２ θ ，a与 v 方向相同 ，船做变加速运动 ．

1畅5 　雷达与火箭发射台的距离为 l ，观测沿竖直方向向上发射的火箭 ，如图

１畅５ ．观测得 θ的规律为 θ＝ kt（k 为常数） ．试写出火箭的运动学方程 ，并求出当 θ

＝ π／６时 ，火箭的速度和加速度 ．

图 １畅５

解 　在图中所示的坐标系 ，则

y ＝ ltanθ ＝ ltan kt
v ＝

d yd t ＝ lk／cos２ kt
a ＝

d vd t ＝ ２ lk２ tan kt · sec２ kt
　 　当 θ ＝ π／６时

v ＝
４
３
lk

a ＝
８ ３
９

lk２

因此 ，火箭在匀加速上升 ．

1畅6 　粒子按规律 x ＝ t３ － ３ t２ － ９ t ＋ ５沿 x 轴运动 ，在哪个时间间隔它沿着

x 轴正向运动 ？哪个时间间隔沿着 x 轴负向运动 ？哪个时间间隔它加速 ？哪个

时间间隔减速 ？分别画出 x ，v ，a以时间为自变量的函数图 ．

解 　因已知粒子的运动学方程 ，对其微分 ，可求得速度 、加速度 ，因此有

v ＝
d xd t ＝ ３ t２ － ６ t － ９

a ＝
d２ x
d t２ ＝ ６ t － ６

可见 ，当 v ＝ ３（ t２ － ２ t － ３）＞ ０ ，即 t ＞ ３ s时 ，粒子沿 x 轴正向运动 ；

当 v ＝ ３（ t２ － ２ t － ３）＜ ０ ，即 t ＜ ３ s时 ，粒子沿 x 轴负向运动 ．

由于 a ＝ ６（ t － １） ，故有 t ＞ １ s时 ，a ＞ ０ ；０ ＜ t ＜ １s时 ，a ＜ ０ ．

可见 ，在时间间隔 ０ ＜ t ＜ １ s内和 t ＞ ３s内 ，v 和 a同号 ，粒子作加速运动 ；在

时间间隔 １ s ＜ t ＜ ３ s内 ，v 和 a异号 ，粒子作减速运动 ．图略 ．

1畅7 　一质点的运动学方程为 x ＝ t２ ，y ＝ （ t － １）２ ，x 和 y均以 m为单位 ，t以
s为单位 ，试求 ：

（１）质点的轨迹方程 ；

（２）在 t ＝ ２s时 ，质点的速度 v 和加速度 a ．
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解 　 （１）由运动学方程消去时间 t可得质点的轨迹方程 ，将 t ＝ x代入有
y ＝ （ x － １）

２
　 或 　 y ＝ x － １

　 　 （２）对运动学方程微分求速度及加速度 ，即

vx ＝
d xd t ＝ ２ t

vy ＝
d yd t ＝ ２（ t － １）

v ＝ ２ ti ＋ ２（ t － １） j

ax ＝
d v xd t ＝ ２ ，ay ＝

d vyd t ＝ ２

a ＝ ２ i ＋ ２ j
当 t ＝ ２ s时 ，速度和加速度分别为

v ＝ ４ i ＋ ２ j m／s ，　 　 a ＝ ２ i ＋ ２ j m／s
　 　 1畅8 　已知一质点的运动学方程为 r ＝ ２ ti ＋ （２ － t２ ） j ，其中 ，r ，t分别以 m和
s为单位 ，试求 ：

（１）从 t ＝ １s到 t ＝ ２s质点的位移 ；

（２） t ＝ ２s时质点的速度和加速度 ；

（３）质点的轨迹方程 ；

（４）在 Oxy平面内画出质点的运动轨迹 ，并在轨迹图上标出 t ＝ ２s时 ，质点的

位矢 r 、速度 v 和加速度 a ．

解 　依题意有

x ＝ ２ t （１）

y ＝ ２ － t２ （２）

　 　 （１）将 t ＝ １ ，t ＝ ２秒代入 ，有

r（１） ＝ ２ i ＋ j ，　 　 r（２） ＝ ４ i － ２ j
故质点位移为

Δ r ＝ r（２） － r（１） ＝ ２ i － ３ j
　 　 （２）通过对运动学方程求导可得

v ＝
d xd t i ＋ d yd t j ＝ ２ i － ２ tj

a ＝
d２ x
d t２ i ＋ d２ y

d t２ j ＝ － ２ j

　 　当 t ＝ ２s时 ，速度 、加速度为

v ＝ ２ i － ４ j m／s ，　 　 a ＝ － ２ j m／s２
　 　 （３）由（１） 、（２）两式消去时间 t可得质点的轨迹方程

·１１·



y ＝ ２ －
x２
４

即质点的运动轨迹为一抛物线 ．

（４）图略

1畅9 　 一粒子沿着抛物线轨道 y ＝ x２ 运动 ，粒子速度沿 x 轴的投影 v x 为常

数 ，等于 ３ m／s ，试计算质点在 x ＝ ２
３
m处时 ，其速度和加速度的大小和方向 ．

解 　依题意 ：　 　 　 　 　 v x ＝ d xd t ＝ ３m／s
y ＝ x２

vy ＝
d yd t ＝ ２ x d xd t ＝ ２ xv x

当 x ＝ ２
３
m时 ，vy ＝ ２ ×

２
３
× ３ ＝ ４ m／s

速度大小为

v ＝ v２x ＋ v２y ＝ ５ m／s
其方向为 α ＝ arccos v x

v ＝ ５３°８′

ax ＝
d v xd t ＝ ０ ，ay ＝

d vyd t ＝ ２ v２x ＝ １８ m／s２
　 　加速度的大小为

a ＝ ay ＝ １８ m／s２ ，　 　 a的方向沿 y轴正向 ．

　 　 1畅10 　一质点沿一直线运动 ，其加速度为 a ＝ － ２ x ，式中 x 的单位为 m ，a的
单位为 m／s２ ，试求该质点的速度 v 与位置坐标 x 之间的关系 ．设当 x ＝ ０时 ，v０ ＝
４ m／s ．

解 　依题意

a ＝
d vd t ＝

d vd x d xd t ＝ v d vd x ＝ － ２ x

∫
x

０
－ ２ xd x ＝ ∫

v

v
０

vd v
积分得

－ x２ ＝
１
２
（ v２ － v２０ ）

v ＝ v２０ － ２ x２ ＝ １６ － ２ x３

　 　在本题中 ，积分变量的替换非常重要 ．这种方法在许多问题中都有应用 ，读者

应注意体会该方法的思路 ．
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1畅11 　火箭沿竖直方向由静止向上发射 ，加速度随时间的变化规律如图所示 ．

试求火箭在 t ＝ ５０ s时燃料用完那一瞬间所能达到的高度及该时刻火箭的速度 ．

图 １畅１１

解 　由图可知

第一阶段 　 　 　 　 　 a ＝ １
２
t

d vd t ＝
１
２
t ，　 　 d v ＝

t
２
d t

积分

∫
v

０

d v ＝∫
t

０

１
２
td t ，v ＝

１
４
t２

当 t ＝ ２０ s ，　 　 v ＝ １００ m／s
由 v ＝ １

４
t２ 积分

∫
x

０

d x ＝ ∫
t

０

１
４
t２d t

x ＝
１
１２

t３ ，t ＝ ２０ s 　 x ＝
２０００
３

m
　 　第二阶段

a ＝
１
６
t ＋ ２０

３

d v ＝
１
６
t ＋ ２０

３
d t

积分

∫
v

１００

d v ＝ ∫
t

２０

１
６
t ＋ ２０

３
d t

v ＝
１
１２

t２ ＋
２０
３

t － ２００
３

再积分

∫
x

２０００
３

d x ＝ ∫
t

２０

１
１２

t２ ＋
２０
３

t － ２００
３

d t
可得

x ＝
１
３６

t３ ＋
２０
６
t２ － ６６畅６ t ＋ ４４４畅４

　 　当 t ＝ ５０ s时 ，　 v ＝ ４７５ m／s ，　 h ＝ ８９１８畅０ m ．

1畅12 　一质点沿半径 R ＝ １ m的圆周运动 ．t ＝ ０时 ，质点位于 A 点 ，如图 ．然

后沿顺时针方向运动 ，运动学方程 s ＝ π t２ ＋ π t ，其中 s 的单位为 m ，t的单位为 s ，

·３１·



试求 ：

（１）质点绕行一周所经历的路程 、位移 、平均速度和平均速率 ；

（２）质点在第 １秒末的速度和加速度的大小 ．

解 　 （１）质点绕行一周所经历的路程为圆周的周长 ，即 Δ s ＝ ２π R ＝ ６畅２８ m 由
位移和平均速度的定义 ，可知此时位移为零 ，平均速度也为零 ，即

Δ r ＝ ０ ，　 　 v ＝
Δ r
Δ t ＝ ０

　 　令 Δ s ＝ s（ t） － s（０）＝ π t２ ＋ π t ＝ ２π R ，可得质点绕行一周所需时间 Δ t ＝ １ s

图 １畅１２

平均速率为

－v ＝
Δ s
Δ t ＝

２π R
Δ t ＝ ６畅２８m／s

　 　由以上结果可看出路程与位移 ，速度与速

率是不相同的 ．

（２） t时刻质点的速度和加速度大小为

v ＝
d sd t ＝ ２π t ＋ π

a ＝
v２
R

２

＋
d２ s
d t２

２

当 t ＝ １s时 ，　 　 v ＝ ９畅４２ m／s ，　 a ＝ ８９畅０ m／s２ ．

1畅13 　一质点沿半径为 R 的圆周运动 ，运动学方程为 s ＝ v０ t － １
２
bt２ ，其中

v０ ，b都是常数 ，试求 ：

（１）在时刻 t质点的加速度 a ；

（２）在何时加速度的大小等于 b ；

（３）到加速度大小等于 b时质点沿圆周运行的圈数 ．

解 　 （１）由自然坐标系下的运动学方程可得

v ＝
d sd t ＝ v０ － bt ，　 　 aτ ＝

d２ s
d t２ ＝ － b

故有

a ＝
（ v０ － bt）２

R n － bτ

　 　 （２）令 a ＝ （v０ － bt）２
R

２

＋ b２ ＝ b ，解得

v０ － bt ＝ ０ ，　 　 t ＝ v０
b
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即 t ＝ v０
b时 ，加速度大小为 b ．

（３）Δ s ＝ s（ t） － s（０）＝ v０
v０
b －

１
２
b v０

b
２

＝
v２０
２ b

运行的圈数为 　 　 n ＝ Δ s
２π R ＝

v２０
４π Rb ．

1畅14 　一质点按规律 s ＝ t３ ＋ ２ t２ 在圆轨道上运动 ，s为沿圆弧的自然坐标 ，以

m为单位 ，t以 s为单位 ．如果当 t ＝ ２ s时的总加速度为 １６ ２ m／s２ ，求此圆弧的半

径 ．

解 　质点做圆周运动 ，由自然坐标系下的运动方程可得质点运动速率大小

v ＝
d sd t ＝ ３ t２ ＋ ４ t

　 　切向与法向加速度大小为

aτ ＝
d vd t ＝ ６ t ＋ ４ ，　 an ＝

v２
R ＝

（３ t２ ＋ ４ t）２
R

当 t ＝ ２s时 ，v ＝ ２０m／s ，　 aτ ＝ １６m／s２ ，　 an ＝ ４００
R ．

依题意 　 a ＝ ４００
R

２

＋ １６
２
＝ １６ ２ ，　得 R ＝ ２畅５ m ．

1 ．15 　一质点沿半径为 ０畅１ m的圆周运动 ，其用角坐标表示的运动学方程为

θ＝ ２ ＋ ４ t３ ，θ的单位为 rad ，t的单位为 s ，试求 ：

（１）在 t ＝ ２s时 ，质点的切向加速度和法向加速度的大小 ；

（２）当 θ等于多少时 ，质点的加速度和半径的夹角成 ４５° ．

解 　 （１）质点的角速度及角加速度为

ω ＝
dθd t ＝ １２ t２ ，　 　 β ＝

d２ θ
d t２ ＝ ２４ t

因此 ，质点的法向加速度和切向加速度大小为

an ＝ Rω２ ＝ １４４ Rt４ ，　 　 aτ ＝ Rβ ＝ ２４ Rt
当 t ＝ ２ s时 ，an ＝ ２３０畅４ m／s２ ，aτ ＝ ４畅８ m／s２ ．

（２）设时刻 t′a和半径夹角为 ４５° ，此时 an ＝ aτ ，即

１４４ R t′４ ＝ ２４ Rt′ 　 得 　 t′３ ＝
１
６
s

θ（ t′） ＝ ２ ＋ ４ t′３ ＝ ２畅６７ rad
　 　 1 ．16 　一圆盘半径为 ３ m ，它的角速度在 t ＝ ０时为 ３畅３３π rad／s ，以后均匀地
减小 ，到 t ＝ ４ s时角速度变为零 ．试计算圆盘边缘上一点在 t ＝ ２ s时的切向加速
度和法向加速度的大小 ．

解 　角速度均匀地减小 ．因此 ，角加速度为
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β ＝
ω（４） － ω（０）

４ － ０
＝

０ － ３畅３３π
４

＝ － ０畅８３π rad／s２
圆盘做匀角加速度运动 ，故有

ω ＝ ω０ ＋ βt ＝ ３畅３３π － ０畅８３π t
当 t ＝ ２s时 ，ω ＝ ３畅３３π － ０畅８３π × ２ ＝ １６畅７π rad／s ．
法向与切向加速度分别为

an ＝ Rω２ ＝ ８２畅４ m／s２ ，　 aτ ＝ Rβ ＝ － ７畅８ m／s２
　 　 1 ．17 　 （１）地球的半径为 ６畅３７ × １０

６ m ，求地球赤道表面上一点相对于地球中

心的向心加速度 ．（２）地球绕太阳运行的轨道半径为 １畅５ × １０
１１ m ，求地球相对于太

阳的向心加速度 ．（３）天文测量表明 ，太阳系以近似圆形的轨道绕银河系中心运动 ，

半径为 ２畅８ × １０
２０ m ，速率为 ２畅５ × １０

５ m／s ，求太阳系相对于银河系的向心加速度 ．

（４）求这些加速度每对的比值 ．

解 　 （１）地球赤道表面一点相对于地球中心的向心加速度为

an
１
＝ R１ ω

２
１ ＝ ６畅３７ × １０

６
×

２π
２４ × ６０ × ６０

２

＝ ３畅３６ × １０
－２
（m／s２ ）

　 　 （２）地球相对太阳的向心加速度为

an
２
＝ R２ ω

２
２ ＝ １畅５ × １０

１１
×

２π
３６５ × ２４ × ６０ × ６０

２

＝ ５畅９５ × １０
－３
（m／s２ ）

　 　 （３）太阳系相对银河系的向心加速度为

an
３
＝

v２３
R３

＝
（２畅５ × １０

５
）
２

２畅８ × １０
２０ ＝ ２畅２３ × １０

－１０
（m／s２ ）

　 　 （４）两加速度比值为 an
１
∶ an

２
＝ ５畅６５∶１ ，加速度比值 an

２
∶ an

３
＝ ２畅６７ × １０

７
∶１畅

1 ．18 　一架飞机在水平地面的上方 ，以 １７４ m／s的速率垂直俯冲 ，假定飞机以

圆形路径脱离俯冲 ，而飞机可以承受的最大加速度为 ７８畅４ m／s２ ，为了避免飞机撞

到地面 ，求飞机开始脱离俯冲的最低高度 ．假设整个运动中速率恒定 ．

解 　设飞机以半径为 R圆形路径俯冲 ，其加速度为

an ＝
v２
R

　 　当 an 为飞机所能承受的最大加速度时 ，R即为最小 ，所以

７８畅４ ＝
１７４

２

Rmin ，　 　 Rmin ＝
１７４

２

７８畅４
＝ ３８６畅２ （m）

这就是飞机开始脱离俯冲的最低高度 ．

1 ．19 　 一圆盘由静止开始加速 ，在 ６ s 内 ，它的角速度均匀地增加到 ６畅６７

πrad／s ．圆盘以这一角速度转一段时间后 ，制动装置使它在 ５ min内停止 ．如果圆盘

的转动总圈数为 ３１００转 ，试计算圆盘转动的总时间 ．

·６１·



解 　 （１）从 t ＝ ０到 t ＝ ６ s ，圆盘作匀加速转动
β１ ＝

ω（６） － ω（０）
６ － ０

＝ １畅１１π rad／s２

Δ φ ＝
１
２
β１ t２ ＝ ２０π rad ，　 　 n１ ＝

Δ φ
２π

＝ １０

　 　 （２）从开始制动到完全停止 ，历时 Δ t ＝ ３００ s ，圆盘作匀减速转动 ．开始制动时 ，

角速度为 ω ＝ ６畅６７ π rad／s ，有
β２ ＝

０ － ６畅６７π
３００

＝ － ０畅０２２ π rad／s２

Δ φ ＝ ６畅６７π × ３００ －
１
２

× ０畅０２２π × ３００
２
＝ １０００π rad

n３ ＝
Δ φ
２π

＝ ５００

　 　 （３）匀速转动阶段所转过的圈数为

n２ ＝ ３１００ － （１０ ＋ ５００） ＝ ２５９０

所经历的时间为

Δ t ＝ Δ θ
ω

＝
２π n２
６畅６７π

＝
２ × ２５９０
６畅６７

＝ ７７７ （s）
三阶段所经历的总时间为

６ ＋ ７７７ ＋ ３００ ＝ １０８３ （s） ＝ １８畅０５ min
　 　 1 ．20 　试写出以矢量形式表示的质点作匀速圆周运动的运动学方程 ，并证明

作匀速圆周运动质点的速度矢量 v 和加速度矢量 a的标积等于零 ，即 v · a ＝ ０ ．

解 　取坐标系如图 ，以直角坐标表示的质点运动学方程为

x ＝ Rcos ωt ，　 　 y ＝ Rsin ωt

图 １畅２０

以矢量形式表示的质点运动学方程为

r ＝ Rcos ωti ＋ Rsin ωtj
速度和加速度分别为

v ＝
d rd t ＝ － ωRsin ωti ＋ ωRcos ωtj

a ＝
d vd t ＝ － ω

２ Rcos ωti ＋ ω
２ Rsin ωtj

因此 v · a ＝ v x ax ＋ vyay ＝ ０ ．

1 ．21 　 一质点运动学方程为 x ＝ t２ ，y
＝ （ t － １）２ ，其中 x ，y以 m为单位 ，t以 s为
单位 ．

（１）试写出质点的轨迹方程 ，并在 Oxy平面内示意地画出轨迹曲线 ；

（２）质点的速度何时取极小值 ？
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（３）试求当速度大小等于 １０ m／s时 ，质点的位置坐标 ；

（４）试求时刻 t质点的切向和法向加速度的大小 ．

解 　 （１）由运动学方程消去 t ，得轨迹方程
t ＝ x 　 y ＝ （ x － １）

２
（图略） ，轨迹为一抛物线

（２） t时刻质点的速度为

v x ＝
d xd t ＝ ２ t ，　 vy ＝

d yd t ＝ ２（ t － １）

速度大小为

v ＝ v２x ＋ v２y ＝ ４ t２ ＋ ４（ t － １）
２

令 d vd t ＝ ０得 t ＝ ０畅５ s ，可以看出 ，t ＝ ０畅５ s时 ，速度取极小值 ．

（３）令 v ＝ ４ t２ ＋ ４（ t － １）２ ＝ １０ ，得 t ＝ ４ s带入运动学方程 ，有

x（４） ＝ １６ m ，　 　 y（４） ＝ ９ m
　 　 （４）切向加速度为

aτ ＝
d vd t ＝

dd t ４ t２ ＋ ４（ t － １）
２
＝

２（２ t － １）

t２ ＋ （ t － １）
２

由直角坐标系下加速度定义得总加速度大小

a ＝ a２x ＋ a２y ＝ ８

图 １畅２２

因此 ，法向加速度为

an ＝ a２ － a２τ ＝
２

t２ ＋ （ t － １）
２

　 　 1畅22 　椭圆规的 AB杆上 ，A 、B两点分别沿 Oy槽 、Ox 槽移动 ，试证明杆上

一点 C的轨迹为椭圆 ．又设杆上的 A 点以匀速 v０ 运动 ，求 B ，C两点的速度 ．
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解 　建立如图所示直角坐标系 ，C点的坐标为
xc ＝ （ l１ ＋ l２ ）cosθ
yc ＝ － l２sinθ

　 　
xc

l１ ＋ l２
２

＋
yc
l２

２

＝ １由此可见 C点的轨迹为椭圆

由题设可知

vA ＝
d yAd t j ＝ － v０ j

　 　由于

x２B ＝ l２１ － y２A
故有

２ xB d xBd t ＝ － ２ yA d yAd t ＝ ２ v０ yA

因而 B点的速度为

vB ＝
d xBd t i ＝

yA
xB v０ i

　 　又由于 xC ＝
l１ ＋ l２
l１ xB ，故有

d xCd t ＝
l１ ＋ l２

l１
d xBd t ＝

l１ ＋ l２
l１

yA
xB v０

而

yC ＝ －
l２
l１ yA

d yCd t ＝ －
l２
l１

d yAd t ＝
l２
l１ v０

因而 C点的速度为

vC ＝
l１ ＋ l２

l１
yA
xB v０ i ＋

l２
l１ v０ j

　 　 1 ．23 　一人站在 Oxy平面上的某点（x１ ，y１ ）处 ，以初速度 v０ 铅垂向上抛出一
球 ．

（１）试以时间 t为变量写出球的位矢量 r ；
（２）求出球的速度矢量 v 和加速度矢量 a ．

解 　 （１）起抛点的坐标为 （ x１ ，y１ ，０） ，球竖直向上做匀减速运动 ，加速度为

－ gk ，因而球的运动学方程为

x ＝ x１ ，　 　 y ＝ y１ ，　 　 z ＝ v０ t － １
２
gt２
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　 　位矢为

r ＝ x１ i ＋ y１ j ＋ v０ t － １
２
gt２ k

　 　 （２） t时刻质点的速度 、加速度分别为

v ＝
d rd t ＝ （ v０ － gt）k ，　 　 a ＝

d vd t ＝ － gk

　 　 1 ．24 　半径为 R的大环上套一小环 M ，直杆 AB穿入小环 ，并绕大环上的 A
轴以规律 θ ＝ ωt（ ω为常量）逆时针转动 ．

（１）试以大环为参考系 ，分别用直角坐标法和自然法求出小环的运动学方程 、

速度和加速度 ；

（２）试以杆 AB为参考系 ，求小环的运动学方程 、速度和加速度 ．

解 　已知 θ ＝ ωt（ ω为常量）

（１）以大环为参考系 ，M 点相对坐标原点的夹角为 ２θ＝ ２ ωt ，因而有
直角坐标法

x ＝ Rcos２ ωt ，　 　 y ＝ Rsin２ ωt
v x ＝ － ２ ωRsin２ ωt ，　 　 vy ＝ ２ ωRcos２ ωt
ax ＝ － ４ ω

２ Rcos２ ωt ，　 　 ay ＝ － ４ ω
２ Rsin２ ωt

图 １畅２４

　 　自然法

s ＝ ２ Rωt ，　 　 v ＝
d sd t ＝ ２ Rω

aτ ＝
d２ s
d t２ ＝ ０ ，　 　 an ＝

v２
R ＝ ４ Rω２

　 　 （２）以 A 为原点 ，沿 AB作坐标轴 Oη ，

有

η ＝ ２ Rcos ωt
v ＝

d ηd t ＝ － ２ Rωsin ωt
a ＝

d vd t ＝ － ２ Rω２cos ωt
　 　 1畅25 　一辆带篷的卡车 ，雨天在平直公路上行驶 ，司机发现 ：车速过小时 ，雨滴

从车后斜向落入车内 ；车速过大时 ，雨滴从车前斜向落入车内 ．已知雨滴相对地面

的速度大小为 v ，方向与水平面夹角为 α ，试问（１）车速为多大时 ，雨滴恰好不能落

入车内 ？ （２）此时雨滴相对车厢的速度为多大 ？

解 　设雨滴相对于地面的速度为 v ，雨滴相对于车厢的速度为 v r ，车厢相对
于地面的速度为 ve ，根据伽利略速度变换三者关系为

v ＝ v r ＋ ve
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图 １畅２５

　 　当 v r 垂直于车厢时 ，雨滴恰为不能落

入车的关系内 ，此时 v ，v r ，v e 有如图 １畅２５

所示

由图可得

（１）v e ＝ vcosα
（２）v r ＝ vsin α
1 ．26 　相对于地面静止的声源 ，可向各

个方向发出声波 ．已知所发声波在静止的空

气中以 ３４０ m／s的速度传播 ，一观察者相对

于声源以 ２０ m／s 的速度运动 ，试按以下 ４

种情况求出观察者所测得的声速 ：

（１）观察者运动方向与声波传播方向相同 ；

（２）观察者运动方向与声波传播方向相反 ；

（３）观察者运动方向与声波传播方向垂直 ；

（４）观察者测得声波沿垂直于自己的运动方向传来 ．

解 　选地面为定参考系 ，选随观察者一起运动的参考系为动参考系 ，设声波相

对于定参考系的速度为 va ，相对于动参考系的速度为 v r ，动参考系相对于定参考
系的速度为 ve ．依题意｜va ｜＝ ３４０ m／s ，｜ve ｜＝ ２０ m／s ，v r 待求 ．根据 va ＝ v r ＋ v e ，
有 v r ＝ va － ve ．

（１）v e 与 v a同向 ，取 x 轴正向与 v a同向
v r ＝ va － v e ＝ ３４０ － ２０ ＝ ３２０ （m／s） 　 v r 沿 x 轴正向 ．

　 　 （２）v e 与 v a反向 ，仍取 x 轴正向与 v a同向
v r ＝ v a － （－ v e） ＝ ３４０ ＋ ２０ ＝ ３６０ （m／s） 　 v r 沿 x 轴正向 ．

　 　 （３）取 y轴正向与 v a同 ，x 轴正向与 ve 同
v r ＝ v２a ＋ v２e ＝ ３４０

２
＋ ２０

２
＝ ３４０畅６ （m／s）

　 　 v r 与 x 轴正向夹角 α ＝ ９３畅７° ．

（４）取 y轴正向与 v r 同 ，x 正向与 v e 同

v r ＝ v２a － v２e ＝ ３４０
２
－ ２０

２
＝ ３３９畅４ （m／s）

v a与 x 轴正向夹角 β ＝ ８６畅６° ．

1 ．27 　 一子弹从水平飞行的飞机尾舱中水平射出 ，出口速度的大小为

３００ m／s ，飞机速度大小为 ２５０ m／s ．试描述子弹的运动情况 ：

（１）在固结于地面的坐标系中 ；

（２）在固结于飞机的坐标系中 ．

并计算射手必须把枪指向什么方向 ，才能使子弹在地面坐标系中速度的水平分量
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图 １畅２７

为零 ．

解 　 （１）在地面参考标系中 ，子弹沿抛物线

轨迹运动 ，其水平速度大小为

v a ＝ v r － ve ＝ ３００ － ２５０ ＝ ５０ （m／s）
其方向与飞机飞行方向相反 ．

（２）在飞机参考系中 ，子弹仍沿抛物线轨迹

运动 ，以 v r ＝ ３００ m／s的水平速度离开飞机 ．

以地面为静参考系 ，飞机为动参考系 ，静参

考系中观察到子弹速度的水平分量为零 ．设子弹的绝对速度 va 沿铅直方向向上 ，

依题意动参考系相对静参考系的速度 v e 沿水平方向 ，v a ，ve 及相对速度 v r 三者
的关系如图 １畅２７ ．

由图可得

sinθ ＝
ve
v r ＝

２５０
３００

＝ ０畅８３ ，　 　 θ ＝ ５６畅４°

可见射手必须把枪指向斜上方与铅直方向成 ５６畅４°角 ．

1 ．28 　可以认为月球以地球为中心作圆周运动 ，而地球又以太阳为中心作圆

周运动 ，试求当（１）月球在地球和太阳之间和（２）地球在月球和太阳之间时 ，月球相

对于太阳的加速度 ．

解 　设月球相对地球加速度为 ar ，地球相对太阳加速度 ae ，月球相对太阳加
速度为 aa ，则有

aa ＝ ar ＋ ae
　 　月球绕地球作圆周运动 ，周期取为 ３０ 天 ，月球中心到地球中心距离为 ３畅９ ×

１０
８ m ，则

ar ＝ ω
２
１ r１ ＝

２π
３０ × ２４ × ６０ × ６０

２

× ３畅９ × １０
８
＝ ２畅３ × １０

－３
（m／s２ ）

地球绕太阳作圆周运动 ，周期取为 ３６５ 天 ，地球中心到太阳中心距离为 １畅５ ×

１０
１１ m ，则

ae ＝ ω
２
２ r２ ＝

２π
３６５ × ２４ × ６０ × ６０

２

× １畅５ × １０
１１

＝ ５畅９ × １０
－３
（m／s２ ）

所以 ，（１）月球在地球和太阳之间时 ，月球相对于太阳的加速度为

aa ＝ － ar ＋ ae ＝ ３畅６ × １０
－３ m／s２

　 　 （２）地球在月球和太阳之间时 ，月球相对于太阳的加速度为

aa ＝ ar ＋ ae ＝ ８畅２ × １０
－３ m／s２

　 　 1 ．29 　当某物体在空气（或其他流体）中下落时 ，由于流体阻力的影响 ，物体的

速率逐渐趋于一个终极速率 v t ，假定垂直下落的物体有一加速度分量为 ay ＝ － g
·２２·



＋ bv２ ，式中 b ＝ ０畅００２ m ，求 v t ．
解 　当 ay ＝ ０时 ，垂直下落的物体不再加速下落 ，此时速率趋于终极速率 v t ，

因此 ，

－ g ＋ bv２t ＝ ０

v t ＝
g
b ＝ ７０ m／s

·３２·



第 2章 　牛顿运动定律

一 、基本内容和主要公式

1畅牛顿运动三定律
　 　第一定律 ：任何质点都保持静止或匀速直线运动状态 ，直到其它物体对它作用

的力迫使它改变这种状态为止 ．牛顿运动第一定律给出了惯性和力的概念 ．

第二定律 ：物体运动状态的变化与物体所受的合力成正比 ，即

R ＝ ∑
i
Fi ＝

d（m v ）d t
当 m为常量时 ，有 R ＝ ∑ Fi ＝ m d vd t ＝ m d２ r

d t２ ＝ m a ．

在直角坐标系下 ，有

Rx ＝ ∑
i
Fix ＝ m d v xd t ＝ m d２ x

d t２
Ry ＝ ∑

i
Fiy ＝ m d vyd t ＝ m d２ y

d t２
Rz ＝ ∑

i
Fiz ＝ m d v zd t ＝ m d２ z

d t２
　 　在自然坐标系下 ，有

Rτ ＝ ∑
i
Fiτ ＝ maτ ＝ m d vd t

Rn ＝ ∑
i
Fin ＝ man ＝ m v２

ρ

　 　第三定律 ：当物体 A 以力 F１ 作用于物体 B时 ，物体 B也同时以力 F２ 作用于

物体 A 上 ，力 F１ 和 F２ 总是大小相等 ，方向相反 ，且作用在同一直线上 ，其关系可

表示为

F１ ＝ － F２

　 　力满足矢量叠加原理 ：F＝ F１ ＋ F２ ＋ ⋯

2畅力学中几种常见的力

万有引力 ：F＝ G m１ m２

r２ ；G ＝ ６畅６７ × １０
－ １１m３

·kg － １
·s － ２为引力常量 ．

重力 ：　 　 P＝ mg ；　 　 g ＝ ９畅８ m／s２ 为重力加速度 ．

弹簧的弹性力 ：Fx ＝ － kx ，k为劲度系数 ．

·４２·



静摩擦力 ：０ ≤ f ≤ fmax ，fmax ＝ μ０ N ，μ０ 为最大静摩擦因数 ．

滑动摩擦力 ：　 f ＝ μN ，μ为滑动摩擦因数 ．

3畅应用牛顿运动定律解题的一般步骤
选取研究对象 ；分析受力情况 ，画出受力图 ；选取坐标系 ；列方程求解 ；讨论 ．

4畅牛顿运动定律的适用范围
宏观低速物体 ；惯性系 ．

二 、典型例题

2唱1 　以初速度 v０ 从地面竖直向上抛出一质量为 m 的小球 ，小球除受重力

外 ，还受一个大小为 αmv２ 的黏滞阻力（α为常数 ，v 为小球运动的速度大小） ，当

小球回到地面时 ，它的速度大小为多少 ？

解 　小球竖直向上抛出后 ，将受到向下的重力 mg和向下的阻力 αmv２ 作用 ．

取地面为坐标原点 ，竖直向上为 y轴正方向 ，由牛顿第二定律有

－ mg － αmv２ ＝ m d vd t
变量替换d vd t ＝ d yd t d vd y ＝ v d vd y ，有

－ mg － αmv２ ＝ mv d vd y
即

－
mvd v

mg ＋ αmv２ ＝ d y
　 　由题意 ，小球位于地面 y ＝ ０ 时 ，速度大小为 v ＝ v０ ，设小球向上的最大高度

为 h ，也就是当 y ＝ h ，v ＝ ０ ，积分上式 ，有

∫
０

v
０

－
mvd v

mg ＋ αmv２ ＝ ∫
h

０

d y
小球自地面可到达的最大高度为

h ＝
１
２ α

ln mg ＋ αmv２０
mg （１）

　 　小球下落时 ，将受到向下的重力 mg和向上的阻力 αmv２ ，根据牛顿第二定律 ，

有

－ mg ＋ αmv２ ＝ m d vd t
作变量替换后有

－ mg ＋ αmv２ ＝ mv d vd y
·５２·



即

－
mvd v

mg － αmv２ ＝ d y
　 　由题意 ：当 y ＝ h时 ，v ＝ ０ ；设小球回到地面时 ，它的速度大小为 v１ ，即 y ＝ ０ ，

v ＝ － v１ ．积分上式

∫

－ v
１

０

－
mvd v

mg － αmv２ ＝ ∫
０

h
d y

得

h ＝
１
２ α

ln mg
mg － αmv２１ （２）

将（１）式代入（２）式 ，有

１
２ α

ln mg ＋ αmv２０
mg ＝

１
２ α

ln mg
mg － αmv２１

解此式可得小球回到地面时的速度大小为

v１ ＝
v０ g
αv２０ ＋ g

说明 　这是一个变力牛顿定律应用问题 ，应用牛顿定律求解本题时 ，积分变量替

换 ，即
d vd t ＝ d yd t d vd y ＝ v d vd y非常重要 ．积分变量替换后 ，分离变量 ，然后通过积分就可

求解此题 ，这种方法在许多问题中都有应用 ．黏滞阻力的方向始终与物体的运动方

向相反 ，解此题时应将小球的上抛运动和下落运动分开考虑 ．

2唱2 　一质量为 M 的圆环用线悬挂着 ，将两个质量均为 m 的有孔小珠套在
此环上 ，且可以在环上作无摩擦地滑动 ，如图（a）所示 ．今同时将两个小珠从环的顶

部释放 ，并沿相反方向自由滑下 ．证明 ：当 m ≥
３
２
M 时 ，大环将升起 ，并求大环开

始上升时两小珠的夹角值 ．

解 　取小珠为研究对象 ．它受重力 mg作用 ，还受大环对它的约束力 N ，设 N
沿半径向外 ．沿法向方向 ，由牛顿定律有

mgcosθ － N ＝
mv２
r （１）

沿切向方向 ，有

mgsinθ ＝ maτ
所以小珠的切线加速度为

aτ ＝
d vd t ＝

d vdθ dθd t ＝ ω
d vdθ ＝ gsinθ

·６２·



图 ２唱２

所以

ωd v ＝ gsinθdθ
上式两边同乘以 r可得

vd v ＝ rgsinθdθ
在 θ＝ ０时 ，v ＝ ０ ，故∫

v

０
vd v ＝ ∫

θ

０
rgsinθdθ

１
２
v２ ＝ rg（１ － cosθ） （２）

由式（１）与（２）得

N ＝ ３ mg cosθ －
２
３

（３）

　 　从上式可以看出 ，当 cosθ＞ ２
３
时 ，N 沿半径向外 ；当 cosθ ＜ ２

３
时 ，N 沿半径向

内 ；当 cosθ＝ ２
３
时 ，N为零 ．

以大环为研究对象 ，它受到三个力的作用 ：重力 Mg ，绳的张力 T ，小珠的反作

用力 N′（如图（b）） ．欲使大环上升 ，必须使 N′沿半径向外 ．由于

N ＝ － N′
故要求环对小珠的约束力沿半径向内 ，即大环上升的条件为

cosθ ＜
２
３

（４）

又

T ＋ ２ N′cosθ － Mg ＝ Ma （５）

考虑到大环上升时 ，T ＝ ０ ；a ≥ ０ ，取临界条件 a ＝ ０ ，故由（５）式得大环上升的另一

条件

·７２·



２ N′cosθ ＝ Mg （６）

把式（３）代入式（６） ，注意到 N ＝ － N′ ，得

－ ６ mg cosθ －
２
３

cosθ ＝ Mg

即

６ mcos２ θ － ４ mcosθ ＋ M ＝ ０

cosθ ＝
１
３

±
１
９

－
M
６ m （７）

因为 cosθ必须为实数 ，故

m ≥
３
２
M

当 m ≥
３
２
M 时 ，由式（７）得

cosθ＝ １
３
＋

１
９

－
M
６ m ＜

２
３

，满足大环上升的条件式（４） ．

θ１ ＝ arccos １
３

＋
１
９

－
M
６ m

这时二小珠间的夹角为

β ＝ ２ θ１ ＝ ２arccos １
３

＋
１
９

－
M
６ m

为什么不取 θ２ ＝ arccos １
３

－
１
９

－
M
６ m 呢 ？因为 θ２ ＞ θ１ ，在 θ还未达到 θ２ 时 ，大

环已经向上运动了 ，而我们所要求的仅是大环开始上升时两小珠间的夹角 ．

说明 　选取研究对象 ，对其进行正确的受力分析 ．在自然坐标系下 ，应用牛顿定律

解此题时 ，作
d vd t ＝ d vdθdθd t ＝ ω

d vdθ的变量替换非常重要 ，这样通过积分 ，就可求出小

环下滑过程中速度 v 和 θ角的关系（当然 ，这也可通过机械能守恒直接给出） ，由此

可给出当大环将升起时 ，θ角所满足的关系式 ，由 cosθ必为实数解得此题 ．解此

题 ，应注意要使大环升起 ，大环受小环的力必须是沿半径向外 ．

2唱3 　如图 ２唱３所示 ，一条质量为 m ，长为 l 的匀质链条 ，放在一光滑的水平

桌面上 ，链子的一端有极小的一段长度被推出桌子边缘 ，在重力作用下开始下落 ，

试求在下列两种情况下 ，链条刚刚离开桌面时的速度 ：（１）在刚开始下落时 ，链条为

一直线形式 ；（２）在刚开始下落时 ，链条盘在桌子的边缘 ．假定链条未脱离桌面的那

一部分的速度 ，一直保持为零 ．此外 ，解释上述两种情况下速度不同的原因 ．

解 　 （１）链条在运动过程中 ，其各部分的速度 、加速度均相同 ，沿链条方向 ，受

力为 m
l xg ，根据牛顿定律 ，有

·８２·



F ＝
m
l xg ＝ ma

通过变量替换有

m
l xg ＝ mv d vd x

图 ２唱３

x ＝ ０时 ，v ＝ ０ ，积分

∫
l

０

mg
l xd x ＝ ∫

v

０
mvd v

由上式可得链条刚离开桌面时的速度为

v ＝ gl （１）

　 　 （２）设链条落下部分的长度为 x ，只有这

一部分有加速度 ，其余部分则仍为静止 ，根据

牛顿定律并注意到此时落下部分质量是变化

的 ，故有

mg
l x ＝

dd t m
l xv

xgd t ＝ d（ xv ）
上式两边乘以 xv ，得

vgx２d t ＝ １
２
d（ x２ v２ ）

即

gx２d x ＝
１
２
d（x２ v２ ） 　 （因为 v ＝

d xd t ）
积分上式 ，且利用初始条件 ：x ＝ ０ ，v ＝ ０ ，得

v２ ＝
２
３
gx

当 x ＝ l时 ，可得链条刚离开桌面时的速度为

v ＝
２
３
gl （２）

　 　由式（１）与（２）可知 ，第二种情况下的速度小于第一种情况下的速度 ，其原因在

于第二种情况下 ，桌面上的链条由静止突然运动 ，相邻部分之间发生了非弹性碰

撞 ，链条各质元内力作功之和不为零 ，因而有部分机械能转化为其他形式的能量 ，

而在第一种情况下 ，机械能则是守恒的 ．

说明 　通过对牛顿定律求积分可求得物体的速度 ．（１）中质量是不变的 ，由积分求

速度关键在于积分变量的替换 ，即
d vd t ＝ d vd x d xd t ＝ v d vd x ．（２）中是一变质量问题 ，在

此类问题中 ，牛顿定律要采用 F＝
dd t （mv ）形式 ，而非 F＝ m d vd t 形式 ，这一点是

·９２·



解此类变质量牛顿力学问题的关键所在 ．

2唱4 　物体 A ，B的质量分别为 mA ＝ ２ kg 和 mB ＝ ３ kg ，设在水平桌面上的物

体 A 与桌面的摩擦因数 μ ＝ ０畅２５ ，B与 A 跨过一定滑轮相连着 ，细绳 、滑轮的质量

和滑轮受到的阻力均可忽略不计 ，桌子和物体放在一装置内 ，如图 ２唱４（a）所示 ，试

求下列两种情况下绳子受到的张力（１）当该装置以 a０ ＝ ２ m／s２ 的加速度竖直向下
运动时 ；（２）当该装置以 a０ ＝ ２ m／s２ 的加速度水平向左运动时 ．

解 　 （１）取 A ，B物体为研究对象 ，分析受力如图 ２唱４（b） ．

图 ２唱４（a）

以运动装置为动参考系 ，以地面为静止参考系 ．建立如图 ２唱４（b）的坐标系 ，设 A ，

B两物体相对动参考系的加速度大小为 ar ，相对静止参考系的加速度分别为 aA
和 aB ，根据受力分析 ，由牛顿第二定律有

对 A物体 ：

T － f ＝ mA aA x （１）

mA g － N ＝ mA aAy （２）

f ＝ μN （３）

　 　对 B物体 ：

mBg － T ＝ mBaBy （４）

由加速度变换关系有

aA x ＝ ar
aAy ＝ a０
aBy ＝ a０ ＋ ar

代入式（１） ，（２） ，（４） ，求解方程组可得

T ＝
mA mB （g － a０ ）（１ ＋ μ）

mA ＋ mB
＝ １１畅７ N

　 　 （２）当该装置以 a０ 加速度水平向左运动时 ，分析 A ，B 两物体受力如图
·０３·



图 ２唱４（b）

２唱４（c）

图 ２唱４（c）

根据牛顿第二定律有

A物体 ：

T － f ＝ mA aA x （５）

mA g － N ＝ mA aAy （６）

f ＝ μN （７）

　 　 B物体 ：

－ Tsinθ ＝ mBaBx （８）

mBg － Tcosθ ＝ mBaBy （９）

由加速度变换关系 ，有

aA x ＝ ar － a０
aAy ＝ ０

aBx ＝ arsinθ － a０
aBy ＝ arcosθ

代入式（５） ，（６） ，（８） ，（９） ，求解方程组可得

T ＝
mA mB

mA ＋ mB
（gμ － a０ ） ＋ a２０ ＋ g２ ＝ １２畅５ N

说明 　这是一个运用牛顿定律求解的力学题目 ，正确分析受力是应用牛顿定律的

前提 ．而在此题中 ，注意到牛顿定律成立的参考系是惯性系 ，由物体在非惯性系中

·１３·



的相对加速度即本题中的 ar 运用伽利略变换给出惯性系中物体的加速度是解本
题的关键 ．这也是解此类题目常用的方法 ．

三 、习题详解

2畅1 　选择题
　 　 （１）三个质量相等的物体 A ，B ，C 紧靠在一起 ，置于光滑水平面上 ，如图 ２畅１

（１） ．若 A ，C分别受到水平力 F１ ，F２ （F１ ＞ F２ ）的作用 ，则 A 对 B的作用力大小为
（C）

（A）F１ 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 �（B）F１ － F２

（C） ２
３
F１ ＋

１
３
F２ （D）

２
３
F１ －

１
３
F２

（E） １
３
F１ ＋

２
３
F２ （F） １

３
F１ －

２
３
F２

图 ２畅１（１）

（２）如图 ２畅１（２）所示两个质量分别为 mA 和 mB 的物体 A 、B ，一起在水平面上

沿 x 轴正向作匀减速直线运动 ，加速度大小为 a ，A 与 B间的静摩擦因数为 μ ，则

A 作用于 B的静摩擦力 F的大小和方向分别为（D）

图 ２畅１（２）

（A）μmBg ，与 x 轴正向相反 ．

（B）μmBg ，与 x 轴正向相同 ．

（C）mBa ，与 x 轴正向相同 ．

（D）mBa ，与 x 轴正向相反 ．

（３）质量为 m 的物体 ，放在纬度为 φ 处的地

面上 ，设地球质量为 Me ，半径为 Re ，自转角速度为
ω ．若考虑到地球自转的影响 ，则该物受到的重力

近似为（D） ．

（A）G Me m
R２e

（B）mω
２ Recos φ

（C）G Me m
R２e

－ mω
２ Recos φ （D）G Me m

R２e
－ mω

２ Recos２ φ
（４）轻绳的一端挂一物体 ，跨过滑轮另一端挂一载人的梯子而平衡 ，如图 ．设滑

轮质量忽略不计 ，滑轮轴与轴承间的摩擦忽略不计 ，今欲使滑轮轴承对轴的压力为

零 ，则（D）
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图 ２畅１（４）

（A）人相对梯子应不动 ．

（B）人相对梯子应向下匀速运动 ．

（C）人相对梯子应向上匀速运动 ．

（D）人相对梯子应向下匀加速运动 ．

（E）人相对梯子应向上匀加速运动 ．

2畅2 　填空题
（１）质量为 m 的质点 ，置于长为 l 、质量为 M 的

均质细杆的延长线上 ，质点与细杆近端距离为 r ，选图
２畅２（１）（a）所示坐标系 ，则细杆上长度为 d x 的一段与

质点之间万有引力的大小为 d F ＝ 皛 納G
m M

l
x２ d x ，细杆

与质点之间万有引力的大小为 F ＝ 皛 綌∫
r＋ l

r
G mM

lx２ d x ＝

皛 圹G mM
r（ r ＋ l） ．选图 ２畅２（１）（b）所示坐标系 ，则细杆上长度为 d x 的一段与质点之间

万有引力的大小为 d F ＝ G mM
l（ r ＋ x）２d x ，细杆与质点之间万有引力的大小为 F ＝ 皛 儡

∫
l

０
G mM

l（ r ＋ x）２d x ＝ G mM
r（ r ＋ l） ．

图 ２畅２（１）

（２）质量为 m 的质点 ，在变力 F
＝ F０ （１ － kt）（ F０ 和 k 均为常量）作

用下沿 Ox 轴作直线运动 ，若已知 t
＝ ０时 ，质点位置坐标 x０ ＝ ０ ，速度为

v０ ，且力的方向与初速度方向一致 ，则

质点运动微分方程为 皛 �6m d vd t ＝ F０ （１ －

皛 � kt） ，质点速度随时间变化规律为 v ＝

皛 �&v０ ＋
F０

m t － １
２
kt２ ，质点运动学方程

为 x ＝ 皛 �;v０ t ＋
F０

２ m t２ －
１
３
kt３ ．

（３）在光滑的水平桌面上 ，有一自然长度为 l０ ，劲度系数为 k 的轻弹簧 ，一端

固定 ，另一端系一质量为 m的质点 ．若质点在桌面上以角速度 ω绕固定端作匀速

圆周运动 ，则该圆周的半径 R ＝ 皛 蔉kl０ ／（ k － mω
２
） ，弹簧作用于质点的拉力 F ＝

皛 蜀kl０ mω
２
／（k － mω

２
） ．

（４）质量为 m的小圆环 ，套在位于竖直面内半径为 R 的光滑大圆环上 ，如图

·３３·



图 ２畅２（４）

２畅２（４） ．若大圆环绕通过其中心的竖直轴以恒定

角速度 ω转动 ，而小圆环相对于大圆环静止 ．则大

圆环作用于小圆环的力大小为 N ＝ mRω２ ，小圆环

相对静止的位置角 θ＝ cos － １ g
Rω２ ．

2 ．3 　 把一根均匀的棒 AC 放置在光滑桌面
上 ，如图 ２畅３（a）所示 ．已知棒的质量为 M ，长为 L ，

今用一大小为 F１ 的力沿水平推捧的左端 ．设想把

棒分成 AB 和 BC 两段 ，且 BC ＝
１
５

L ，求 AB段对
BC段的作用力 ．

解 　取 AC段做为一整体为研究对象 ，分析其

受力 ，取 BC段为研究对象分析受力如图 ２畅３（b）

图 ２畅３（a）

依图有

F１ ＝ Ma （１）

F ＝ ma （２）

由式（１） 、（２）可得 F ＝
１
５
Ma ＝ ０畅２ F１ ，F方向沿 x

轴正向 ，F即为所求的 AB段对 BC段的作用力

图 ２畅３（b）

2畅4 　 在光滑的水平桌面上 ，放着 ４ 个完全一样的立方体 ，质量均为 m ＝

１畅０ kg ，如图 ２畅４（a）所示 ，有一恒力 F（F ＝ ９畅８ N）作用在第 １个立方体上 ．问第 ３

个立方体共受几个力 ？其大小 、方向如何 ？如果第 ４个立方体右端紧挨一堵墙 ，试

重复上面的讨论 ．

解 　第三个立方体同其它一齐运动 ，四个立方体作为一整体所受力为 F ，因而

F ＝ ４ ma （１）

对第四个立方体有

F′４３ ＝ ma （２）

对第三个立方体分析其受力如图 ２畅４（b） ，因此有
F２３ － F４３ ＝ ma （３）

·４３·



图 ２畅４

N３ － P３ ＝ ０ （４）

　 　解上述方程可得 F４３ ＝ F′４３ ＝ F
４
＝ ２畅４５ N ， F２３ ＝

１
２
F ＝ ４畅９ N ，N３ ＝ P３ ＝ ９畅８

N ．各力方向如图 ２畅４（b） ．

若右端紧挨一堵墙 ，此时 ，四个物体是静止的 ，其加速度为零 ，因此第三个立方

体所受合力为零 ，则有

F２３ ＝ F４３ ＝ F ＝ ９畅８ N ，N３ ＝ P３ ＝ ９畅８ N
　 　 2畅5 　已知一个斜度可以变化但底边长 L 不变的斜面 ．

（１）求石块从斜面顶端无初速地滑到底所需时间与斜面倾角 α之间的关系 ．

设石块与斜面间的滑动摩擦因数为 μ ．

（２）若斜面倾角 α１ ＝ ６０°和 α２ ＝ ４５°时 ，石块下滑的时间相同 ，问滑动摩擦因数

μ等于多大 ？

图 ２畅５

解 　取石块做为研究对象 ，对其受力分析 ，沿斜面建立坐标如图 ，按图 ２畅５有

Psin α － f ＝ ma （１）

N － Pcos α ＝ ０ （２）
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解方程并考虑到 f ＝ μN可得
a ＝ （sin α － μcos α）g

　 　 （２）从石块加速度表达式可看出 ，石块做匀加速度下滑 ，下滑所需时间如为 t ，
有

s ＝
１
２
at２ ＝

Lcosα
t ＝ ２ L

gcosα（sin α － μcosα）
把 α１ ＝ ６０°和 α２ ＝ ４５°分别代入上式并令其相等可得 μ ＝ ０畅２７畅

2 ．6 　如图 ２畅６（a）所示 ，人的质量 m１ ＝ ６０ kg ．升降机的质量 m２ ＝ ３０ kg ，站

在升降机上的人要想拉住升降机使之不动 ，问他要用多大的力作用在绳上 ？绳子

和滑轮质量不计 ．

图 ２畅６（a）

解 　分别就人（m１ ） 、升降机（m２ ） ，小滑轮受力分析

如图 ２畅６（b） ，由于滑轮和绳的质量不计 ，所以绳中各处

张力相等 ，整个装置保持静止应用牛顿第二定律 ，有

对人 ：

T１ ＋ N － m１ g ＝ ０

　 　对升降机 ：

T１ ＋ T － N′ － m２ g ＝ ０

　 　对小滑轮 ：

T － T′１ － T′１ ＝ ０

　 　考虑到 T１ ＝ T′１ ，联立方程求解得

T１ ＝
m１ ＋ m２

４
g ＝ ２２０畅５ N

图 ２畅６（b）

这就是人要用的作用在绳上的力 ．

2 ．7 　如图 ２畅７（a）所示 ，用电学的方法使小球 A 和 B带电而彼此相吸 ，当 B

·６３·



以 φ角放在 A 下时 ，A 保持静止 ，并使绳子与垂直线成 θ角 ．试证明 B 对 A 施加
的电力的大小为 FBA ＝ mg／（cos φcot θ － sin φ） ，绳子张力的大小为 T ＝ mg／（cosθ
－ sinθtan φ） ．

证明 　取球 A 为研究对象 ，分析受力 ，建立坐标如图（b）所示 ．

图 ２畅７（a） 图 ２畅７（b）

球 A 保持静止 ，因而有

P ＋ FBA sin φ － Tcosθ ＝ ０ （１）

Tsinθ － FBA cos φ ＝ ０ （２）

联立式（１） 、（２）解得

FBA ＝ mg／（cos φcot θ － sin φ）
T ＝ mg／（cosθ － sinθtan φ）

命题得证 ．

2 ．8 　宇宙飞船沿地球与月球的中心连线从地球飞到月球 ．试求宇宙飞船飞到

何处 ，地球对飞船的引力和月球对飞船的引力正好相互抵消 ．月球的质量为 mm ＝

７畅３５ × １０
２２ kg ，月球的轨道半径为 rem ＝ ３畅８４ × １０

８ m ．

解 　设宇宙飞船飞到距地球中心 x 时 ，两引力相等

则有

G Me m
x２ ＝ G Mm m

（ rem － x）２ ；式中 Me 为地球质量

解得

x ＝
rem
mm
Me ＋ １

＝ ３畅４６ × １０
８ m

　 　 2 ．9 　桌上有一质量 M ＝ １ kg 的板 ，板上放一质量 m ＝ ２ kg 的物体 ，物体和

板之间 、板和桌面之间的滑动摩擦因数均为 μ ＝ ０畅２５ ，最大静摩擦因数均为 μ０ ＝

０畅３０ ，以水平力 F作用于板上 ，如图 ２畅９（a）所示 ．

·７３·



（１）若物体与板一起以 a ＝ １ m／s２ 的加速度运动 ，试计算物体与板以及板与桌

面之间相互作用的摩擦力 ．

（２）若欲使板从物体下抽出 ，问力 F至少要多大 ？

解 　 （１）物体与板一起运动时 ，以整体为研究对象 ，它们对桌面的压力即为其

重力 NM ＝ （m ＋ M ）g ，因此 ，板对桌面的摩擦力为

fM ＝ μNM ＝ μ（m ＋ M ）g ＝ ７畅３５ N

图 ２畅９

　 　物体 m 由于受到向右的静摩擦力 fm 作用与板一起以加速度 a ＝ １ m／s２ 运
动 ，因此物体与板之间的摩擦力为

f m ＝ ma ＝ ２ N
　 　 （２）欲使板从物体下抽出 ，物体 m 所受力为最大静摩擦力 f m ＝ μ０ Nm ，并获得

最大加速度 a０ ＝ fm
m ＝ μ０ g ，此时 ，板也必须获得不小于 a０ 的加速度 ，板此时受力

如图 ２畅９（b） ，因此

F － fM － fm ≥ Ma０
即

F ≥ fM ＋ fm ＋ Ma０

图 ２畅１０（a）

将

fM ＝ μ（M ＋ m）g
fm ＝ μ０ Nm ＝ μ０ mg
a０ ＝ μ０ g代入知
F ≥ μ（m ＋ M ）g ＋ μ０ （m ＋ M ）g ＝ １６畅７ N

　 　 2 ．10 　 如图 ２畅１０（a）所示 ，升降机中有一质量为 m
的物体 A ，它以绕过滑轮的绳索与质量也是 m 的物体 B
相连 ，物体 A 与台面之间无摩擦 ．当升降机以 g／２（g为
重力加速度）的加速度加速上升时 ，以升降机为参考系 ，

A ，B两物体的加速度是多大 ？又以机外地面为参考系 ，

A ，B两物体的加速度是多大 ？

解 　选固结于地面的 Oxy为定坐标系 ，固结于升降
·８３·



机的 O′x′y′为动坐标系 ，A 、B受力如图 ２畅１０（b） ，用 a′A 和 a′B 分别代表 A 、B的相
对加速度 ，用 aA 、aB 分别代表 A 、B 物体相对地面 Oxy 参考系的加速度 ，按题意

O′x′y′相对于 Oxy的加速度为 １
２
g ，方向沿 y轴向上 ．由伽利略变换

图 ２畅１０（b）

对 A 有
aA x ＝ a′A x ＋ ０ ＝ a′A

aAy ＝ a′A y ＋ １
２
g ＝

１
２
g

　 　对 B有
aBx ＝ a′Bx ＋ ０ ＝ ０

aBy ＝ a′By ＋ １
２
g ＝ － a′B ＋

１
２
g

　 　注意到此时升降机已不再是惯性系 ，牛顿定律只对惯性系（即此题的地面参考

系）成立（注 ：在非惯性系应用牛顿定律时 ，要考虑到惯性力）于是对 A 有
T ＝ maA x ＝ ma′A （１）

N － PA ＝ maAy ＝
１
２
mg （２）

　 　对 B有

T′ － PB ＝ maBy ＝ m １
２
g － a′ （３）

解方程并注意到 T′＝ T ，a′A ＝ a′B ＝ a′ ，可得

a′ ＝
３
４
g ＝ ０畅７５ g ，　 　 aA x ＝ a′ ＝ ０畅７５ g

aBy ＝
１
２
g － a′ ＝ － ０畅２５ g

注意到 aA y ＝ １
２
g 　 aBx ＝ ０可得 A 、B两物体相对地面参考系的加速度为

aA ＝ a２A x ＋ a２A y ＝
１３
４

g ，aB ＝ a２Bx ＋ a２By ＝ ０畅２５ g
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　 　 2 ．11 　重物 A 和 B的重量分别为 PA ＝ ２００ N 和 PB ＝ ４００ N ，并以弹簧相互

连接 ，重物 A 沿铅垂线作简谐运动 ．以 A 的平衡位置为坐标原点 ，取坐标轴正方

向向下 ，A 的运动学方程为 x ＝ hcos ωt ，其中振幅 h ＝ １畅０ × １０
－ ２ m ，角频率 ω ＝ ８π

rad／s ．弹簧的质量不计 ．求

图 ２畅１１

　 　 （１）弹簧对 A 的作用力 N 的最大值和最小值 ；

（２）B对支承面的压力的最大值和最小值 ．

解 　取重物 A 、B为研究对象 ，A 、B受力如图 ２畅１１（b）
（１）按图有 PA － N ＝ mA a ＝ mA

d２ x
d t２ ＝ － mA hω２cos ωt

N ＝ PA ＋ mA hω２cos ωt ＝ mA ω
２ x ＋ PA

A 在最低位置时 ，x ＝ h ，这时 a ＝ － hω２ ，N有最大值 ．

Nmax ＝ PA ＋ mA ω
２ h ＝ PA １ ＋

ω
２ h
g ＝ ３２８畅９ N

A 在最高位置时 ，x ＝ － h ，这时 a ＝ hω２ ，N有最小值

Nmin ＝ PA － mA ω
２ h ＝ PA １ －

ω
２ h
g ＝ ７１畅１ N

　 　 （２）B对支承面压力的最大值和最小值分别为
Rmax ＝ PB ＋ | Nmax | ＝ ７２８畅９ N
Rmin ＝ PB ＋ | Nmin | ＝ ４７１畅１ N

　 　 2 ．12 　卡车本身连同所载人员 、货物共重 ４ t ．车身在钢板弹簧上振动 ，其位移

满足规律 y ＝ ０畅０８ sin ４π t（m） ，求卡车对弹簧的压力 ．

解 　车身做我们的研究对象 ，车身受力如图 ，依图有
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图 ２畅１２

N － P ＝ ma ＝ m d２ y
d t２ ＝ － ０畅０８（４π）

２sin４π t
N ＝ P ＋ ma ＝ ［４ － ５畅１５sin４π t］（ t）
　 　由牛顿第三定律 ，卡车对弹簧的压力为

N′ ＝ － ［４ － ５畅１５sin４π t］（ t）
　 　 2 ．13 　 一桶内盛水 ，系于绳的一端 ，并绕 O
点以角速度 ω在铅直平面内旋转 ．设水的质量为

m ，桶的质量为 M ，圆周半径为 R ，问 ω 为多大

时 ，才能保证水流不出来 ？又问在最高点和最低

点时绳中的张力多大 ？

解 　以水为研究对象 ，水受力如图 ，我们可直观地感到 ：如果 ω 过小 ，水就会

流出来 ．

（１）按图 ２畅１３（b）有
N ＋ mg ＝ mRω２

　 　令 N ＝ ０此时恰能保证水不流出来 ，得 ω ＝
g
R ，当 ω ≥

g
R时 ，水不会流出

来 ．

图 ２畅１３

　 　 （２）把水和桶看作一个整体 ，其受力如图 ２畅１３（c） ．

　 　最高点

T ＋ （M ＋ m）g ＝ （M ＋ m）Rω２

　 　最低点

T′ － （M ＋ m）g ＝ （M ＋ m）Rω２

　 　解得最高点和最低点时 ，绳中的张力分别为

T ＝ （M ＋ m）（Rω２ － g） ，　 　 T′ ＝ （M ＋ m）（Rω２ ＋ g）
　 　 2 ．14 　一根长为 l ，质量可以忽略的细捧 ，可绕其端点在铅直面内匀角速运
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动 ，棒的另一端附着一质量为 m的小球 ，如图 ２畅１４（a）所示 ．

（１）试分析在顶点 A 处的速率取什么值时 ，才能使棒对小球的作用力为零 ；速

率满足什么条件才能使棒对小球的作用力为拉力或推力 ？

（２）设 m ＝ ５００ g ，l ＝ ５０ cm ，小球以 v ＝ ４０ cm／s的速率作匀速率运动 ．求 A ，

B ，C三点处棒对小球的作用力 ．

图 ２畅１４

解 　 （１）取小球 A 进行分析 ，直观上可感到 ，如果小球速度小 ，小球将对棒有

一推力 ，若小球速度大 ，棒将对小球有一拉力 ．小球在 A 处的受力如图 ２畅１４（b） ，

按图有

N ＋ P ＝ m v２
l

　 　令 N ＝ ０得 　 v ＝ gl ，显然当 v ＞ gl ，N ＞ ０为拉力 ；当 v ＜ gl时 ，N ＜ ０

为推力 ．

（２）此时小球的速度为 ４０ cm／s ，小于 gl ，小球在 A 点受到棒的推力 ，小球在

A 、B 、C三点受力如图 ２畅１４（c）
A 点 ：P － N ＝ m v２

l ，　 　 N ＝ ４畅７４ N
B点 ：N － P ＝ m v２

l ，　 　 N ＝ ５畅０６ N
C点 ：R ＝ m v２

l ＝ ０畅１６ N
N ＝ R２

－ P２
＝ ４畅９ N

　 　 2 ．15 　如图 ２畅１５（a）所示 ，用一穿过光滑桌面上小孔的绳 ，将放在桌面上的质

点 m与悬挂着的质点 M 连接起来 ，m在桌面上作匀速率圆周运动 ．问 m 在桌面
上圆周运动的速率 v 和圆周半径 r满足什么关系时 ，才能使 M 静止不动 ？

解 　 m 和 M 受力如图 ２畅１５（b）
·２４·



图 ２畅１５

对 m 有

T ＝ m v２
r

　 　当 M 静止不动时 ，对 M 有
T′ ＝ PM ＝ ０

T ＝ T′
解得

v２
r ＝

M
m g

　 　 2 ．16 　上题中若没有 M ，而连接 m 的是弹簧 ，弹簧的另一端固定在中心 ，且

弹簧的伸长满足胡克定律 ．假设质点 m 以转数 γ旋转（ν为单位时间内旋转的圈

数） ，试证明

（１）匀速圆周运动的半径为 kl０ ／（k － ４π
２ mν２ ） ；

（２）弹簧的弹性力为 ４π
２ mkl０ ν２ ／（k － ４π

２ mν２ ） ．

式中 l０ 为弹簧原长 ，k为劲度系数 ．

解 　弹簧变形量 Δ l ＝ r － l０ 　弹簧的弹性力 　 T ＝ k（ r － l０ ）
于是有

k（ r － l０ ） ＝ m v２
r ，　 　 v ＝ ２π rν

解得

r ＝
kl０

k － ４π
２ mν２

T ＝
kl０４π２ mν２
k － ４π

２ mν２

　 　 2 ．17 　当月亮朝向太阳时 ，地球对月亮的力 Fem与太阳对月亮的力 Fsm基本
上成 ９０°夹角 ，如图 ２畅１７所示 ．已知 Fem ＝ １畅９８ × １０

２０ N ，Fsm ＝ ４畅３６ × １０
２０ N ，忽略

所有其它力对月亮的影响 ，月亮的质量为 ７畅３５ × １０
２２ kg ，试求月亮加速度的大小 ．

·３４·



这是月亮相对地球的加速度吗 ？

图 ２畅１７

解 　月球所受的合力

F ＝ F２em ＋ F２sm
　 　月球加速度的大小

a ＝
F
m ＝

（１畅９８ × １０
２０
）
２
＋ （４畅３６ × １

２０
）
２

７畅３５ × １０
２２

＝ ６畅５２ × １０
－３
（m · s－２ ）

　 　这不是月球相对地球的加速度

2 ．18 　 一飞机上升达到最高位置 ，然后下降 ，它的路径为一半径为 R 的竖直
圆周 ，如图 ２畅１８（a）所示 ．当飞机达到最高点时 ，飞机的恒定速率 v 正好使飞行员
失重 ．试证明当飞机沿圆周飞行时 ，飞机对飞行员的作用力（飞行员和坐椅间的接

触力）为 N ＝ ２ mgsin２ （θ／２） ．式中 m为飞行员的质量 ，θ为飞行速度与水平方向间

的夹角 ．

图 ２畅１８（a） 图 ２畅１８（b）

证明 　对飞行员受力情况进行分析 ，如图 ２畅１８（b）
·４４·



当飞机到达最高点时 ，飞行员失重

有

P ＝ m v２
R 　 即 　 v２ ＝ gR

　 　当飞机以恒定速率沿圆周飞行时 ，沿法向方向 ，有

N ＋ Pcosθ ＝ m v２
R

N ＝ m v２
R － mgcosθ ＝ ２ mgsin２ θ

２

切向方向受力为

f ＝ Psin θ ＝ mgsinθ

图 ２畅１９

　 　 2 ．19 　如图 ２畅１９（a）所示 ，将一质量为 m的物体 A ，放在一个绕竖直轴以每秒

ν转的恒定速率转动的漏斗中 ．漏斗的壁与水平面成 θ角 ．设物体 A 与漏斗壁间
的静摩擦因数为 μ０ ，物体 A 与转轴的距离为 r ．问物体 A 与漏斗保持相对静止时 ，

ν应该在什么范围之内 ？

解 　当 ν较大时 ，A 有向上滑动趋势 ，摩擦力方向向下 ，A 受力如图 ２畅１９（b） ，

按图有

Nsinθ ＋ f rcosθ ＝ mrω２ ＝ mr４π２ ν２

Ncosθ － f rsinθ － Ρ ＝ ０

　 　当 f r 随 ν增大到 fmax ＝ μ０ N时 ，ν亦增大到 νmax ，于是有

Nsinθ ＋ μ０ Ncosθ ＝ mr４π２ ν２max
Ncosθ － μ０ Nsinθ － Ρ ＝ ０

解得

νmax ＝
１
２π

g（sinθ ＋ μ０cosθ）
r（cosθ － μ０sinθ）

·５４·



　 　当 ν较小时 ，A 有向下滑动趋势 ，摩擦力方向向上 ，A 受力如图 ２畅１９（c） ，类似

上述分析 ，达到极限情况时有

Nsinθ － μ０ Ncosθ ＝ mr４π２ ν２min
Ncosθ ＋ μ０ Nsinθ － Ρ ＝ ０

解得

νmin ＝
１
２π

g（sinθ － μ０cosθ）
r（cosθ ＋ μ０sinθ）

　 　可见要使 A 与漏斗保持相对静止 ，ν应该在 νmax ＞ ν＞ νmin之间 ．

2 ．20 　质量为 m的质点 ，被固定中心以大小为 F ＝ μmr 的力排斥 ，其中 r 为
质点到固定中心的距离 ．在起始时 ，r０ ＝ a ，v０ ＝ ０ ．求当质点走过路程 s ＝ a时的速
率 ．

图 ２畅２０

解 　如图对质点 m应用牛顿定律并通过变量替换 ，有

μmr ＝ m d vd t ＝ mv d vd r
即

vd v ＝ μrd r
积分

∫
v

０
vd v ＝ ∫

２ a

a
μrd r

得

v ＝ ３ μ · a
　 　 2 ．21 　跳伞员与装备的质量共为 m ，从伞塔上跳下时立即张伞 ，可以粗略地

认为张伞时速度为零 ，此后空气阻力与速率平方成正比 ，即 R ＝ kv２畅 求跳伞员的
运动速率 v 随时间 t变化的规律和终极速率 v T ．

解 　这是一个变加速问题 ，求解要用到微积分 ，但物理概念并没有什么特殊 ．

跳伞员及装备受力如图

·６４·



图 ２畅２１

依图有

P － R ＝ ma

mg － kv２ ＝ m d vd t
d v

mg
k － v２

＝
k
md t

令

mg
k ＝ v２T

则

d v
v２T － v２ ＝

k
m d t

积分

∫
v

０

d v
v２T － v２ ＝

k
m∫

t

０
d t

得

v ＝ v T
e２ t／ tR － １

e２ t／ tR ＋ １

式中 v T ＝
mg
k ，　 tR ＝ m

kvT ＝
m
kg ．

当 a ＝ d vd t ＝ ０时 ，有极限速率 v T ．

令

mg － kv２T ＝ m d vd t ＝ ０

得

mg － kv２T ＝ ０ ，　 　 v T ＝
mg
k

·７４·



第 3章 　功 　和 　 能

一 、基本内容和主要公式

1畅功
　 　在质点产生一元位移 d r的过程中 ，作用在质点上的力 F所做的功被定义为
力 F和位移 d r的标积 ，即

d A ＝ F· d r
力 F在路程 ab上的功为

A ab ＝ ∫
b

a（ l）
F · d r

　 　功率 ：力 F在单位时间内所做的功 ，即

P ＝
dAd t ＝ F· v

几种常见力的功

重力的功 ：A ＝ mg（ z１ － z２ ）

万有引力的功 ：A ＝ GmM １
r２ －

１
r１

弹簧弹性力的功 ：A ＝
１
２
kλ２１ －

１
２
kλ２２

摩擦力的功 ：A ＝ μmgs
重力 、万有引力 、弹簧弹性力作功与路径无关 ；摩擦力作功与路径有关 ．

2畅动能定理
质点的动能定理 ：合外力对质点做的功等于质点动能的增量 ，即

A ＝
１
２
mv２２ －

１
２
mv２１

　 　质点系的动能定理 ：外力对质点系做的功与内力对质点系做的功之和等于质

点系总动能的增量 ，即

∑
i
A e ＋ ∑

i
A i ＝ Ek２ － Ek１

其中 ： ∑
i
A e为外力的功 ，∑

i
A i为内力的功 ；Ek２ ＝ ∑

i

１
２
miv２i２为质点系末态总动

能 ；Ek１ ＝ ∑
i

１
２
miv２i１ 为质点系初态总动能 ．

3畅应用动能定理解题的一般步骤
确定研究对象 ；分析研究对象的受力和各力作功情况 ；列方程求解 ；讨论 ．

·８４·



4畅保守力
作功与路径无关的力 ．重力 、万有引力 、弹簧弹性力等都是保守力 ．

5 ．势能

对保守力场可引入势能的概念 ，其定义为

Ep ＝ ∫
M

０

M
F· d r

其中 ，F为保守力 ，Ep 为 M 点的势能 ，M０ 为势能零点 ．

重力势能 ：Ep ＝ mgz ，以 z ＝ ０的平面为势能零点

万有引力势能 ：Ep ＝ － G mM
r ，以无穷远处为势能零点

弹簧弹性力势能 ：Ep ＝ １
２
kx２ ，以弹簧原长处为势能零点 ．

6畅保守力与势能的微分关系

F ＝ － Δ Ep ＝ －
抄 Ep
抄 x i ＋ 抄 Ep

抄 y j ＋ 抄 Ep
抄 z k 或 Fl ＝ －

d Fpd l
7畅机械能守恒定律
在只有保守力做功的情况下 ，系统的机械能保持不变 ．它是普遍的能量守恒定

律的特例 ．

8畅能量守恒定律
能量不能消失 ，也不能创造 ，只能从一种形式转换为另一种形式 ．对一孤立系

统 ，各种形式的能量可以互相转换 ，但它们的总和是一个常数 ．

二 、典型例题

3唱1 　一弹簧的质量为 m ，原长为 l０ ，劲度系数为 k ．其一端固定 ，另一端系一

图 ３唱１

质量为 M 的小球 ，置于光滑的水平桌面上 ，

弹簧的伸长是均匀的 ．如图 ３唱１所示 ，现将小

球拉至 A 点 ，然后无初速地突然释放小球 ，

试求小球经过位置 B时的速度 ．

解 　取坐标如图所示 ，由于弹簧伸长是

均匀的 ，所以弹簧上任意一点的速度 v x 将
随 x 线性增加 ，即在 x 处弹簧的速度为

v x ＝
x
y v

式中 v 为弹簧终端在 B处的速度 ，即小球的速度 ．弹簧上 d x 微元的动能为
dEk m ＝

１
２
（dm） v２x ＝

１
２

m
y d x x

y v
２

＝
mv２
２ y３ x２d x

·９４·



则弹簧的总动能为

Ekm ＝ ∫d Ek m ＝ ∫
y

０

mv２
２ y３ x２d x ＝

１
６
mv２

小球经过位置 B时的速度为 v ，其动能为

Ek M ＝
１
２
Mv２

则小球与弹簧组成的系统的动能为

E ＝ Ek m ＋ Ek M ＝
１
６
mv２ ＋

１
２
Mv２

取小球与弹簧为系统 ，因为内力为保守力 ，外力不做功 ，故系统的机械能守恒

１
２
kl２ ＝

１
６
mv２ ＋

１
２
Mv２ ＋

１
２
k（y － l０ ）２

解得

v ＝
３ k［ l２ － （y － l０ ）２ ］

３M ＋ m
说明 　通常关于弹簧的问题都不考虑其质量 ．但本题给出了一个要考虑弹簧质量

的问题 ．弹簧弹性力作功是保守力作功 ，机械能守恒 ．本题的关键在于计算弹簧的

动能 ．弹簧上各个质元的速度不同 ，因而其动能也不同 ，这样就需先计算出一个微

元的动能即本题中的 １
２
（dm）v２x ，然后通过积分求整个弹簧的动能 ，最后运用机械

能守恒定律求解 ．

3唱2 　均质链条的一端被外力牵住 ，在水平桌面上的部分呈长度为 l１ 的直
线 ，长度为 l２ 的另一部分自然下垂 ．设桌面与链条的摩擦因数为 μ ，链条的线密度

为 λ ．撤去外力后 ，链条开始滑动 ．求链条在桌面移动距离为 x 时的速度 ．

解法一 　用牛顿定律求解

取整个链条为研究对象 ，分析其受力 ．当链条在桌面移动距离 x 时 ，沿链条方

图 ３唱２

向 ，链条受重力（ l２ ＋ x ）λg ，摩擦力 μ（ l１ － x ）λg ．

根据牛顿定律 ：

（ l２ ＋ x）λg － μ（ l１ － x）λg ＝ λ（ l１ ＋ l２ ）a

a ＝
l２ ＋ x
l１ ＋ l２ g － μ

l１ － x
l１ ＋ l２ g

即

d vd t ＝
l２ ＋ x
l１ ＋ l２ g － μ

l１ － x
l１ ＋ l２ g

变量替换得

·０５·



vd v ＝
l２ ＋ x
l１ ＋ l２ g － μ

l１ － x
l１ ＋ l２ g d x

＝
g

l１ ＋ l２ ［（１ ＋ μ） xd x ＋ （ l２ － μl１ ）d x］
　 　当 x ＝ ０时 ，链条速度 v ＝ ０积分上式

∫
v

０
vd v ＝

g
l１ ＋ l２∫

x

０
［（１ ＋ μ） xd x ＋ （ l２ － μl１ ）d x］

得

v ＝
g

l１ ＋ l２ ［（１ ＋ μ） x２ ＋ ２（ l２ － μl１ ） x］１／２

　 　解法二 　用动能定理求解 ．

取整个链条为研究对象 ，当链条在桌面移动了距离 d x 时 ，链条所受重力作功

为 λ （ l２ ＋ x ） gd x ，摩擦力作功 μλ （ l１ － x ） gd x ，链条动能变化为

d １
２
λ（ l１ ＋ l２ ） v２ 根据动能定理 ：

d １
２
λ（ l１ ＋ l２ ）v２ ＝ λ（ l２ ＋ x）gd x － μλ（ l１ － x）gd x

　 　依题意知 ：x ＝ ０时 ，v ＝ ０积分上式

∫
v

０
d １

２
λ（ l１ ＋ l２ ）v２ ＝ ∫

x

０
［λ（ l２ ＋ x）gd x － μλ（ l１ － x）gd x］

即

∫
v

０
d １

２
λ（ l１ ＋ l２ ） v２ ＝ ∫

x

０
［λg（１ ＋ μ） xd x ＋ λg（ l２ － μl１ ）d x］

从而得

v ＝
g

l１ ＋ l２ ［（１ ＋ μ） x２ ＋ ２（ l２ － μl１ ） x］１／２

说明 　这是一个变力作功问题 ．运用动能定理的微分形式解此题时 ，注意正确写出

变力的功 ，通过积分就可解此题 ．同时 ，直接用牛顿定律也可求解此题 ，但我们可看

到 ：当问题中涉及到随位置变化的力的功时 ，用动能定理求解有很大的方便 ．

3唱3 　一摆铃是由金属线围成的半径为 a的圆环 ，在此环上套上一个质量为

m 的很小的圆环 ，设小环可在大圆环上无摩擦地滑动 ，大环放置在竖直平面内 ．在

大环的最低点 A 将一个弹簧的一端固定 ，弹簧的另一端则连到小环上 ，如图所示 ．

弹簧的自由长度也为 a ，劲度系数为 k ＝ mg
a ．如果开始把小环拉到大圆环的最高

点 ，并以水平初速 v０ ＝ ag
２
释放 ，那么在大圆环的最低点 ，小环的速度为多少 ？同

时 ，证明在起始阶段 ，大圆环对小环的作用力是离开大圆环中心的 ，而在小环转过

·１５·



角度 cos － １１１
１２
以后 ，大环对小环的作用力则是指向大环中心的 ．

解 　设小环在 B点时 ，弹簧与竖直方向夹角为 φ ，对大环中心的张角为 θ ，小

环受三个力作用 ：重力 mg ，弹簧的弹性力 T ，大环对小环的作用力 N（假定沿半径

向外为正向） ．

图 ３唱３

设小环在 B点的速度为 v ，由牛顿第二定律得

mv２
a ＝ Tcos φ － mgcosθ － N （１）

又

T ＝ kΔ l ＝ mg
a （２ acos φ － a）

＝ mg（２cos φ － １） （２）

以小环 、弹簧与地球为研究系统 ，则系统机械能守

恒 ．

取最高点为重力势能零点 ，弹簧原长为弹性势

能零点 ，故有
１
２
mv２ － mga（１ ＋ cosθ） ＋

１
２

mg
a （２ acos φ － a）２

＝
１
２
m ga

２

２

＋
１
２

mg
a （２ a － a）２

即

v２
a ＝

g
２
（５ ＋ ４cosθ ＋ ８cos φ － ８cos２ φ） （３）

将式（３） 、（２）代入式（１）得
２ N
mg ＝ １２cos２ φ － １０cos φ － ６cosθ － ５

又因为

θ ＝ π － ２ φ

所以

N ＝
mg
２

（１２cos φ － １１）（２cos φ ＋ １） （４）

　 　 （１）对于大环最低点 A ，φ ＝
π
２

，θ＝ ０ ，代入式（３）得

vA ＝
３
２

２ ag

　 　 （２）由式（４）可知 ：当 cos φ ＝ １１
１２
时 ，N ＝ ０ ．

当 ０ ＜ φ ＜ arccos １１
１２
时 ，２cos φ ＋ １ ＞ ０ ，１２cos φ － １１ ＞ ０ ，这时 N ＞ ０ ，即大环对小
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环的作用力是离心的 ．

当 arccos １１
１２

＜ φ ＜
２π
３
时 ，２cos φ ＋ １ ＞ ０ ，１２cos φ － １１ ＜ ０ ，这时 N ＜ ０ ，即大环对

小环的作用力是向心的 ．

说明 　本题综合运用了牛顿定律与机械能守恒定律 ．重力和弹簧弹性力是保守力 ，

机械能守恒 ，在写出弹簧弹性力势能时 ，要注意其势能零点是选在弹簧原长处 ，并

注意 N ＝ ０是大环对小环作用力方向变化的临界点 ．

3唱4 　质量为 ５畅６ g的子弹 A ，以 ５０１ m／s的速度水平地射入一静止在水平面
上的质量为 ２ kg的木块 B内 ，A 射入 B后 ，B向前移动了 ５０ cm后而停止 ，求 ：

（１）B与水平面间的摩擦因数 ．

（２）木块对子弹所作的功 W １ ．

（３）子弹对木块所作的功 W ２ ．

（４）W １ 与 W ２ 的大小是否相等 ？为什么 ？

解 　 （１）子弹射入木块时间短暂 ，可认为此过程木块没有移动 ，在此过程中 ，其

内力远大于摩擦外力 ，动量守恒 ．

m１ v１ ＝ （m１ ＋ m２ ）u

　 　 A 和 B的共同速度 ：u ＝ m１

m１ ＋ m２
v１

对 A 和 B构成的系统 ，由动能定理

－ μ（m１ ＋ m２ ）gs ＝ ０ －
１
２
（m１ ＋ m２ ）u２

可得摩擦因数

μ ＝
u２
２ gs ＝

m２
１

２ gs（m１ ＋ m２ ）
２ v２１

＝
（５畅６ × １０

－３
）
２

２ × ９畅８ × ０畅５ × （５畅６ × １０
－３

＋ ２）
２ × ５０１

２
＝ ０畅２

　 　 （２）对子弹 ，由于木块对其作功 ，使其速度从 v１ ＝ ５０１ （m／s）减为零 ，因此根据

动能定理

W １ ＝ ０ －
１
２
m１ v２１ ＝ －

１
２

× ５畅６ × １０
－３

× ５０１
２
＝ － ７０３ 　 （J）

　 　 （３）对木块 ，在整个过程中 ，子弹对其作功 ，同时水平面的摩擦力也对其作功 ，

木块初始静止 ，而后移动 ５０ cm后停止 ，因此 ，根据动能定理

W ２ － μ（m１ ＋ m２ ）gs ＝ ０

即

W ２ ＝ μ（m１ ＋ m２ ）gs
＝ ０畅２ × （５畅６ × １０

－３
＋ ２） × ９畅８ × ５０ × １０

－２
＝ １畅９７ 　 （J）
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　 　 （４）W １ 和 W ２ 数值上不相等 ，其和也不为零 ．这是因为 A 和 B系统内力作功
之和不为零 ，它改变了系统的机械能 ．

说明 　系统的内力不改变系统的动量而可能改变系统的机械能在此题中得到充分

的体现 ．结合动量守恒定律和动能定理就可解此题 ．在运用动能定理求 W １ 和 W ２

时 ，要正确分析子弹和木块在整个过程中各力作功情况 ．例如对子弹 ，从初速

５０１ m／s到同木块一起静止是由于木块对其作功的结果 ．

三 、习题详解

3畅1 　选择题
　 　 （１）把一质量为 m ，各边长均为 ２ a的均质货箱 ，由位置（I）翻转到位置（II） ，则

人力所作的功为（D） ．

图 ３畅１（１）

图 ３畅１（３）

（A）０ 　 　 　 　 　 　 　 I（B）２ mga
（C）mga （D）（ ２ － １）mga
（２）宇宙飞船关闭发动机返回地球的过程 ，可以认为是仅在地球万有引力作用

下运动 ．若用 m表示飞船质量 ，M 表示地球质量 ，G 表示引力常量 ，则飞船从距地

球中心 r１ 处下降到 r２ 处的过程中 ，动能的增量为（C） ．

（A）
GmM
r２ 　 　 （B）GmM

r２２ 　 　 （C）GmM r１ － r２
r１ r２ 　 　 （D）GmM r１ － r２

r２１ r２２
（３）质点 M 与一固定的轻弹簧相连接 ，并沿椭圆轨道运动 ，如图 ３畅１（３） ．已知

椭圆的长半轴和短半轴分别为 a和 b ，弹簧原长为 l０ （ a ＞ l０ ＞ b） ，劲度系数为 k ，

则质点由 A 运动到 B的过程中 ，弹性力所作的

功为（B） ．

（A）
１
２
ka２ －

１
２
kb２

（B） １
２
k（a － l０ ）２ －

１
２
k（ l０ － b）２

（C） １
２
k（a － b）２
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（D）
１
２
k（ l０ － b）２ －

１
２
k（a － l０ ）２

（４）一劲度系数为 k 的弹簧振子 ，一端固定 ，并置于水平面上 ，弹簧的伸长量

为 l ，如图 ．若选距弹簧原长时自由端 O 点的距离为 l／２的 O′点为弹性势能的零
参考点 ，则弹性势能为（D） ．

（A）
１
２
kl２ 　 　 　 　 　 6（B） １

４
kl２

（C） １
８
kl２ （D）

３
８
kl２

图 ３畅１（４）

（５）质量为 １０ kg的物体 ，在变力 F作用下沿 x 轴作直线运动 ，力随坐标 x 的
变化如图 ３畅１（５） ．物体在 x ＝ ０处 ，速度为 １ m／s ，则物体运动到 x ＝ １６ m处 ，速度

大小为（B） ．

（A）２ ２ m／s （B）３ m／s
（C）４ m／s （D） １７ m／s

图 ３畅１（５）

（６）关于质点系内各质点间相互作用的内力作功问题 ，以下说法中 ，正确的是

（C） ．

（A）一对内力所作的功之和一定为零

（B）一对内力所作的功之和一定不为零
（C）一对内力所作的功之和一般不为零 ，但不排斥为零的情况
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（D）一对内力所作的功之和是否为零 ，取决于参考系的选择

3 ．2 　填空题
（１）质量为 m的质点 ，自 A 点无初速沿图示轨道滑动到 B点而停止 ．图中 H１

与 H２ 分别表示 A 、B两点离水平面的高度 ，则质点在滑动过程中 ，摩擦力的功为

皛 笣－ mg（H１ － H２ ） ，合力的功为 皛 笣０ ．

图 ３畅２（１）

（２）人从 １０ m 深的井中提水 ，桶离水面时装水 １０ kg ．若每升高 １ m 要漏掉
０ ．２ kg的水 ，则把这桶水从水面提高到井口的过程中 ，人力所作的功为 皛 �８８２ J ．

（３）质点在力 F＝ ２ y２ i ＋ ３ x j作用下沿图示路径运动 ．若 F的单位为 N ，x ，y
的单位为 m ，则力 F在路径 Oa上的功 AOa ＝ ０ ，在 ab上的功 A ab ＝ 皛 料１８ J ，在 Ob上
的功 AOb ＝ 皛 聁１７ J ，在 OcbO 上的功 AOcbO ＝ 皛 聁７ J ．

图 ３畅２（３）

（４）质量为 M 、长为 L 的均质链条 ，挂在光滑水平细杆上 ，若链条因受扰动而

滑下 ，则当链条的一端刚脱离细杆的瞬时 ，链条速度大小为 皛 �4Lg
２

．

（５）劲度系数为 k 、原长为 l０ 的轻弹簧 ，一端固定于 O 点 ，另一端系一质量为

m的物体如图 ．现将弹簧置于水平位置 ，并保持原长 ，然后无初速释放 ．若物体在
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图 ３畅２（５）

铅直面内摆至最低位置时 ，弹簧伸长量为原长

的 １／n ，则 此 时 物 体 速 度 的 大 小 为

皛 肪
l０
n ２（n ＋ １）g －

kl０
nm ．

（６）质量为 m的子弹 ，水平射入质量为 M 、

置于光滑水平面上的沙箱 ，子弹在沙箱中前进

距离 l而静止 ，同时沙箱向前运动的距离为 s ，
此后子弹与沙箱一起以共同速度 v 匀速运动 ，

则子弹受到的平均阻力 F ＝ 皛 �+Mv２ ／２ s ，子弹射入

时的速度 v０ ＝ v M
ms（s ＋ l）＋ １ ，沙箱与子弹系

统损失的机械能 Δ E ＝ 皛 �0Ml
２ s v

２
畅

3 ．3 　某物块质量为 P ，用一垂直于墙的压力 N 使其压紧在墙上 ，墙与物块间

图 ３畅３

的滑动摩擦因数为 μ ．试计算物块沿图示的不同路

径 ：弦 AB 、圆弧 AB 、折线 AOB 由 A 移动到 B 时 ，

重力的功和摩擦力的功 ．已知圆弧半径为 r ．
解 　重力是保守力 ，所做的功与路径无关 ，摩擦

力是非保守力 ，做功与路径有关 ，因而重力作的功 ：

AAB ＝ Pr
AAB ＝ Pr ，　 AAOB ＝ Pr

　 　摩擦力作的功

AAB ＝ － μN ２ r

AAB ＝ － μN １
２
π r 　 　 AAOB ＝ － μN２ r

　 　 3 ．4 　一弹簧原长 ２０ cm ，劲度系数 k ＝ ２９４０ N ／m ，问将该弹簧由 AB位置移
动到 A′B′位置时 ，弹性力的功等于多少 ？

解 　 AB 、A′B′位置时 ，弹簧的伸长分别为

Δ l ＝ l － l０ ＝ ０畅２０
２
＋ ０畅４０

２
－ ０畅２０ ＝ ０畅２４７ （m）

Δ l′ ＝ l′ － l０ ＝ ０畅１５
２
＋ ０畅２０

２
－ ０畅２０ ＝ ０畅０５ （m）

弹簧弹性力作功为弹性势能增量的负值 ，因而有

A ＝ － －
１
２
k（Δ l′）２ －

１
２
k（Δ l）２

＝
１
２

× ２９４０ × （０畅２４７
２
－ ０畅０５

２
） ＝ ８６畅０ （J）
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图 ３畅４

　 　 3 ．5 　求把水从面积为 ５０ m２ 的地下室中抽到街道上来所需作的功 ．已知水深

为 １畅５ m ，水面至街道的距离为 ５ m ．

图 ３畅５

解 　该功数值上等于同一过程中重力的功 ，取坐标如图（b） ，则有

dA重 ＝ － ρsgzd z
A重 ＝ －∫

z
２

z
１

ρsgzd z

＝ －∫
６畅５

５畅０
１ × １０

３
× ５０ × ９畅８ × zd z

＝ － ４畅２３ × １０
６ J

　 　抽水所需的功为 A ＝ ４畅２３ × １０
６ J ．

也可从能量角度考虑此题 ：抽水所做的功等于水机械能的变化 ，设街道为势能

零点因而有

A ＝ ０ － － ρs（ z２ － z１ ） · z１ ＋
z２ － z１

２
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＝
１
２
ρsg z２２ － z２１ ＝ ４畅２３ × １０

６ J
　 　 3 ．6 　计算沿 x 方向的力 F（ x）＝ αx２ － β在从 x１ 到 x２ 这段位移中所作的功 ．

设 α ＝ ３ N／m２
，β ＝ ２ N ，x１ ＝ １ m ，x２ ＝ ３ m ．

解 　由功的定义 ，有

A ＝∫
x
２

x
１

F（ x）d x ＝ ∫
x
２

x
１

（αx２ － β）d x

＝
１
３
αx３ － βx

x
２

x
１

＝
１
３

× ３（３
３
－ １

３
） － ２ × （３ － １） ＝ ２２ （J）

图 ３畅７

　 　 3畅7 　一质量为 m 、总长为 l 的铁链 ，开始时

有一半放在光滑的桌面上 ，而另一半下垂 ，如图

３畅７所示 ．试求铁链滑离桌面边缘时重力所作的

功 ．

解 　重力所作的功 ，等于铁链势能增量的负

值 ，取桌面为势能零点 ，因而有

A ＝ － Δ Ep

＝ － －
１
２
mgl － －

１
８
mgl ＝

３
８
mgl

　 　 3 ．8 　 弹簧对物体的作用力为 F ＝ － kx i －
kyj ，这里 k为物体在 xy平面运动时的劲度系数 ，求当物体从起点（ xi ，yi ）移到终
点（ xf ，yf ）时弹力作功的表达式 ．

解 　由功的定义 ，有

A ＝ ∫

（ x f ，y f ）

（ x i ，yi）
F· d r ＝ ∫

（ x f ，y f ）

（ x i ，yi）
Fxd x ＋ Fyd y

＝ ∫

（ x f ，y f ）

（ x i ，yi）
（－ kxd x － kyd y）

＝∫

x f

x i

－ kxd x ＋∫

y f

y i

－ kyd y

＝
１
２
k（ x２i － x２f ） ＋

１
２
k（y２i － y２f ）

　 　 3 ．9 　一辆小汽车 ，以 v ＝ v i的速度运动 ，受到的空气阻力近似与速率的平方

成正比 ，F＝ － A v２ i ，A 为常数 ，且 A ＝ ０畅６ N·s２ ／m２
．（１）如小汽车以 ８０ km／h的
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恒定速率行驶 １ km ，求空气阻力所作的功 ．（２）问保持该速率空气阻力必须提供多

大的功率 ？

解 　 （１）小汽车以 ８０ km／h的恒定速率行驶时 ，阻力为恒力 ，因此行驶 １ km ，

空气阻力所作的功

A ＝ － A v２ s ＝ － ０畅６ × （８０ × １０
３
／３６００）

２
× １ × １０

３

＝ － ２９６ × １０
３
（J）

　 　 （２）功率

P ＝ F · v ＝ A v２ v ＝ ０畅６ × （８０ × １０
３
／３６００）

３

＝ ６畅５８ × １０
３
（W）

图 ３畅１０

　 　 3 ．10 　长为 l 、质量 M 均匀分布的柔绳 ，一端挂在天花

板下的钩子上 ，将另一端缓慢地垂直提起 ，并挂在同一钩子

上 ，试通过直接积分（即用 A ＝ ∫
b

a
F· d r ） ，求出该过程中对

绳子所作的功 ．

解 　这是一个变力作功问题 ，取绳自由下垂时末端位置

为坐标原点 ，铅直向上为 Ox 轴正向 ，如图 ３畅１０ ．当绳端坐

标为 x 时 ，Fx ＝
１
２
M
l xg ，于是有

dA ＝ Fxd x ＝
１
２

M
l gxd x

A ＝ ∫
l

０

１
２

M
l gxd x ＝

１
４
Mgl

　 　 3 ．11 　一沿 x 轴正方向的力作用在一质量为 ３ ．０ kg的质点上 ．已知质点的运

动学方程为 x ＝ ３ t － ４ t２ ＋ t３ ，这里 x 以 m为单位 ，时间 t以 s为单位 ．试求 ：

（１）力在最初 ４ ．０ s内作的功 ；

（２）在 t ＝ １ s时 ，力的瞬时功率 ．

解 　 （１）由运动学方程可求质点的速度

v ＝
d xd t ＝ ３ － ８ t ＋ ３ t２

质点动能为

Ek（ t） ＝
１
２
mv２ ＝

１
２

× ３畅０ × （３ － ８ t ＋ ３ t２ ）２

根据动能定理 ，力在最初 ４ ．０ s内所作的功为
A ＝ Δ Ek ＝ Ek（４畅０） － Ek（０） ＝ ５２８ J

　 　 （２）a ＝ d vd t ＝ ６ t － ８
质点所受的力为
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F ＝ ma ＝ ３ × （６ t － ８）

功率为

p（ t） ＝ Fv ＝ ３ × （６ t － ８） × （３ － ８ t ＋ ３ t２ ）
　 　 t ＝ １ s时的瞬时功率为 p（１）＝ １２ W ．

3 ．12 　把登月舱构件从地面先发射到地球同步轨道站 ，再由同步轨道站装配

起来发射到月球面上 ．已知登月舱构件质量共计为 m ＝ １０畅０ × １０
３ kg ，同步轨道半

径 r１ ＝ ４畅２２ × １０
７ m ，地心到月心的距离 r２ ＝ ３９畅０ × １０

７ m ，地球半径 Re ＝ ６畅３７ ×

１０
６ m ，月球半径 Rm ＝ １畅７４ × １０

６ m ，地球质量为 Me ＝ ５畅９７ × １０
２４ kg ，月球质量

Mm ＝ ７畅３５ × １０
２２ kg ．同时考虑到地球和月球的引力 ，试求上述两步发射中火箭推

力各应作多少功 ．

图 ３畅１２

解 　设登月舱在同步轨道上的位置正好处在月 、地

连心线上 ，考虑到舱在地 、月共同引力下 ，它的引力势能

应等于它在地球引力场中的势能和在月球引力场中的

势能之和 ．

舱在地面上时 ，势能为

Ep０ ＝ － Gm M e
Re ＋

Mm
r２ － Re ＝ － ６畅２０ × １０

１１ J
舱在同步轨道上时 ，势能为

Ep１ ＝ － Gm M e
r１ ＋

Mm
r２ － r１ ＝ － ９畅４８ × １０

１０ J
舱在月球表面上时 ，势能为

Ep２ ＝ － Gm Me
r２ － Rm ＋

Mm
Rm ＝ － ３畅８３ × １０

１０ J
　 　从地面到同步轨道推力所作的功

A １ ＝ Ep１ － Ep０ ＝ ５畅２５ × １０
１１ J

　 　从同步轨道到月球表面推力所作的功

A ２ ＝ Ep２ － Ep１ ＝ ５畅６５ × １０
１０ J

　 　 3 ．13 　从地面上以一定角度发射地球卫星 ，发射速度 v０ 应为多大才能使卫星
在距地心半径为 r的圆轨道上运转 ？

解 　卫星在地面上时（初状态）的机械能为

E０ ＝
１
２
mv２０ － G Me m

Re
　 　卫星到半径为 r的圆轨道上（末状态）时的机械能为

E ＝
１
２
mv２ － G Me m

r
·１６·



　 　在圆轨道上运动时 ，有

G Me m
r２ ＝ m v２

r 　 即 　 v ＝
GMe
r

　 　根据机械能守恒定律可得

１
２
mv２０ － G Me m

Re ＝
１
２
m GM e

r － G Me m
r

解得

v０ ＝ ２ gRe １ －
１
２

Re
r

　 　当 r → ∞时 ，v ＝ ２ gRe ，此即为第二宇宙速度 ．

图 ３畅１４

3 ．14 　 质量为 m 的滑块 ，在半径为 R 并
处于铅垂面内的光滑圆环上无摩擦地滑动 ，见

图 ３畅１４畅滑块 M 上系有一弹性线 MOA ，此线

穿过圆环上的光滑小孔 O 固定于 A 点 ．已知

弹性线的劲度系数为 k ，滑块处于 O 点时线对
滑块的弹性力为零 ，弹性力服从胡克定律 ．试

求当滑块 M 从 B点沿圆环无初速滑下的过程
中 ，滑块的速度 v 与角 φ的关系（ φ 是 OM 与
水平线的夹角） ．

解 　依题意弹性线和滑块组成系统的机

械能守恒 ，O 点为弹簧原长处 ，可选为弹性势

能零点 ，同时 ，O点也做为重力势能零点 ，因而有

１
２
mv２ ＋

１
２
k（２ Rsin φ）２ ＋ mg２ Rsin２ φ ＝

１
２
k（２ R）２ ＋ mg２ R

解得

v ＝ ２cos φ R（kR ＋ mg）
m

图 ３畅１５

　 　 3 ．15 　一轻弹簧的劲度系数为 k ＝ １００ N／m ，用手推一质量 m ＝ ０畅１ kg 的物
体 A 把弹簧压缩到离平衡位置为 x１ ＝ ０畅０２ m处 ，如图 ３畅１５所示 ．放手后 ，物体沿

水平面移动距离 x２ ＝ ０畅１ m 而停止 ．求物体与

水平面间的滑动摩擦因数 ．

解 　物体运动到 x１ 处和弹簧分离 ．在整

个过程中 ，物体受弹簧弹性力作功 １
２
kx２１ ，摩擦

力作功 － μmgx２ ，根据动能定理有

·２６·



１
２
kx２１ － μmgx２ ＝ ０ － ０

μ ＝
kx２１

２ mgx２ ＝
１００ × ０畅０２

２

２ × ０畅１ × ９畅８ × ０畅１
＝ ０畅２０

　 　 3 ．16 　一质量 m ＝ ８０ kg的物体 A 自 h ＝ ２ m处落到弹簧上 ，如图 ３畅１６所示 ．

当弹簧从原长向下压缩 x０ ＝ ０畅２ m 时 ，物体再被弹回 ．试求弹簧下压 ０畅１ m 时物
体的速度 ．如果把该物体静置于弹簧上 ，求弹簧将被压缩多少 ？

图 ３畅１６

解 　 （１）物体和弹簧组成系统机械能守恒 ．选弹簧原长处

为弹性势能和重力势能零点

当压缩到 x０ ＝ ０畅２ m时有
mgh ＝

１
２
kx２０ － mgx０

　 　当压缩到 x１ ＝ ０畅１ m时有
mgh ＝

１
２
kx２１ ＋

１
２
mv２ － mgx１

解得

v ＝ ２ g（h ＋ x１ ） －
２ g（h ＋ x０ ）

x２０ x２１ 　 　 　 　 　

＝ ２ × ９畅８（２ ＋ ０畅１） －
２ × ９畅８（２ ＋ ０畅２）

０畅２
２ × ０畅１

２
＝ ５畅５ （m／s）

　 　 （２）把物体静置于弹簧上时 ，最终重力与弹性力达到平衡 ，因而有

mg － kx ＝ ０

　 　此时弹簧将被压缩

x ＝
mg
k ＝

x２０
２（h ＋ x０ ） ＝ ９畅１ × １０

－３ m
　 　 3 ．17 　 一物体从固定的光滑圆球顶端从静止开始下滑 ，如图 ３畅１７（a）所示 ．

问 ：

（１）物体在何处（θ＝ ？）脱离圆球沿切线飞出 ？

（２）物体飞出时的速度多大 ？

（３）当物体到达地面时 ，离开 O点的距离为多少 ？ （设 R ＝ １ m）

解 　取物体为研究对象 ，分析受力如图 ３畅１７（b） ，物体下滑过程中 ，支撑力 N
不做功 ，机械能守恒 ．设物体脱离圆球的位置角为 θ０ ，对于任意一 θ（θ ＜ θ０ ）角位置

有

mgcosθ － N ＝ m v２
R （１）

·３６·



图 ３畅１７

mgR（１ － cosθ） ＝
１
２
mv２ （２）

　 　 （１）当 N ＝ ０时 ，θ＝ θ０ ，v ＝ v０ 物体脱离 ，代入式（１） 、（２）可得

θ０ ＝ arccos ２
３

　 　 （２）v０ 棗＝ ２ gR（１ － cosθ０ ）
＝ ２ × ９畅８ × １ ×

１
３
＝ ２畅５６ （m／s）

（３）物体脱离球面后以 v０ 为初速度作斜抛运动 ，建立坐标如图 ３畅１７（b）故有
x ＝ Rsinθ０ ＋ v０cosθ０ t （３）

y ＝ R（１ － cosθ０ ） ＋ v０sinθ０ t － １
２
gt２ （４）

　 　当 y ＝ ２ R时 ，物体到达地面 ，代入式（４）可求出物体由脱离球面到落到地面所

需时间 t ＝ ０畅４２ s ，再将此值代入式（１）可得

x ＝ １ × ０畅７４ ＋ ２畅５６ ×
２
３

× ０畅４２ ＝ １畅４６ （m）

　 　 3畅18 　质量为 ５畅０ kg 的木块 ，仅受一变力的作用 ，在光滑的水平面上作直线

运动 ，力随位置的变化如图所示 ，试问 ：

（１）木块从原点运动到 x ＝ ８畅０ m处 ，作用于木块的力所作之功为多少 ？

（２）如果木块通过原点的速率为 ４ ．０ m／s ，则通过 x ＝ ８畅０ m时 ，它的速率为多

大 ？

解 　由图可得力的解析表达式为
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F（ x） ＝

１０ ， ０ ≤ x ≤ ２

１０ － ５（x － ２） ， ２ ≤ x ≤ ４

０ ， ４ ≤ x ≤ ６

－
５
２
（ x － ６） ， ６ ≤ x ≤ ８

图 ３畅１８

　 　 （１）由功定义 ，求得木块的力所作的功为

A ＝ A １ ＋ A ２ ＋ A ３ ＋ A４

＝ １０ × （２ － ０） ＋∫
４

２
［１０ － ５（ x － ２）］d x ＋ ０

＋∫
８

６
－

５
２
（ x － ６）d x ＝ ２５ J

　 　 （２）由动能定理得

A ＝
１
２
mv２ －

１
２
mv２０

可求得速率为

v ＝
２ A
m ＋ v２０ ＝

２ × ２５
５

＋ ４
２
＝ ５畅１ （m／s）

图 ３畅１９

　 　 3 ．19 　如图 ３畅１９所示 ，长度为 l的轻绳一端固定 ，

一端系一质量为 m 的小球 ，绳的悬挂点下方距悬挂点

的距离为 d处有一钉子 ．小球从水平位置无初速释放 ，

欲使球在以钉子为中心的圆周上绕一圈 ，试证 d 至少
为 ０ ．６ l ．
解 　若小球以钉子为中心恰能完成圆周运动

则有

mg ＝ m v２
l － d （１）

　 　小球运动过程中绳子张力不作功 ，只有重力作功 ，机械能守恒 ，以最低点为势

能零点由机械能守恒得

mgl ＝ １
２
mv２ ＋ mg２（ l － d） （２）

解方程得 d ＝ ０畅６ l ．
3 ．20 　把弹簧的一端固定在墙上 ，另一端系一物体 A ，当把弹簧压缩 x０ 之

后 ，在 A 的后面再放一个物体 B ，如图 ．求撤去外力后 ：

（１）A 、B离开时 ，B以多大速度运动 ？

（２）A 最大能移动多少距离 ？ （设 A 、B放在光滑的水平面上 ，A 、B的质量分
别为 mA ，mB ，弹簧的劲度系数为 k ．）
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图 ３畅２０

解 　 （１）B 物体受一向右推力的作用 ，当到

达 O 点时 ，此力变为零 ，A 、B分离 ，此时它们的

速度相同 ，设为 v ，由机械能守恒

１
２
kx２０ ＝

１
２
（mA ＋ mB ）v２ － ０

v ＝
k

mA ＋ mB
x０

　 　 （２）设 A 能移动的最大距离为 s ，有
１
２
mA v２ ＝

１
２
k（s － x０ ）２

s ＝ x０ ＋
k
mA

v ＝ １ ＋
mA

mA ＋ mB
x０

　 　 3 ．21 　一质量为 m１ 的质点与一质量为 m２ 的固定质点相互作用 ，它们之间

的万有引力的大小由下式给定

F ＝ G m１ m２

x２

式中 ，G 为引力常量 ，x 为两质点间的距离 ，试求使两质点间的距离由 x ＝ x１ 增加
到 x ＝ x１ ＋ d时所需之功 ．

解 　作用于质点 m１ 的外力应与 m２ 作用于 m１ 的万有引力大小相等 ，方向相

反 ，故有

A ＝ ∫
x
１
＋ d

x
１

G m１ m２

x２ d x ＝ Gm１ m２
d

x１ （ x１ ＋ d）
　 　另解 ：万有引力是保守力 ，其作功为势能增量的负值 ，因而有

A ＝ － － G m１ m２

x１ ＋ d － － G m１ m２

x１ ＝ Gm１ m２
d

x１ （ x１ ＋ d）
　 　 3 ．22 　如图 ３畅２２（a）所示 ，一质量为 m的小木块 ，沿光滑环形轨道滑下 ．

（１）如果木块从 P点静止滑下 ，问其在 Q点时受到的合力为多少 ？

（２）欲使木块在轨道圆环部分的顶点对轨道的压力恰好等于它的重量 ，问木块

应在什么高度由静止下滑 ？

解 　对环形轨道上任一位置 θ ，分析木块受力如图 ３畅２２（b）有
N ＋ mgcosθ ＝ m v２

R
　 　木块下滑过程中 ，只有重力作功 ，机械能守恒 ，设木块从高度 h滑下

mgh ＝
１
２
mv２ ＋ mgR（１ ＋ cosθ）

解得
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图 ３畅２２

N ＝ mg ２ h
R － ２ mg － ３ mgcosθ

　 　 （１）当 h ＝ ５ R 、θ＝ ９０°时 ，N ＝ ８ mg合力为
FQ ＝ N２

＋ m２ g２ ＝ ６５ mg
　 　 （２）当 θ＝ ０°、N ＝ mg时 ，h ＝ ３ R ．

3 ．23 　设两粒子之间的相互作用为排斥力 f ，其变化规律为 f ＝ k／ r３ ，k为常
数 ．r为二者之间的距离 ，试求两粒子相距为 r 时的势能 ．设无穷远处为零势能位

置 ．

解 　由势能定义 ，有

Ep（ r） ＝∫
∞

０
fd r ＝∫

∞

r
k １

r３d r ＝
k

２ r２

图 ３畅２４

　 　 3 ．24 　假设地球为质量均匀分布的球体 ，计算必须供给多少能量才能把地球

完全拆散（用万有引力恒量 G 、地球质量 M 、地球半径 R表示） ．

解 　要把地球拆散所须供给的能量至少应等于地球系统引力势能的绝对值 ．

半径为 r 、厚度为 d r的球壳所具有的引力势能为
dEp ＝ － G mdm

r

其中 m ＝
４
３
π r３· ρ ，dm ＝ ρ·４π r２d r 　 ρ为地球的

密度 ．

地球系统的引力势能为

Ep ＝ ∫dEp ＝∫
R

０
－

G ４
３
π r３ · ρ · ρ４π r２d r

r

把 ρ ＝
M

４
３
π R３
代入并积分得

·７６·



Ep ＝ －
３
５

GM
R

　 　要把地球拆散必须供给的能量为 E ＝
３
５
G M

R ．

3 ．25 　 １５０ kg的卫星在半径为 ７ ．３ Mm的圆周轨道上绕地球运行 ．试计算（１）

动能 、势能和机械能 ；（２）轨道速率 ；（３）该高度的逃逸速率 ．

解 　卫星在 ７畅３ Mm的圆轨道上绕地球运行时
G mMe

r２ ＝ m v２
r 　 其速率 ：v ＝

GMe
r

　 　 （１）动能

Ek ＝
１
２
mv２ ＝

１
２
m GMe

r

＝
１
２

× １５０ ×
６畅６７ × １０

－１１
× ５畅９７ × １０

２４

７畅３ × １０
６

＝ ４畅１ × １０
９
（J）

　 　势能

Ep ＝ － G mMe
r ＝ － ６畅６７ × １０

－１１ １５０ × ５畅９７ × １０
２４

７畅３ × １０
６

＝ － ８畅２ × １０
９
（J）

　 　机械能 ：E ＝ Ek ＋ Ep ＝ － ４畅１ × １０
９
（J） ，其为负值是因势能零点是选在无穷远

的缘故 ．

（２）轨道速率

v ＝
GMe
r ＝

６畅６７ × １０
－１１

× ５畅９７ × １０
２４

７畅３ × １０
６ ＝ ７畅４ × １０

３
（m／s）

　 　 （３）设逃逸速率为 v０ ，由机械能守恒知

１
２
mv２０ － G mMe

r ＝ ０

因此

v０ ＝
２ GMe

r ＝
２ × ６畅６７ × １０

－１１
× ５畅９７ × １０

２４

７畅３ × １０
６ ＝ １畅０４ × １０

４
（m／s）

　 　 3 ．26 　水星的质量为 ３畅３ × １０
２３ kg ，以半径为 ５畅８ × １０

１０ m绕太阳近似作圆周
运动 ，太阳的质量为 ２畅０ × １０

３０ kg ．（１）求水星的机械能 ；（２）假定水星移到半径为

１５ × １０
１０ m圆周轨道上运动 ，相当于地球绕太阳运动 ，必须提供多少能量 ？

解 　 （１）设 m ，M 分别为水星的质量和太阳质量 ，R 为水星绕太阳圆周运动
的半径 ，水星绕太阳作圆周运动 ，因此有

·８６·



G mM
R２ ＝ m v２

R
得

v２ ＝
GM
R

　 　水星的动能

Ek ＝
１
２
mv２ ＝

GmM
２ R

　 　水星的势能

Ep ＝ － G mM
R

因此水星的机械能

E ＝ Ek ＋ Ep ＝ －
GmM
２ R

＝ －
６畅６７ × １０

－１１
× ３畅３ × １０

２３
× ２畅０ × １０

３０

２ × ５畅８ × １０
１０

＝ － ３畅８０ × １０
３２
　 （J）

　 　 （２）水星在半径 R′＝ １５ × １０
１０ m圆周轨道上运动 ，其机械能为

E′ ＝ －
GmM
２ R′ ＝ －

６畅６７ × １０
－１１

× ３畅３ × １０
２３

× ２畅０ × １０
３０

２ × １５ × １０
１０

＝ － １畅４７ × １０
３２
　 （J）

因此 ，把水星移到半径 R′轨道上必须提供的能量为
A ＝ E′ － E ＝ ２畅３３ × １０

３２
　 J

　 　 3 ．27 　水力发电设备通过使水流经涡轮发电机系统可以 １００ MW 的功率产
生电能 ．（１）如果水垂直下落 １００ m到达涡轮发电机 ，估算单位时间内流出的水量 ；

（２）水从 １ km × １ km 的水库下落 ，水平面的下落速率多少 ？ （水的密度为 １０
３

kg／m３
．）

解 　 （１）假设单位时间内流出的水量为 q ，单位时间有 q 质量的水垂直下落
１００ m ，q质量的水下落 １００ m所具有的动能由机械能守恒有

Ek ＝
１
２
qv２ ＝ qgh

　 　假设此动能全部转化成电能 ，因此有

qgh ＝ P 　 （P为涡轮发电机的功率）

即

q × ９畅８ × １００ ＝ １００ × １０
６

q ＝ １ × １０
５
　 kg／s

·９６·



　 　 （２）设水平面的下落速率为 v ，因此

svρ ＝ q 　 即
１０

３
× １０

３ v × １０
３
＝ １ × １０

５

v ＝ １ × １０
－４

　 m／s

·０７·



第 4章 　冲量和动量

一 、基本内容和主要公式

1 ．动量定理

　 　质点动量定理 ：

F· d t ＝ d（mv ）

∫

t
２

t
１

Fd t ＝ mv２ － mv１

　 　质点系动量定理 ：

∑
i
∫
t

t
０

Fid t ＝ ∑
i
miv i － ∑

i
miv io

　 　 2 ．动量守恒定律

作用于系统的合外力为零时 ，即 ∑
i
Fi ＝ ０ ，则动量守恒 ，即

∑
i
miv i ＝ 常矢量

　 　系统所受合外力沿某一坐标轴的投影为零时 ，则质点系的动量沿该坐标轴的

投影保持不变 ，即

∑
i
Fix ＝ ０时 ，∑ miv ix ＝ 常量

∑
i
Fiy ＝ ０时 ，∑ miv iy ＝ 常量

∑
i
Fiz ＝ ０时 ，∑ miv iz ＝ 常量

3 ．质心概念

质心的位矢为

rc ＝
∑ miri
M 　 或 　 rc ＝

∫ rdm
M

4 ．质心运动定理

质点系所受的合外力等于其总质量乘以质心的加速度 ，即

F ＝ mac
·１７·



二 、典型例题

4唱1 　质量均为 m的两个质点 A 、B ，由长为 l的不可伸长的轻绳连系 ，B点限

图 ４唱１

制在光滑水平桌面上的光滑直槽内 ，它可以在槽

中自由滑动 ，开始时 A 点静止在桌面上 ，B点静

止在直槽内 ，AB垂直于直槽且距离为 １
２
l ，如图

４唱１ ．如 A 点以速度 v 在桌面上平行于槽的方向
运动 ，求证 ：当 B 点开始运动时 ，它的速度大小

为 ３
７
v ，并求绳受到的冲量和槽的反作用冲量 ．

解 　当绳未拉直时 ，质点 A 以 v 作匀速直
线运动 ．绳被拉直后 ，质点 B 开始运动 ，设质点 B的速度为 vB ，质点 A 的速度为
vA ，外力沿水平方向的分量为零 ，动量沿该方向的分量守恒 ．

mv ＝ m（ vB ＋ vA cosθ） （１）

　 　绳子是不可伸长的 ，所以质点 A 、B速度沿绳分量相等 ，即

vBcos３０° ＝ vA cos（θ ＋ ３０°） （２）

　 　 A 质点受绳子的力沿绳方向 ，因此由动量定理知质点 A 的动量沿与绳正交方
向的分量不变 ，即

mvA sin（θ ＋ ３０°） － mvA sin３０° ＝ ０ （３）

由式（１） ，（２） ，（３）联立求解得

vB ＝
３
７
v

绳受的冲量

T Δ t ＝ m vcos３０° － vA cos（θ ＋ ３０°） ＝
２ ３
７

mv

槽的反作用冲量

NΔ t ＝ T Δ tsin３０° ＝
３
７
mv

说明 　本题运用了动量定理及动量守恒定律 ．在正确分析物体受力的基础上 ，要充

分认识到动量定理和动量守恒定律的矢量性 ，对本题虽然 A 、B 质点组成的系统
受到外力 ．但它仍在水平方向上不受外力 ，因而在水平方向上动量守恒 ．对于 A 质
点 ，仅受沿绳方向的作用力 ，在与绳垂直的方向上动量是不变的 ．

4唱2 　如图 ４唱２所示 ，两部运水的卡车 A ，B 在水平面上沿同一方向运动 ，B
的速度为 u ，从 B上以 ６ kg／s的速率将水抽至 A 上 ，水从管子尾部出口垂直落下 ，

车与地面间的摩擦不计 ，时刻 t时 ，A 车的质量为 M ，速度为 v ．求时刻 t ，A 的瞬
·２７·



时加速度 ．

图 ４唱２

解 　 依题意 ，t 时刻 A 车质量为
M ，它相对地面参考系速度为 v ．经过

Δ t时间 ，有 Δ m 质量的水抽至 A 车 ，

又已知 ，t 时刻水相对地面沿水平方
向的速度为 u ，Δ m 质量的水水平方
向动量为 Δ m· u ，而在 t ＋ Δ t时刻 ，A
车总质量为 M ＋ Δ m ，设此时 A 车速
度为 v′ ．其水平方向动量即为（M ＋ Δ m） v′ ，取 Δ m 与 A 车为研究系统 ，此系统在

水平方向上动量守恒 ，因此有

Mv ＋ Δ mu ＝ （M ＋ Δ m） v′
因而

v′ ＝
Mv ＋ Δ mu
M ＋ Δ m

经 Δ t时间 ，A 车速度变化为

Δ v ＝ v′ － v ＝
Δ m（u － v ）
M ＋ Δ m

又因 Δ m 虫 M ，所以

Δ v ≈
Δ m
M （ u － v ）

因而此时 ，A 车的加速度为

a ＝ lim
Δ t → ０

Δ v
Δ t ＝

dmd t ·
u － v
M ＝

６
M （u － v ）

说明 　掌握质点系动量沿某坐标方向的守恒定律 ，选择恰当的研究系统 ．在本题

中 ，选 A 车 M 和 Δ m（Δ t时间内抽至 A 车的水）为研究系统 ，水平方向上动量守

恒 ，可求解出 Δ t时间内 A 车速度的变化 ，再由 a ＝ lim
Δ t → ０

Δ v
Δ t即可求解 ．

4唱3 　铁路上有一平板车 ，其质量为 M ，设平板车可无摩擦地在水平轨道上运

动 ．现有 N 个人从平板车的后端跳下 ，每个人的质量均为 m ，相对平板车的速度

均为 u ．问在下述两种情况下 ，平板车的末速度是多少 ？ （１）N 个人同时跳离 ；（２）

一个人 、一个人的跳离 ．所得结果是否相同 ．

解 　 （１）取平板车和 N 个人为研究对象 ，由于在水平方向上无外力作用 ，故系

统在该方向上动量守恒 ．取平板车运动方向为坐标轴正方向 ，设最初平板车是静止

的 ，则有

Mv ＋ Nm（ v － u） ＝ ０

·３７·



所以 N个人同时跑步跳车时 ，车速为

v ＝
Nm

M ＋ Nmu

　 　 （２）若一个人 、一个人地跳车 ，情况就不同了 ．第一个人跳车时 ，由动量守恒定

律可得

［M ＋ （N － １）m］ v１ ＋ m（ v１ － u） ＝ ０

第二个人跳车时 ，有

［M ＋ （N － ２）m］ v２ ＋ m（ v２ － u） ＝ ［M ＋ （N － １）m］ v１

v２ － v１ ＝
mu

M ＋ （N － １）m
以此类推 ，第 N 个人跳车时 ，有

MvN ＋ m（ vN － u） ＝ （M ＋ m） vN －１

vN － vN －１ ＝
mu

M ＋ m
所以

vN ＝ mu １
M ＋ m ＋

１
M ＋ ２ m ＋ ⋯ ＋

１
M ＋ Nm ＝ ∑

N

n ＝ １

mu
M ＋ nm

因为

１
M ＋ m ＞

１
M ＋ ２ m ＞ ⋯ ＞

１
M ＋ Nm

１
M ＋ m ＋

１
M ＋ ２ m ＋ ⋯ ＋

１
M ＋ Nm ＞

N
M ＋ Nm

故 vN ＞ v ．即在上述两种情况下 ，车的末速度是不相同的 ．

说明 　这是一个运用动量守恒定律求解物理问题的题目 ．在运用动量守恒定律时 ，

正确分析系统受力情况 ，从而确定动量守恒 ．而在求解此题中 ，选取恰当的系统运

用动守恒定律是关键 ．

4唱4 　两个形状完全相同 、质量都为 M 的弧形导轨 A 和 B ，放在地板上 ，今有

一质量为 m的小物体 ，从静止状态由 A 的顶端下滑 ，A 顶端的高度为 h０ ，所有接

触面均光滑 ．试求小物体在 B轨上上升的最大高度（设 A 、B导轨与地面相切） ．

图 ４唱４

解 　设小物体沿 A 轨下滑至地板时的
速度为 v ，对小物体与 A 组成的系统 ，应用

机械能守恒定律及沿水平方向动量守恒定

律 ，有

－ MvA ＋ mv ＝ ０ （１）

mgh０ ＝
１
２
Mv２A ＋

１
２
mv２ （２）

·４７·



由式（１） 、（２） ，解得

v ＝ ２Mgh０ ／（M ＋ m） （３）

　 　当小物体以初速 v 沿 B轨上升到最大高度 H 时 ，此时小物体相对 B的速度
为零 ，设小物体与 B相对地沿水平方向的共同速度为 u ，根据动量守恒与机械能守

恒 ，有

mv ＝ （M ＋ m）u （４）

１
２
mv２ ＝

１
２
（M ＋ m）u２ ＋ mgH （５）

联立式（４） 、（５） ，并考虑到式（３） ，可解得

H ＝
Mv２

２（M ＋ m）g ＝
M

M ＋ m
２

h０ （６）

说明 　综合运用动量守恒定律及机械能守恒定律解此题 ．在用动量守恒定律解决

问题时 ，要充分理解动量守恒定律的矢量性 ，某一方向上系统受外力为零 ，此方向

上动量就守恒 ．并在此题中 ，充分理解物体 B 上升到最大高度时 ，A 、B 两物体具
有共同速度这一物理含义 ．

图 ４畅１（２）

三 、习题详解

4畅1 　选择题
　 　 （１）质点在恒力 F作用下由静止开始作直线运动 ，如图 ．已知在时间 Δ t１ 内 ，

图 ４畅１（１）

速率由 ０ 增加到 v ；在 Δ t２ 内 ，由 v 增加到 ２ v ．

设该力在 Δ t１ 内 ，冲量大小为 I１ ，所作的功为

A １ ；在 Δ t２ 内 ，冲量大小为 I２ ，所作的功为 A ２ ，

则（D）

（A）A １ ＝ A ２ ，　 I１ ＜ I２
（B）A １ ＝ A ２ ，　 I１ ＞ I２

（C）A １ ＞ A ２ ，　 I１ ＝ I２
（D）A １ ＜ A ２ ，　 I１ ＝ I２
（２）一轻弹簧 ，竖直固定于水平桌面上 ，如图 ４畅１（２） ．

弹簧正上方离桌面高度为 h 的 P点的一小球以初速度 v０
竖直落下 ，小球与弹簧碰撞后又跳回 P点时 ，速度大小仍

为 v０ ，以小球为系统 ，则小球从 P点下落又跳回 P点的整
个运动过程中 ，系统的（A）

（A）动能不守恒 ，动量不守恒

（B）动能守恒 ，动量不守恒

（C）机械能不守恒 ，动量守恒

·５７·



（D）机械能守恒 ，动量守恒

图 ４畅１（３）

（３）质量分别为 m１ 和 m２ 的两个小球 ，

连接在劲度系数为 k的轻弹簧两端 ，并置于光

滑的水平面上 ，如图 ４畅１（３） ．今以等值反向的

水平力 F１ 和 F２ 分别同时作用于两个小球

上 ，若把两个小球和弹簧看作一个系统 ，则系

统在运动过程中（B）

图 ４畅１（４）

（A）动量守恒 ，机械能守恒

（B）动量守恒 ，机械能不守恒

（C）动量不守恒 ，机械能守恒

（D）动量不守恒 ，机械能不守恒 ．

（４）一斜劈置于光滑水平面上 ，如图 ４畅１（４） ．

一小球沿水平方向射来 ，与斜面作完全弹性碰撞

后 ，沿竖直方向弹起 ，若把小球与斜劈看作一个

系统 ，则在碰撞过程中（B）
（A）动量守恒 　 　 　 　 　 　 　 妹（B）沿水平方向动量守恒
（C）沿竖直方向动量守恒 （D）动量是否守恒无法判断
（５）对质点系有以下几种说法 ：

①质点系总动量的改变与内力无关 ；

②质点系总动能的改变与内力无关 ；

③质点系机械能的改变与保守内力无关 ；

④质点系总势能的改变与保守内力无关 ．

在上述说法中（B）
（A）只有 ①是正确的 （B） ①和 ③是正确的

（C） ①和 ④是正确的 （D） ②和 ③是正确的

图 ４畅２（１）

4畅2 　填空题
（１）质量 m ＝ ２畅０ kg的质点 ，受合力 F＝ １２ tiN 的作用 ，沿 Ox 轴作直线运动 ，

如图 ．已知 t ＝ ０时 x０ ＝ ０ ，v０ ＝ ０ ，则从 t ＝ ０到 t ＝ ３ s这段时间内 ，合力 F的冲量
为 I ＝ 皛 峭５４ iN·s ，３s末质点的速度为 v ＝ 皛 峭２７ im／s ．

（２）质量为 m的小球 ，以水平速度 v 与
竖直放置的钢板发生碰撞后 ，以同样大小的

速度反向弹回 ，选如图所示的坐标系 ，则碰

撞过程中 ，钢板受到的冲量为 I ＝ 皛 蔝－ ２ mv i ．

·６７·



图 ４畅２（２） 图 ４畅２（４）

　 　 （３）质量 m ＝ １ kg的质点 ，以速度 v ＝ － ３ sin π
２
ti ＋ ３cos π

２
tj m／s运动 ，该

质点在从 t ＝ ０到 t ＝ ４ s这段时间内所受到的合力的冲量大小为 皛 极０ ，在从 t ＝ １ s到
t ＝ ２ s这一运动过程中 ，动量增量的大小为 皛 絟３ ２N·s ．

（４）质量 m ＝ ５０ kg的物体 ，静止在光滑水平面上 ，今有一水平力 F作用在物
体上 ，力 F的大小随时间变化的规律如图 ．在 t ＝ ６０ s的瞬时 ，物体速度的大小 v
＝ 皛 縉６ m／s ．

图 ４畅２（５）

（５）质量分别为 mA 和 mB 的两个小球 A ，B ，

相距为无限远 ，并处于静止状态 ．若它们仅在万

有引力作用下相互靠近 ，当它们之间的距离为 R

时 ，A 的速度大小 vA ＝
２ G

（mA ＋ mB ）R ，B 的速

图 ４畅３

度大小 v′B ＝ mA
２ G

（mA ＋ mB）R ，彼此相对速度

大小 v r ＝ ２ G（mA ＋ mB）

R ．

4畅3 　如图 ４畅３所示 ，已知绳能承受的最大拉力 T０ ＝

９畅８ N ，小球质量 m ＝ ０畅５ kg ，绳长 l ＝ ０畅３ m ，求水平冲量

I等于多大时才能把绳子拉断（小球原来静止） ？

解 　设小球受到冲量 I 作用后的速度为 v ，根据动量

定理有

I ＝ mv － ０ （１）

　 　设绳张力为 T ，分析小球受力 ，由牛顿定律得

T － mg ＝ m v２
l （２）

　 　解方程 ，同时注意到当 I ＝ I０ 时 ，v ＝ v０ ，T ＝ T０ ，于是

解得
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I ＝ I０ ＝ mv０ ＝ ml（T０ － mg）
＝ ０畅５ × ０畅３ × （９畅８ － ０畅５ × ９畅８）

＝ ０畅８５７ （kg · m · s－１ ）
　 　 I ≥ I０ 时 ，绳子被拉断 ．

4畅4 　一粒子弹水平地穿过并排静止放置在光滑水平面上的木块 ，如图 ４畅４所

示 ．已知两木块的质量分别为 m１ ，m２ ，子弹穿过两木块的时间各为 Δ t１ ，Δ t２ ，设子

弹在木块中所受的阻力为恒力 F ，求子弹穿过后 ，两木块各以多大速度运动 ．

图 ４畅４

解 　子弹穿过第一木块时 ，两木块速度相同 ，均为 v１ ，初始两木块静止 ，由动

量定理 ，于是有

FΔ t１ ＝ （m１ ＋ m２ ） v１ － ０ （１）

　 　设子弹穿过第二木块后 ，第二木块速度变为 v２ ，对第二块木块 ，由动量定理 ，

有

FΔ t２ ＝ m２ v２ － m２ v１ （２）

解以上方程可得

v１ ＝
FΔ t１

m１ ＋ m２
，v２ ＝

FΔ t１
m１ ＋ m２

＋
FΔ t２
m２

　 　 4畅5 　铀 ２３８的核（质量为 ２３８原子质量单位） ，放射一个 α粒子（氦原子核 ，质

量为 ４原子质量单位）后蜕变为钍 ２３４核 ．设铀核原来是静止的 ，α粒子射出时的

速度大小为 １畅４ × １０
７ m／s ，求钍核反冲的速度 ．

解 　钍核和 α粒子组成一系统 ，此系统动量守恒 ，初始此系统动量为零 ，于是

有

mv － MV ＝ ０

　 　钍核反冲速度为

V ＝
m
M v ＝

４
２３４

× １畅４ × １０
７
＝ ２畅４ × １０

５
（m／s）

V 的方向与 α粒子运动的方向相反 ．

4畅6 　 质量为 m 的质点在 Oxy 平面内运动 ，运动学方程为 r ＝ acos ωti ＋
·８７·



bsin ωtj ．
（１）试求质点的动量 ；

（２）试求从 t ＝ ０到 t ＝ ２π
ω
这段时间内质点受到的合力的冲量 ，并说明在上述

时间内 ，质点的动量是否守恒 ？为什么 ？

解 　 （１）由质点运动学方程得质点速度

v ＝
d rd t ＝ － ωasin ωti ＋ ωbcos ωtj

动量为

p ＝ mv ＝ － mωasin ωti ＋ mωbcos ωtj
　 　 （２）根据动量定理 ，合力的冲量为

I ＝ P ２π
ω

－ P（０） ＝ ０

　 　虽然 t ＝ ０和 t ＝ ２π
ω
时质点的动量是一样的 ，但在上述时间内 ，由（１）中动量的

表达式可看出动量是时间的函数并不守恒 ．质点的动量不守恒 ．

4畅7 　质量为 M 的木块静止在光滑的水平桌面上 ，质量为 m ，速度为 v０ 的子
弹水平地射入木块 ，并陷在木块内与木块一起运动 ．求 ：

（１）子弹相对木块静止后 ，木块的速度和动量 ；

（２）子弹相对木块静止后 ，子弹的动量 ；

（３）在这个过程中 ，子弹施于木块的冲量 ．

解 　子弹相对木块静止后 ，其共同速度设为 u ，子弹和木块组成系统动量守

恒 ．

（１）mv０ ＝ （m ＋ M ）u
所以

u ＝
mv０

（m ＋ M ）

PM ＝ Mu ＝
Mm

M ＋ mv０

　 　 （２）子弹的动量 Pm ＝ mu ＝ m２

M ＋ mv０
（３）针对木块 ，由动量定理知 ，子弹施于木块的冲量为

I ＝ PM － ０ ＝
Mm

M ＋ mv０

　 　 4畅8 　质量为 ６０ kg的人以 ８ km／h的速度从后面跳上一辆质量为 ８０ kg ，速度

为 ２畅９ km／h的小车 ，试问小车的速度将变为多大 ？如果人迎面跳上小车 ，结果又

怎样 ？

·９７·



解 　人和车组成的系统沿水平方向受合外力为零 ，动量守恒 ，因而有

m人 v人 ＋ m车 v车 ＝ （m人 ＋ m车 ） v

v ＝
m人 v人 ＋ m车 v车

m人 ＋ m车 ＝
６０ × ８ ＋ ８０ × ２畅９

６０ ＋ ８０
＝ ５畅０９ （km／h）

　 　人迎面跳上小车 ，根据动量守恒

m车 v车 － m人 v人 ＝ （m人 ＋ m车） v′

v′ ＝
m车 v车 － m人 v人

m人 ＋ m车 ＝
８０ × ２畅９ － ６０ × ８

６０ ＋ ８０
＝ － １畅７７ （km／h）

　 　 4畅9 　如图所示的水力采煤法 ，是用水枪在高压下喷出沿水平方向的强力水柱

来冲击煤层的 ．设水柱直径为 ３０ mm ；水速 v ＝ ５６ m／s ，水柱垂直射在煤层表面上 ，

冲击煤层后水沿煤层流去 ，试求水柱对煤层沿水平方向的平均冲力 ．

解 　选坐标系如图 ，根据动量定理 ，煤层对水的冲量

Ix ＝ ０ － mv ＝ － mv

图 ４畅９

　 　因此煤层对水的平均力

Fx ＝
Ix
Δ t ＝

－ π
d
２

２

v Δ tρv
Δ t

＝ －
１
４
π d２ ρv２ ＝ －

１
４

× ３畅１４ × （０畅０３）
２
× １畅０ × ５６

２
× １０００

＝ － ２畅２２ × １０
３
（N）

　 　根据牛顿第三定律 ，水柱对煤层沿水平方向的平均冲力

F′x ＝ － Fx ＝ ２畅２２ × １０
３ N 　 方向沿 X 轴正向 ．

　 　 4畅10 　质量为 M 、长为 L 的木块 ，放在水平地面上 ．今有一质量为 m 的子弹
以水平初速度 v０ 射入木块 ，问 ：

（１）当木块固定在地面上时 ，子弹射入木块的水平距离为 L ／２ ．欲使子弹水平

射穿木块（刚好射穿） ，子弹的速度 v１ 最小将是多少 ？

（２）木块不固定 ，且地面是光滑的 ．当子弹仍以速度 v０ 水平射入木块 ，相对木

块进入的深度（木块对子弹的阻力视为不变）是多少 ？

（３）在（２）中 ，从子弹开始射入到子弹与木块无相对运动时 ，木块移动的距离是
·０８·



多少 ？

解 　 （１）设木块对子弹的阻力为 f ，对子弹在两种情况下应用动能定理有

－ f · L
２

＝ ０ －
１
２
mv２０

－ f L ＝ ０ －
１
２
mv２１

所以 ，子弹的最小速度 v１ 为

v１ ＝ ２ v０ ，　 　 f ＝
m
L v

２
０

　 　 （２）子弹和木块组成的系统动量守恒 ，子弹相对木块静止时 ，其共同速度设为

v′ ，因而有

mv０ ＝ （M ＋ m）v′
　 　设子弹相对木块进入的深度为 s１ ，子弹和木块系统动能的消耗量值上应为一

对摩擦力所做的功 ，因而

－ fs１ ＝
１
２
（M ＋ m） v′２ －

１
２
mv２０

s１ ＝
m

２（m ＋ M ）
L ，　 　 v′ ＝

m
M ＋ mv０

图 ４畅１１

　 　 （３）对木块由动能定理

fs２ ＝
１
２
M v′２ － ０

　 　木块移动的距离为

s２ ＝
mM

２（m ＋ M ）
２ L

　 　 4畅11 　一质量为 ２００ g 的砝码盘悬挂在劲度系数 k ＝ １９６ N／m 的弹簧下 ，现

有质量为 １００ g的砝码自 ３０ cm高处落入盘中 ，求盘向下移动的最大距离（假设砝

码与盘的碰撞是完全非弹性碰撞） ．

解 　此题分为三个阶段

第一阶段 ：砝码落入盘中以前 ，由机械能守

恒有

m１ gh ＝
１
２
m１ v２１ （１）

　 　第二阶段 ：砝码与盘碰撞 ，因为完全非弹性

碰撞 ，其共同速度设为 v２ ，在垂直方向 ，砝码和

盘组成系统之碰撞内力远大于重力 、弹簧的弹

性力 ，可认为在垂直方向动量守恒 ，因而有

m１ v１ ＝ （m１ ＋ m２ ）v２ （２）

·１８·



　 　第三阶段 ：砝码和盘向下移动过程中机械能守恒 ，注意到弹性势能零点是选在

弹簧的原长处

１
２
kl２１ ＋

１
２
（m１ ＋ m２ ） v２２ ＝

１
２
k（ l１ ＋ l２ ）２ － （m１ ＋ m２ ）gl２ （３）

m２ g ＝ kl１
解以上方程可得

９８ l２２ － ０畅９８ l２ － ０畅０９６ ＝ ０

向下移动的最大距离为

l２ ＝ ０畅０３７ m

图 ４畅１２

　 　 4畅12 　 跳伞员的质量 m ＝ ７０ kg ，自悬停在高

空的直升飞机中跳出 ，当速度达到 v１ ＝ ５５ m／s时 ，

把伞打开 ，经过时间 Δ t ＝ １畅２５ s后 ，速度减到 v２
＝ ５ m／s ．试求这段时间内绳索作用于人的平均拉
力 ．

解 　设作用于人的平均力为 T ，在 Δ t时间段
内 ，由动量定理

（mg － T）Δ t ＝ mv２ － mv１

T ＝
m
Δ t（ v１ － v２ ） ＋ mg

＝
７０
１畅２５

（５５ － ５） ＋ ７０ × ９畅８ ＝ ３４８６ N

图 ４畅１３（a）

　 　 4畅13 　 一条水管道 ，有一个 ４５°的缩小弯头 ，

其进口直径 d１ ＝ ４５ cm ，出口直径 d２ ＝ ２５ cm ，水

的体积流量 Q ＝ ０畅２８ m３
／s ，如图 ４畅１３（a） ．试求流

体作用于管壁的附加动压力 ．

解 　设水进口 、出口速度分别为 v１ 、v２ ，因此
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Q ＝
d１
２

２

π v１ ＝
d２
２

２

π v２

图 ４畅１３（b）

所以

v１ ＝
４ Q
d２１π ，　 　 v２ ＝

４ Q
d２２π

　 　设质量为 Δ m 的水所受的管壁的平均压力为
F ，由动量定理

F· Δ t ＝ Δ mv２ － Δ mv １

建立如图 ４畅１３（b）所示的坐标 ，管壁受到的附加压力沿 x 、y 方向分量分别为 Fx 、
Fy ．因此 ，

Fx · Δ t ＝ Δ mv２cos４５° － Δ mv１

Fx ＝
Δ m
Δ t （ v２cos４５° － v１ ） ＝ ρQ ４ Q

d２２ πcos４５° －
４ Q
d２１π ＝ ６３８ N

Fy · Δ t ＝ Δ mv２sin４５°
Fy ＝

Δ m
Δ t v２sin４５° ＝ ρQ ４ Q

d２２π ＝ １１３０ N
　 　 4畅14 　一行李质量为 m ，垂直地轻放在传送带上 ，传送带的速率为 v ，它与行

李间的摩擦因数为 μ ，

试计算 ：（１）行李在传送带上滑动多长时间 ？ （２）行李在这段时间内运动多远 ？

（３）有多少能量被摩擦所耗费 ？

解 　 （１）设行李滑动时间为 t ，行李滑动中受到的滑动摩擦力为 μmg ，根据动

量定理有

μmgt ＝ mv － ０

t ＝ v ／μg
　 　 （２）设行李在时间 t内运动长度为 x ，对行李根据动能定理有

μmgx ＝
１
２
mv２ － ０

x ＝ v２ ／２ μg
　 　 （３）被摩擦消耗的能量量值上等于一对摩擦力所作的功 ，设 x′为时间 t 内传
送带移动的距离 ，故有

Δ E ＝ μmgx － μmgx′ ＝ μmg（ x － x′）

＝ μmg v２
２ μg － v t ＝ μmg v２

２ μg － v v
μg

＝ －
１
２
mv２

·３８·



图 ４畅１４

　 　 4畅15 　体重为 P的人拿着重为 p 的物体跳远 ，起跳仰角为 φ ，初速度为 v０ ．到

达最高点时 ，该人将手中的物体以水平向后的相对速度 u 抛出 ，问跳远成绩因此

增加多少 ？

解 　人和物体组成系统在最高点抛出物体前后沿水平方向动量守恒 ，注意到

对地面这个惯性参考系

（m ＋ m′） v０cos φ ＝ mv ＋ m′（ v － u）

v ＝ v０cos φ ＋
m′

m ＋ m′u

从最高点到落地人作平抛运动所需时间 t ＝ v０sin φ
g ．

跳远距离增加为

Δ s ＝ v０cos φ ＋
m′

m ＋ m′u t － v０cos φt
＝

m′
m ＋ m′ut ＝

p
P ＋ pu

v０sin φ
g

图 ４畅１６

　 　 4畅16 　 一绳跨过一定滑轮 ，两端分别拴有质量为 m 及 M 的物体 ，如图 ４畅１６

所示 ，M 静止在桌面上（M ＞ m ） ．抬高 m ，使绳处于松弛

状态 ．当 m 自由落下 h 距离后 ，绳才被拉紧 ，求此时两物

体的速度及 M 所能上升的最大高度（提示 ：分三阶段考

虑） ．

解 　分三个阶段

m自由下落 　 　 mgh ＝
１
２
mv２ （１）

　 　 m 、M 相互作用（通过绳） ，在此阶段 ，绳中张力 T 比
物体所受重力大得多 ，此时可忽略重力 ，由动量定理
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对 m 有 　 　 －∫
Δ t

０
Td t ＝ mV － mv （２）

对 M 有 　 　∫
Δ t

０
Td t ＝ MV － ０ （３）

　 　 m 下降 ，M 上升过程机械能守恒

mgH － MgH ＝ ０ －
１
２
（M ＋ m）V ２

（４）

解以上方程可得

V ＝
m

m ＋ M ２ gh ，　 　 H ＝
m２ h

M２
－ m２

　 　 4畅17 　一木块质量 M ＝ １ kg ，置于水平面上 ，一质量 m ＝ ２ g的子弹以５００ m／s
的速度水平击穿木块 ，速度减为 １００ m／s ，木块沿水平方向滑行了 ２０ cm ，求 ：

（１）木块与水平面间的摩擦因数 ；

（２）子弹的动能减少了多少 ．

解 　子弹与木块的作用力远大于桌面的摩擦力 ，它们组成的系统沿水平方向

动量守恒

mv１ ＝ mv２ ＋ Mu
　 　对木块 ，摩擦力作功 ，木块动能减小 ，由动能定理有

－ μmgs ＝ ０ －
１
２
Mu２

解得（１）

μ ＝
m２

（v１ － v２ ）２
２Mgs ＝

（２ × １０
－３
）
２
× （５００ － １００）

２

２ × １ × ９畅８ × ０畅２
＝ ０畅１６

　 　 （２）子弹的动能减少了

Ek
１
－ Ek

２
＝

１
２
m（ v２１ － v２２ ） ＝

１
２

× ２ × １０
－３
（５００

２
－ １００

２
） ＝ ２４０ （J）

　 　 4畅18 　一质量 M ＝ １０ kg 的物体放在光滑的水平桌面上 ，并与一水平轻弹簧

相连 ，弹簧的劲度系数 k ＝ １０００ N ／m ．今有一质量 m ＝ １ kg的小球以水平速度 v０
＝ ４ m／s飞来 ，与物体 M 相撞后以 v１ ＝ ２ m／s的速度弹回 ，试问 ：

（１）弹簧被压缩的长度为多少 ？

（２）小球 m和物体 M 的碰撞是完全弹性碰撞吗 ？

（３）如果小球上涂有黏性物质 ，相撞后可与 M 粘在一起 ，则（１） ，（２）所问的结

果又如何 ？

解 　碰撞过程物体 、弹簧 、小球组成系统的动量守恒

mv０ ＝ － mv１ ＋ Mu

u ＝
m（v０ ＋ v１ ）

M ＝
１ × （４ ＋ ２）

１０
＝ ０畅６ （m／s）
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　 　小球与弹簧碰撞 ，弹簧被压缩 ，对物体 M 有作用力 ，对物体 M ，由动能定理 ．

（１） －
１
２
kx２ ＝ ０ －

１
２
Mu２

弹簧被压缩的长度

x ＝
M
k u ＝

１０
１０００

× ０畅６ ＝ ０畅０６ m
　 　 （２）Δ Ek 腚＝

１
２
Mu２ ＋ １

２
mv２１ －

１
２
mv２０

＝
１
２
× １０ × （０畅６）

２
＋

１
２
× １ × ２

２
－
１
２
× １ × ４

２

＝ － ４畅２ （J）
碰撞中动能有损失 ，说明是非完全弹性碰撞 ．

（３）小球与物体 M 碰撞后粘在一起 ，设其共同速度为 u′ ，根据动量守恒及动

能定理

mv０ ＝ （M ＋ m）u′

－
１
２
k x′２ ＝ ０ －

１
２
（M ＋ m） u′２

此时弹簧被压缩的长度

x′ ＝
mv０

k（M ＋ m）
＝

１ × ４

１０００（１０ ＋ １）
＝ ０畅０４ （m）

　 　碰撞后 ，两物体粘在一起 ，这种碰撞为完全非弹性碰撞 ．

4畅19 　装有一光滑斜面的小车 ，原来处于静止状态 ，小车质量为 M ，斜面倾

角为 α ．现有一质量为 m 的滑块沿斜面滑下 ，滑块的起始高度为 h ，如图所示 ．当

滑块到达斜面底部时 ，试问 ：

图 ４畅１９

（１）小车移动的距离为多少 ？

（２）小车的速度多大（假定小车与地面之间

的摩擦可略去不计） ？

解 　 （１）设滑块沿斜面相对于小车的速度

为 v r ，在相对于地面这个惯性系中 m 与 M 组
成系统水平方向动量守恒

m（u － v rcosα） ＋ Mu ＝ ０

u ＝
mcosα
m ＋ Mv r

　 　小车移动的距离为

L ＝∫
Δ t

０
ud t ＝ mcosα

m ＋ M∫
Δ t

０
v rd t

·６８·



＝
mcosα
m ＋ M

hsin α
＝

m
m ＋ Mhcot α

　 　 （２）系统的机械能守恒

mgh ＝
１
２
m（u － v rcosα）２ ＋

１
２
m（ v rsin α）２ ＋

１
２
Mu２

小车的速度

u ＝ mcosα ２ gh
（m ＋ M ）（M ＋ msin２ α）

　 　 4畅20 　 一个质量为 M 的榴弹炮 ，装在轴部光滑的小车上 ，如图所示 ．榴弹炮

在发射质量为 m 、相对炮口速度为 vm 的炮弹时 ，它静止在船的水平甲板上 ．试求

（１）发射后炮弹相对于船的速度 v ；（２）发射后榴弹炮相对于船的速度 V ．当 M ＝

１００ m 、vm ＝ １００ m／s时 ，求 ：（３） v 和 V ．

图 ４畅２０

解 　取榴弹炮和炮弹作为研究系统 ，它们

在水平方向不受外力 ，因此动量守恒 ，相对于

船这一惯性系有

m（ vm － V ） － （M － m）V ＝ ０

因而

V ＝
m
M vm

因此 ，（１）发射后炮弹相对于船的速度

v ＝ vm － V ＝
M － m
M vm

　 　 （２）榴弹炮相对船的速度 V ＝
m
M vm

（３）当 M ＝ １００ m时
v ＝

M － m
M vm ＝ ０畅９９ v m

V ＝
m
M vm ＝ ０畅０１ vm

　 　 4畅21 　速度为 v 的水流沿两平面间流去 ，遇到一平面挡板后分为左右两路支

流 ，支流速率仍为 v ，如图 ４畅２１（a） ．设挡板表面是光滑的 ，水从两平面间流出的总

流量（单位时间流过横截面的水的质量）q ＝ dmd t ，水流速度与挡板法线的夹角为 θ ．

试求水流对挡板的作用力及左右两支流各自的流量 ．

解 　取坐标系如图 ４畅２１（b） ．设 Δ t内有 Δ m 的水冲击在挡板上 ，挡板对 Δ m
·７８·



的作用力为 F ，方向垂直挡板向上 ，有

－ FΔ t ＝ ０ － Δ mvcosθ
F ＝

Δ m
Δ t vcosθ ＝ qvcosθ

　 　水流对挡板作用力 F′＝ qvcosθ ，F′方向垂直挡板向下 ．

设 Δ t内左右两分支流过横截面的水的质量分别为 Δ ml 、Δ mr ，因水流在水平

方向不受外力作用 ，故分动量守恒 ，有

－ Δ mlv ＋ Δ mrv ＝ Δ mvsinθ
Δ mr － Δ ml ＝ Δ msinθ ＝ qΔ tsinθ

又因

Δ mr ＋ Δ ml ＝ Δ m ＝ qΔ t
故有

qr ＝
Δ mr
Δ t ＝

１
２
q（１ ＋ sinθ）

ql ＝ Δ ml
Δ t ＝

１
２
q（１ － sinθ）

图 ４畅２１

　 　 4畅22 　一根质量为 M 、长度为 L 的链条 、被竖直地悬挂起来 ，其最低端刚好

与秤盘接触 ．今将链条释放并让它落到秤盘上 ，如图所示 ．当链条下落的长度为 x
时 ，试求秤的读数是多少 ？

解 　秤的读数反映了链条对秤盘的作用力的大小 ，数值上也等于秤盘对链条

作用力的大小 ．该力由两部分组成 ，第一部分为已落入盘中的链条所受的力 F１ ，其

数值等于其重力 ，取竖直向上为坐标轴正向 ．

F１ ＝ m′g ＝
M
L xg

　 　第二部分为正要落入盘中的部分作用力 F２ ，设其质量为 Δ m′ ，根据动量定

·８８·



图 ４畅２２

理 ，此时忽略其重力 ，有

F２ ＝
０ － （－ Δ m′v ）

Δ t ＝
dm′d t v

其中 dm′＝ M
L d x ＝ M

L vd t ，v ＝ ２ gx

F２ ＝
M
L v

２
＝

２Mgx
L

F ＝ F１ ＋ F２ ＝
M
L xg ＋ ２

M
L xg ＝ ３

Mgx
L

　 　链条对秤盘的作用力 F′ ＝ － F ＝ － ３
Mgx
L ，负号表

示 F′与 F方向相反 ，即 F′方向向下 ．

4畅23 　将一空盒放在台秤盘上 ，并将台秤的读数调

节器调节到零 ，然后从高出盒底 h处将石子以每秒 μ个的速率注入盒中 ，每石子

具有质量 m ．假设石子与盒的碰撞是完全非弹性的 ，试求石子开始装入盒后 t 秒
时台秤的读数 ．

解 　秤盘对石子的作用力由两部分组成 ，一部分为已落入盘中的石子对盘的

作用力 F１ ，另一部分为 d t时间内落入盘中部分 dm 对盘的作用力 F２
F１ ＝ μtmg

F２ ＝
０ － （－ dmv ）d t ＝

dmd t v ＝ μmv ＝ μm ２ gh

F ＝ F１ ＋ F２ ＝ μtmg ＋ μm ２ gh
石子对秤盘的作用力即台秤的读数为

F′ ＝ μtmg ＋ μm ２ gh
　 　 4畅24 　两质点 P与 Q 最初相距 １畅０ m ，都处于静止状态 ，P的质量为 ０畅１ kg ，

而 Q的质量为 ０畅３ kg ，P与 Q以 １畅０ × １０
－ ２ N的恒力相互吸引 ．

（１）假设没有外力作用在该系统上 ，试描述系统质心的运动 ；

（２）在距离质点 P的初位置多远处 ，两质点将相互碰撞 ？

解 　 （１）对 P ，Q 组成的系统应用质心运动定理

F外 ＝
d Pcd t 并考虑

F外 ＝ ０ ，可得 Pc（ t） ＝ 常量

又因 Pc（０）＝ ０ ，故 Pc（ t） ＝ ０ ，即质心静止不动 ．

（２）由于质心不动 ，故 P 、Q 在质心处相碰

xc ＝
mP × ０ ＋ mQ × xQ

mP ＋ mQ
＝

０畅３ × １畅０
０畅１ ＋ ０畅３

＝ ０畅７５ （m）

·９８·



图 ４畅２４

　 　在离质点 P的位置 ０畅７５ m处 ，两质点相互碰撞 ．

4畅25 　长为 ６３ cm 的均匀细棒弯成直角形状 ，一段长为 ３６ cm ，另一段长为

２７ cm ，如图所示 ．试求它的质心位置 ．

图 ４畅２５

解 　建立如图 ４畅２５所示的坐标 ，质心的坐标为

xc ＝
∫

３６

０
xdm ＋ ３６ ×

１
６３

M × ２７

M

＝
∫

３６

０

１
６３

Mxd x ＋ ３６ × ２７ ×
１
６３

M
M ＝ ２５畅７ cm

yc ＝
∫

２７

０
ydm
M ＝

∫
２７

０

１
６３

Mydm
M ＝ ５畅８ cm

　 　 4畅26 　运载火箭的最后一级以 v０ ＝ ７６００ m／s的速率飞行 ．这一级由一个质量

为 m１ ＝ ２９０畅０ kg的火箭壳和一个质量为 m２ ＝ １５０畅０ kg的仪器舱扣在一起 ．当扣

松开后 ，二者间的压缩弹簧使二者分离 ．这时二者的相对速度为 u ＝ ９１０畅０ m／s ．设
所有速度都在同一直线上 ，试求两部分分开后各自的速度 ．

解 　取竖直向上为坐标正方向 ，设分离后 ，火箭壳的速度为 v１ ，则仪器舱的速

度为 v２ ＝ v１ ＋ u ，火箭壳和仪器舱组成的系统其内力远大于重力 ，因此其动量守

恒

（m１ ＋ m２ ） v０ ＝ m１ v１ ＋ m２ （ v１ ＋ u）
　 　解得火箭壳的速度

v１ ＝
（m１ ＋ m２ ） v０ － m２ u

m１ ＋ m２
＝

（２９０ ＋ １５０） × ７６００ － １５０ × ９１０
２９０ ＋ １５０

＝ ７２９０ m／s
　 　仪器舱的速度

v２ ＝ v１ ＋ u ＝ ８２００ m／s

·０９·



第 5章 　刚体运动学

一 、基本内容和主要公式

1 ．刚体和刚体的自由度

　 　刚体 ：在力作用下 ，大小和形状都保持不变的物体 ．

刚体的自由度 ：确定刚体位置所需的独立坐标数 ．自由刚体有 ６个自由度 ，这

是刚体的最大自由度数 ，作平动运动的刚体有 ３个自由度 ，绕定轴转动的刚体仅有

１个自由度 ．

2 ．刚体的平动及运动特点

在刚体运动中 ，联接刚体内任意两点的直线在空间的指向总是保持平行 ，这样

的运动称作平动 ．在平动运动中 ，刚体上所有质点在相等时间内有相等的位移 ，同

一时刻有相等的速度和相等的加速度 ．

3 ．刚体的定轴转动及运动特点

如果刚体上各点都绕某一固定直线作圆周运动 ，则称刚体绕定轴转动 ，固定直

线称作转轴 ．在定轴转动中 ，刚体上所有质点在相等时间内转过相同的角度 ，同一

时刻具有相等的角速度和角加速度 ．

刚体绕定轴转动的运动学方程 ：

θ ＝ f （ t）
　 　刚体绕定轴转动的角速度 ：

ω ＝
dθd t

　 　刚体绕定轴转动的角加速度 ：

β ＝
d ωd t ＝

d２ θ
d t２

　 　匀加速转动 ：

ω ＝ ω０ ＋ βt

θ ＝ ω０ t ＋ １
２
βt２

ω
２
－ ω

２
０ ＝ ２ βθ

·１９·



4 ．绕定轴转动刚体上各点的速度和加速度

刚体上与转轴相距为 r的 M 点的速度和加速度为
v ＝ rωτ
a ＝ aττ ＋ ann ＝ rβτ ＋ rω２ n

图 ５畅 Ⅰ 图 ５畅 Ⅱ

5 ．角速度和角加速度矢量

若刚体绕 z 轴转动 ，则刚体的角速度 、角加速度矢量可写成

ω ＝ ωk ，　 β ＝ βk
　 　刚体上 P点的速度和加速度为

v ＝ ω × r
a ＝ aτ ＋ an ＝ β × r ＋ ω × v

式中 r为坐标原点到 P点的矢径 ．

二 、典型例题

5唱1 　一大型回转类“观览圆盘”如图 ５唱１所示 ．圆盘的半径 R ＝ ２５ m ，供人乘

坐的吊箱高度 L ＝ ２ m ．若大圆盘绕水平轴均速转动 ，转速为 ０畅１ r／min ．试求 ：吊箱

底部 A 点的轨迹及 A 点的速度和加速度的大小 ．

解 　建立如图 ５唱１所示的坐标系 ，设 t ＝ ０时 ，OB与 x 轴的夹角为 θ０ ，则 t时
刻OB与 x 轴的夹角为 ωt ＋ θ０ ，其中 ω等于

ω ＝
２π
T ＝

２π
１０ × ６０

＝
π

３００

由图示的几何关系有

xA ＝ xB ＝ Rcos（ ωt ＋ θ０ ）

yA ＝ yB － L ＝ Rsin（ ωt ＋ θ０ ） － L
所以 ，A 点的轨迹为

·２９·



图 ５唱１

x２A ＋ （yA ＋ L ）２ ＝ R２

即 A 点的轨迹为半径是 R 的圆 ，圆心在（０ ，－ L ）处 ．

A 点的速度为

vA x ＝
d xAd t ＝ － Rωsin（ ωt ＋ θ０ ）

vAy ＝
d yAd t ＝ Rωcos（ ωt ＋ θ０ ）

其大小为

vA ＝ v２A x ＋ v２A y ＝ Rω ＝
２５π
３００

＝ ０畅２６ （m／s）
A 点的加速度为

aA x ＝
d vA xd t ＝ － Rω２cos（ ωt ＋ θ０ ）

aAy ＝
d vAyd t ＝ － Rω２cos（ ωt ＋ θ０ ）

其大小为

aA ＝ a２A x ＋ a２A y ＝ Rω２ ＝
２５π

２

３００
２ ＝ ２畅７ × １０

－３
（m／s２ ）

说明 　这是一个涉及平动和定轴转动的题目 ．大轮盘作匀角速度转动 ，吊箱作平动

运动 ．平动物体上每一点的速度和加速度都是相同的 ，因而选择 B点（该点即在大

轮盘上 ，也在吊箱上） ，可方便地求出 A 点的速度和加速度的大小 ，即 vA ＝ vB ＝
·３９·



Rω ，aA ＝ aB ＝ Rω２ ．

5唱2 　一飞轮绕定轴转动 ，其角坐标与时间的关系为

θ ＝ a ＋ bt ＋ ct３

式中 ，a 、b 、c均为常量 ．试求（１）飞轮的角速度和角加速度 ；（２）距转轴 r 处的质点
的切向加速度和法向加速度 ．

解 　由角速度的定义 ，有

ω ＝
dθd t ＝ b ＋ ３ ct２

由角加速度的定义 ，有

β ＝
d ωd t ＝ ６ ct

距转轴 r处的质点的切向加速度为
aτ ＝ rβ ＝ ６ crt

法向加速度为

an ＝ rω２ ＝ r（b ＋ ３ ct２ ）２

说明 　本题属于定轴转动刚体运动学第一类问题 ，即知道刚体的运动方程 ，通过微

分可求刚体的转动角速度和角加速度 ．

5唱3 　一滑轮绕定轴转动 ，其角加速度随时间变化的关系为

β ＝ ２ at － ４ bt３

式中 ，a 、b均为常量 ，设 t ＝ ０时 ，滑轮的角速度和角坐标分别为 ω０ 和 θ０ ，试求滑

轮在 t时刻的角速度和角坐标 ．

解 　由角加速度的定义 ，有

d ω ＝ βd t ＝ （２ at － ４ bt３ ）d t
对上式两边积分 ，同时注意到 t ＝ ０时 ，ω ＝ ω０ ，有

∫
ω

ω
０

d ω ＝ ∫
t

０
（２ at － ４ bt３ ）d t

ω － ω０ ＝ at２ － bt４

即 t时刻滑轮的角速度为
ω ＝ ω０ ＋ at２ － bt４

由角速度的定义 ，有

dθ ＝ ωd t ＝ （ ω０ ＋ at２ － bt４ ）d t
两边积分 ，有

∫
θ

θ
０

dθ ＝ ∫
t

０
（ ω０ ＋ at２ － bt４ ）d t

·４９·



θ － θ０ ＝ ω０ t ＋ １
３
at３ －

１
５
bt５

即 t时刻滑轮的角坐标为

θ ＝ θ０ ＋ ω０ t ＋ １
３
at３ －

１
５
bt５

说明 　本题属于定轴转动刚体运动学第二类问题 ，即知道角加速度和初始条件 ，通

过积分可求刚体在任意时刻的角速度和角坐标（即运动方程） ．

5唱4 　一刚体以每分钟 ６０转 ，绕 Z轴的正方向做匀速转动 ．设刚体上一点 P
的位置矢量为

r ＝ ０畅３ i ＋ ０畅４ j ＋ ０畅９ k 　 m
试求 P点的速度和加速度 ．

解 　依题意 ，该刚体的角速度矢量为

ω ＝ ２π k
由定轴转动刚体上一点的速度和加速度公式 ，有

v ＝ ω × r ＝ ２π k × （０畅３ i ＋ ０畅４ j ＋ ０畅９ k）
＝ － ０畅８π i ＋ ０畅６π j 　 （m／s）

a ＝ β × r ＋ ω × v
因刚体作匀速转动 ，β ＝ ０代入上式 ，有

a ＝ ２π k × （－ ０畅８π i ＋ ０畅６π j）
＝ － （１畅２ i ＋ １畅６ j）π２

说明 　由于是匀速转动 β ＝ ０ ，所以 aτ ＝ ０ ，a ＝ an ，因而 a与v 垂直 ，进而应有

a· v ＝ ０ ．

三 、习题详解

5畅1 　选择题
　 　 （１）下列说法中哪一个或哪一些是正确的（C）

（A）某瞬时平动刚体上各点速度大小相等 ，但方向可以不同

（B）平动刚体上各点的轨迹一定是直线
（C）平动刚体上各点的轨迹可以是曲线
（２）一刚体以每分钟 ６０转绕 Z轴正方向做匀速转动 ．设这时该刚体上一点 P

的位矢为 r ＝ ３ i ＋ ４ j ＋ ５ k ，其单位为 １０
－ ２ m ，若以 １０

－ ２ ms － １为速度单位 ，则该时

刻 P点的速度为（B）
（A） v ＝ ９４畅２ i ＋ １２５畅６ j ＋ １５４畅０ k 　 　 　 　 　 崓（B）v ＝ － ２５畅１ i ＋ １８畅８ j
（C） v ＝ １５畅１ i ＋ １８畅８ j （D） v ＝ ３１畅４ k
5畅2 　填空题
（１）已知一刚体绕定轴转动的运动方程为 φ ＝ １０ ＋ ８ t － ５ t２ （SI） ，则 t ＝ ０畅２ s

·５９·



时 ，刚体的角速度为 皛 � ６ rad·s － １
，角加速度为 皛 � － １０ rad·s － ２

；对离转轴距离 r ＝ ０畅５ m
的质点来说 ，t ＝ ０畅２ s时 ，它的速度大小为 皛 睹３ m·s － １

；加速度大小为 皛 睹１８畅７ m·s － ２
．

（２）已知一飞轮从静止开始做匀变速定轴转动 ，在 １０ min内转过 １２００圈 ，则

它在 １０ min末时的角速度为 皛 � ２５畅１３ rad·s － １
；第二个 １０ min 内它转过的圈数为

皛 俯３６００圈 ．

图 ５畅２（４）

（３）一个质点从静止开始以匀角加速度 β沿

半径为 R的圆周运动 ，如果在某时刻 ，此质点的加

速度 a与切向加速度 aτ 成 ４５°角 ，则此时刻质点

已转过的角度为 皛 �1０畅５ rad ．

（４）摩擦轮传动系统 ，如图 ５畅２（４）所示 ．已知

主动轮 Ⅰ每分钟转 n 圈 ，它与从动轮 Ⅱ的接触点

A 沿箭头所示方向按规律 d ＝ a － bt 而变化 ．轮

Ⅰ半径 r ，轮 Ⅱ半径 R（长度单位 cm） ，则以 d 的

函数表示的轮 Ⅱ的角速度为 nrπ
３０（a － bt） ，角加速度

为 皛 浚nrbπ
３０（a － bt）２ ．当轮 Ⅰ 移动到 d ＝ r 时 ，轮 Ⅱ 边沿上一点的加速度大小为

皛 垒nπ R
３０

b２
r２ ＋

n２π２
９００

．（a ，b为常量）

5畅3 　在图 ５畅３所示的四连杆机构中 ，O１ A ＝ O２ B ＝ l ，AB ＝ O１ O２ ，两杆各自

可绕通过 O１ 、O２ 并与纸面垂直的轴转动 ．已知连杆 O１ A 转动时 ，角 φ ＝ ωt ，ω 为
一常量 ．又 AM ＝ l１ ，试求连杆 AB上的 A 点及任意点 M 的轨迹方程及 A 点的速
度和加速度 ．

图 ５畅３

解 　已知杆 AB上的 A 点绕 O１ 点作匀速率转动 ，角速度为 ω ．在直角坐标系

O１ xy中 ，t时刻的位矢为

·６９·



rA ＝ xA i ＋ yA j ＝ lcos ωti ＋ lsin ωtj
所以 ，A 点的速度和加速度为

vA ＝
d rAd t ＝ － lωsin ωti ＋ lωcos ωtj

aA ＝
d vAd t ＝ － lω２cos ωti － lω２sin ωtj

由于 t时刻 A 点的坐标为 xA ＝ lcos ωt ，yA ＝ lsin ωt因而 A 点的轨迹方程为
x２A ＋ y２A ＝ l２

即 A 点的轨迹是以 O１ 为圆心 ，半径为 l的圆 ．

由于 AB杆的运动为平动 ，t时刻 ，AB杆上的 M 点的坐标为
xM ＝ lcos ωt ＋ l１ ，　 　 yM ＝ lsin ωt

所以 ，M 点的轨迹方程为
（ xM － l１ ）２ ＋ y２M ＝ l２

　 　即 M 点的轨迹是以（ l１ ，０）点为圆心 ，半径为 l的圆 ．从此题可以看出 ，平动刚

体上各点的轨迹相同 ．

5畅4 　一直径为 １８ cm 的转轮 ，轮缘上有一颗小螺丝钉 ．（１）当该轮以 ２０００ r／
min的角速度转动时 ，求螺丝钉的速率和法向加速度 ；（２）若该轮的转速由 ２０００ r／
min均匀地增加到 ４０００ r／min ，其间共经历 ５ min ，试求该轮角加速度及螺丝钉的

切向加速度和加速度的大小 ．

解 　 （１）转轮的角速度为

ω１ ＝
２π n１
６０

＝
２０００π
３０

≈ ２０９畅４ （rad／s）
　 　螺丝钉为转轮轮缘上一点 ，其速率和法向加速度为

v１ ＝ Rω１ ＝ ０畅０９ × ２０９畅４ ≈ １８畅８５ （m／s）
an１ ＝ Rω２１ ≈ ３９４６畅４ m／s

　 　 （２）因为转轮的运动是匀变速转动 ，因而其角加速度为

β ＝
ω２ － ω１

Δ t ＝
２π（n２ － n１ ）

６０Δ t

＝
π
３０

４０００ － ２０００
５ × ６０

≈ ０畅６９８ （rad／s２ ）
　 　螺丝钉在末时刻的切向加速度和加速度的大小为

aτ ＝ Rβ ＝ ６畅２８ × １０
－２ m／s２

a ＝ a２n ＋ a２τ ＝ R ω
４
２ ＋ β

２
＝ １畅５７９ × １０

４ m／s２
　 　 5畅5 　飞轮从静止开始作匀加速转动 ，在最初 ２ min内转了 ３６００转 ，求飞轮的

角加速度和第 ２５ s末的角速度 ．
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解 　因为飞轮作匀加速转动 ，所以

θ ＝
１
２
βt２ ，　 ω ＝ βt

　 　因而 ，飞轮的角加速度为

β ＝
２θ

t２ ＝
２ × ２π × ３６００

（２ × ６０）
２ ＝ π rad／s２

　 　第 ２５ s末的角速度为
ω ＝ ２５π ＝ ７８畅５４ rad／s

　 　 5畅6 　如图 ５畅６所示 ，发电机的皮带轮 A 被汽轮机的皮带轮 B带动 ，A 轮和 B
轮的半径分别为 r１ ＝ ３０ cm ，r２ ＝ ７５ cm ．已知汽轮机在启动后以匀角加速度 ０畅８π

rad／s２ 转动 ，两轮与皮带间均无滑动 ．（１）经过多少时间后发电机的转速为 ６００ r／
min ？ （２）当汽轮机停止工作后 ，发电机在 １ min内由 ６００ r／min减到 ３００ r／min ，设

减速过程是均匀的 ，求角加速度及在这 １ min内转过的圈数 ．

图 ５畅６

解 　 （１）因两轮与皮带之间无相对滑动 ，两轮缘的切向加速度大小相等 ，因而

A 轮的角加速度为

β１ ＝
r２
r１ β２ ＝

７５
３０

× ０畅８π ＝ ２π （rad／s２ ）
由于是匀加速转动 ，所以 ω１ ＝ β１ t ，因而

t ＝ ω１

β１
＝

２π × ６００
６０ × ２π

＝ １０ （s）
即需要 １０ s时间 ．

（２）由于是匀减速转动 ，所以 A 轮的角加速度为

β ＝
ω２ － ω１

Δ t ＝
２π（n２ － n１ ）

６０Δ t ＝
２π（３００ － ６００）

６０ × ６０
＝ － ０畅５２ （rad／s２ ）

在 １ min内转过的圈数为
Δ φ ＝ ω１ t ＋ １

２
βt２ ＝

２π × ６００
６０

× ６０ －
１
２

× ０畅５２ × ６０
２

＝ ２８３３畅９ （rad） ＝ ４５１ r
·８９·



　 　 5畅7 　有一刚体绕固定轴转动 ．在垂直于轴的平面上有任意两点 A 和 B ，它们

的速度分别为 vA 和 vB ．证明 vA 和 vB 在 AB连线上的分量相等 ，并说明其物理意

义 ．

证 　在刚体上任取两点 A 和 B ，设 t时刻 A 、B两点的速度和位矢分别为vA ，

vB 和 rA ，rB ，刚体绕定轴 O转动的角速度为 ω ，AB连线到转轴 O 的距离为 d ，AB
矢量的方向用单位矢量 q表示 ，如图 ５畅７所示 ．

图 ５畅７

A 和 B两点的速度vA 和vB 在 AB连线上的投影分别可表示为
vAq ＝ vA · q ＝ vA cosα
vBq ＝ vB · q ＝ vBcosβ

　 　因为 vA ＝ rA ω ，vB ＝ rBω ，cos α ＝ d
rA ，cosβ ＝ d

rB ，所以

vAq ＝ dω ＝ vBq
即 vA 和vB 在 AB连线上的分量相等 ．

因为 A 、B是刚体上的两点 ，间距不变 ，因而在 AB连线上 ，A 、B两点的相对
速度应为零 ．

5畅8 　试求地球赤道上一点在地球自转中的向心加速度与地球绕太阳运动时
的向心加速度大小之比 ．假定地球绕太阳运动的轨道是圆形的 ．地球半径为 ６３７０

km ，地心到太阳的距离为 １畅４９ × １０
８ km ．

解 　 设 R１ 和 R２ 分别为地球半径和地球绕太阳运动的轨道半径 ，T１ 和 T２

分别为地球的自转周期和公转周期 ，则
an

１

an
２

＝
R１ ω

２
１

R２ ω
２
２

＝
R１ T２

２

R２ T２
１

＝
R１

R２

T２

T１

２

＝
６３７０

１畅４９ × １０
８ × ３６５

２
＝ ５畅７
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　 　 5畅9 　一物体绕定轴从静止开始转动 ，角加速度恒定 ．

（１）试证明物体中任一点的法向加速度和该点的角位移成正比 ；

（２）当该点的加速度和法向加速度之间的夹角为 ６０°时 ，物体转过的角度是多

少 ？

解 　 （１）设该点距转轴的距离为 r ，t时刻该点的法向加速度为
an ＝ rω２ ＝ ２ rβΔ θ

式 Δ θ为角位移 ．因此 ，该点的法向加速与角位移成正比 ．

（２）因为 aτ ＝ rβ ，an ＝ ２ rβΔ θ
所以

tan φ ＝
aτ
an ＝

１
２Δ θ

因而 ，物体转过的角度为

Δ θ ＝
１

２tan φ ＝
１

２tan６０° ＝ ０畅２８９ rad
　 　 5畅10 　内燃机曲柄 OA 以匀角速度 ω０ 转动 ，通过连杆 AB带动活塞在汽缸中
往复运动 ．已知OA ＝ r ，AB ＝ l ，试利用变角 θ求活塞的速度 ．

解 　按题意 ，B点的速度即为活塞的速度 ，由几何关系有

x ＝ OB ＝ rcosθ ＋ lcosβ ＝ rcosθ ＋ l２ － r２sin２ θ
v x ＝

d xd t ＝ － rsinθ dθd t －
r２sinθcosθ
l２ － r２sin２ θ ·

dθd t
＝ － rsinθ １ ＋

rcosθ
l２ － r２sin２ θ ω０

即活塞的速度为

v ＝ v x i ＝ － rsinθ １ ＋
rcosθ

l２ － r２sin２ θ ω０ i

图 ５畅１０
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第 6章 　刚体动力学

一 、基本内容和主要公式

1 ．力矩

　 　力对轴的力矩 ：Mz （F）＝ ± F ⊥ h
力对点的力矩 ：M０ ＝ r × F
2 ．定轴转动定律

Mz ＝ Jzβ
其中 Mz 为外力对转轴的力矩之和 ，Jz 为刚体对转轴的转动惯量 ．

3 ．刚体的转动惯量

Jz ＝ ∑
i
mi r２i 　 　 或 　 　 Jz ＝ ∫

m
r２dm

　 　平行轴定理 ：Jz ＝ Jc ＋ md２

4 ．绕定轴转动刚体的动能定理

力矩的功 ：　 　 A ＝ ∫
θ
２

θ
１

Mz dθ
转动动能 ：　 　 Ek ＝ １

２
Jz ω２

绕定轴转动刚体的动能定理 ：A ＝
１
２
Jz ω２２ －

１
２
Jz ω２１

式中 A 为作用于刚体上的合外力矩所作的功 ．

5 ．质点的动量矩定理

质点的动量矩 ：L０ ＝ r × p ＝ mr × v

质点动量矩定理 ：M０ ＝
d L０d t

其中 M０ 为合外力矩 ，它和 L０ 都是对同一固定点计算的 ．

6 ．刚体的动量矩定理

刚体对轴的动量矩 ：Lz ＝ Jz ω

刚体对轴的动量矩定理 ：
d L zd t ＝ Mz

7 ．动量矩守恒定律

如果作用在系统上 ，关于某一个固定轴的合外力矩为零 ，则系统对此轴的总动
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量矩守恒 ．

8 ．旋进

自旋物体在外力矩作用下 ，自旋轴发生转动的现象 ．仅在重力作用下高速自旋

的陀螺 ，其旋进角速度为

Ω ＝
mgb
Jω

式中 ω为自旋角速度 ，b为陀螺质心到支点的距离 ．

二 、典型例题

6唱1 　 在半径为 R 质量为 m 的均质球体中 ，挖一个半径为 r ＝ R
２
的球形空

腔 ，两球心之间的距离 d ＝ r ，如图 ６唱１（a）所示 ，试求该球体的转动惯量 ：

（１）对于通过两球心的 z１ 轴 ；

（２）对于通过大球球心且垂直于两球心连线的 z２ 轴 ．

解 　填充球形空腔形成一个完整的均质球体 ，显然该球体的转动惯量 J０ ，可

看作是半径为 r的小球的转动惯量 J′与题目中待求的有空腔的球体的转动惯量 J
之和 ，即

J０ ＝ J′ ＋ J
故

J ＝ J０ － J′
　 　 （１）对于通过两球心的 z１ 轴 ，有

J０ ＝
２
５
（m ＋ m′）R２

J′ ＝
２
５
m′r２ ＝

１
１０

m′R２

式中 m′为填充形成的半径为 r的小球的质量 ，其值为

m′ ＝
４
３
π r３ ρ ＝

４
３
π r３ m

４
３
π R３

－
４
３
π r３

＝
１
７

m

所以

J０ ＝
１６
３５

mR２

J′ ＝
１
７０

mR２

故

J ＝ J０ － J′ ＝
３１
７０

mR２
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图 ６唱１

　 　 （２）对于通过大球中心且垂直于两球心连线的 z２ 轴 ，有

J０ ＝
２
５
（m ＋ m′）R２

＝
１６
３５

mR２

J′ ＝
２
５
m′r２ ＋ m′d２ ＝

１
１０

m′R２
＋

１
４
m′R２

＝
１
２０

mR２

故

J ＝ J０ － J′ ＝
５７
１４０

mR２

说明 　 （１）求解刚体的转动惯量是研究刚体转动问题的一个重要方面 ．对于形状规

则的简单刚体用定义及平行轴定理即可方便地求解其转动惯量 ．对于有些刚体直

接应用定义及平行轴定理求解转动惯量可能非常复杂 ，但有可能通过一定的方法

（如本题中采用的方法） ，使问题简化 ．本题中采用的解题方法称作补偿法 ，这种方

法的要点在于添补 ，通过添补使问题得以简化 ．这种补偿法在物理和工程实际中都

有广泛的应用 ．

（２）质量为 m的均质球体对过直径轴的转动惯量 Jz ＝ ２
５
mR２

，可通过查表获

得 ，也可通过以下方法计算导出 ．

如图 ６唱１（b）所示 ，设球体由许多与轴垂直的圆盘组成 ，其中任一圆盘的质量

为 dm ，半径为 r ，转动惯量为

d Jz ＝
１
２
r２dm

　 　由图 ６唱１（b）可知 ，r ＝ Rcosθ ，z ＝ Rsin θ ，所以

dm ＝ ρπ r２d z ＝ ρπ r２ Rcosθdθ
因而
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Jz ＝∫
π
２

－
π
２

ρ

２
π r４ Rcosθdθ ＝ ∫

＋
π
２

－
π
２

ρ

２
π R５cos５ θdθ

＝
３
８
MR２∫

＋
π
２

－
π
２

ρ

２
cos５ θdθ ＝

２
５
mR２

　 　 6唱2 　两个质量均匀的圆柱体 ，可绕各自的对称轴无摩擦地转动 ，两轴互相平

行 ，两柱体的半径分别为 R１ 和 R２ ，质量分别为 m１ 和 m２ ，如图 ６唱２（a）所示 ．最初

两柱体沿同方向转动 ，角速度分别为 ω１０和 ω２０ ．今让柱体 Ⅱ平行向上移动 ，让两柱

体相接触（耦合） ，在柱体表面接触处的摩擦力作用下 ，两柱体的角速度都在变化 ，

但最终达到稳定 ．试求稳定后每个柱体的转动角速度 ．

图 ６唱２（a） 图 ６唱２（b）

解 　设两柱体接触后 ，在运动未稳定前接触处的摩擦力为 f ，如图 ６唱２（b）所
示 ，运动达稳定时两柱体的角速度分别为 ω１ 和 ω２ ，从接触到稳定所用的时间为

t ，对两柱体分别应用动量矩定理有

－∫
t

０
fR１d t ＝ J１ （ ω１ － ω１０ ） （１）

－∫
t

０
fR２d t ＝ J２ （ ω２ － ω２０ ） （２）

由式（１） 、（２）可得

J１ R２ （ ω１ － ω１０ ） ＝ J２ R１ （ ω２ － ω２０ ） （３）

将 J１ ＝ １
２
m１ R２

１ 和 J２ ＝ １
２
m２ R２

２ 代入式（３）有

m１ R１ （ ω１ － ω１０ ） ＝ m２ R２ （ ω２ － ω２０ ） （４）

　 　在运动达到稳定时 ，两柱体接触处的线速度应相等 ，即
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ω１ R１ ＝ － ω２ R２ （５）

由式（４）和式（５）可解得

ω１ ＝
m１ R１ ω１０ － m２ R２ ω２０

（m１ ＋ m２ ）R１

ω２ ＝
m２ R２ ω２０ － m１ R１ ω１０

（m１ ＋ m２ ）R２

说明 　两柱体从开始接触到稳定 ，均受摩擦力矩作用 ，在该力矩作用下 ，两柱体的

角速度不断变化 ，当运动达稳定时 ，每个柱体的角加速度均为零 ，因而此时两柱体

之间的摩擦力为零 ，两柱体之间接触点的相对运动速度为零 ，所以有 R１ ω１ ＝

－ R２ ω２ ．

6唱3 　一长为 l ，质量为 m的匀质细杆竖直放置 ，下端与一固定的光滑水平轴

O连接 ，杆可绕该轴自由转动 ，如图 ６唱３ 所示 ．若杆受一微小扰动 ，从静止开始转

动 ，试计算当杆转到与铅垂线呈 θ角时的角加速度和角速度 ．

解法一 　杆在转动过程中 ，对于转轴 O仅有重力矩作用 ，即

M ＝
１
２
mglsinθ

根据转动定律 ，有

１
２
mglsin θ ＝ Jβ

其中杆对转轴 O的转动惯量 J ＝ １
３
ml２ ，因而当杆转到 θ角位置时 ，其角加速度为

图 ６唱３

β ＝
３ g
２ l sinθ

由角加速度定义 ，有

d ωd t ＝
３ g
２ l sin θ

进行如下变换

d ωd t ＝
d ωdθ ·

dθd t ＝ ω
d ωdθ

可得

ωd ω ＝
３ g
２ l sinθdθ

由初始条件 t ＝ ０时 ，θ０ ＝ ０ ；ω０ ＝ ０ ，对上式进行积分 ，有

∫
ω

０
ωd ω ＝∫

θ

０

３ g
２ l sinθdθ

即
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１
２
ω
２
＝

３ g
２ l （１ － cosθ）

杆转到 θ角位置时 ，角速度为

ω ＝
３ g
l （１ － cosθ）

　 　解法二 　在杆转动过程中 ，仅有重力作功 ，因而对于杆和地球构成的系统机械

能守恒 ．设杆开始时的位置 ，系统的势能为零 ，t 时刻杆转到了与铅垂线呈 θ角的

位置 ，角速度为 ω ，根据机械能守恒定律 ，有

１
２
Jω２ －

１
２
mg（１ － cosθ） ＝ ０ （１）

式中的 J ＝ １
３
ml２ ，代入上式并化简后 ，有

ω
２
＝

３ g
l （１ － cosθ） （２）

所以 ，杆转到 θ角位置时 ，角速度为

ω ＝
３ g
l （１ － cosθ） （３）

对（２）式两边求导 ，有

２ ω
d ωd t ＝

３ g
l sinθ

dθd t
将dθd t ＝ ω ，

d ωd t ＝ β代入 ，得杆在 θ角位置时的角加速度 ，即

β ＝
３ g
２ l sinθ

说明 　 （１）本题可用转动定律和机械能守恒定律两种方法求解 ．很明显 ，用守恒定

律求解比较简单 ．

（２）在解法一中 ，用了变换
d ωd t ＝ d ωdθ·dθd t ＝ ω

d ωdθ ，这种变换方法在解题中经常

使用 ，读者应注意体会该方法的本质 ．

6唱4 　在光滑的水平桌面上放一均质细杆 ，杆的质量为 M ，长为 l ，杆可绕过
其一端的光滑竖直轴转动 ，如图所示 ．杆开始时静止 ，若有一质量为 m 的小球 ，以

水平速度 v０ 垂直于杆冲击其末端 A 点 ，设冲击是完全弹性碰撞 ．试分析碰撞后小

球和杆的运动情况 ．

解 　对于杆和小球组成的系统 ，外力对转轴 O的力矩为零 ，因而动量矩守恒 ，

即

mlv０ ＝ mlv ＋
１
３
Ml２ ω

·６０１·



图 ６唱４

由于是完全弹性碰撞 ，所以动能守恒 ，即

１
２
mv２０ ＝

１
２
mv２ ＋

１
２

×
１
３
Ml２ ω

２

解以上二式可得

ω ＝
６ m

３ m ＋ M
v０
l （１）

v ＝
３ m － M
３ m ＋ Mv０ （２）

　 　小球和杆碰后 ，小球所受合外力为零 ，杆所受合外力矩为零 ，杆将以式（１）给出

的 ω作匀角速转动 ，小球以式（２）给出的 v 作匀速直线运动 ，当 m ＞ M ／３时小球

按原方向运动 ，反之沿原来的反方向运动 ．

说明 　在小球与杆的碰撞过程中 ，合外力矩为零 ，但合外力不为零 ，因为碰撞时及

碰撞后 ，轴对杆有作用力 ，因此由杆和小球组成的系统对 O点的动量矩守恒 ，动量

并不守恒 ．

6唱5 　一长为 l的匀质细杆 ，可绕通过中心 O 的固定水平轴在铅垂面内自由
转动 ，开始时杆静止于水平位置 ．一质量与杆相同的昆虫以速度 v０ 垂直落到距 O

点 １
４
l处的杆上 ，昆虫落下后立即向杆的端点爬行 ，如图 ６唱５ 所示 ．若要使杆以匀

角速度转动 ，试求昆虫沿杆爬行的速度 ．

解 　设杆和昆虫的质量均为 m ，昆虫与杆碰后以共同的角速度 ω 转动 ．昆虫

落到杆上的过程为完全非弹性碰撞（设此过程时间很短 ，重力对转轴的力矩可忽

略） ，对于昆虫和杆构成的系统 ，合外力矩为零 ，动量矩守恒 ，故有

mv０ l
４

＝
１
１２

ml２ ＋ m l
４

２

ω

化简此式可得杆的转动角速度 ，即

ω ＝
１２
７

v０
l
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图 ６唱５

由题设可知 ，此后杆以此角速度作匀速转动 ．设碰后 t时刻 ，杆转过 θ角 ，昆虫爬到

距 O点为 r的位置处 ．此时杆和昆虫系统所受合外力矩为

Mz ＝ mgrcosθ
根据动量矩定理有

Mz ＝
d（Jz ω）d t

由题设 ω不变 ，所以

Mz ＝ ω
d Jzd t

式中 Jz 为 t时刻系统关于转轴 O的转动惯量 ，其值为

Jz ＝
１
１２

ml２ ＋ mr２

代入上式 ，有

mgrcosθ ＝ ２ mωr d rd t
因此 ，为了使 ω保持不变 ，昆虫的爬行速率 v 应为

v ＝
d rd t ＝

gcosθ
２ ω

＝
g
２ ω

cos ωt
＝

７ l
２４ v０cos

１２
７ lv０ t

说明 　 此题是一个系统绕定轴转动问题 ．在解此题的过程中应用了动量矩定理

Mz ＝
d Lzd t ，读者应注意该定理与刚体绕定轴转动定律 Mz ＝ Jz d ωd t的区别 ．

三 、习题详解

6畅1 选择题
　 　 （１）下列说法中正确的是（C）

·８０１·



（A）作用在定轴转动刚体上的力越大 ，刚体转动的角加速度越大

（B）作用在定轴转动刚体上的合力矩越大 ，刚体转动的角速度越大

（C）作用在定轴转动刚体上的合力矩越大 ，刚体转动的角加速度越大

（D）作用在定轴转动刚体上的合力矩为零 ，刚体转动的角速度为零

（２）轮圈半径为 R ，其质量 M 均匀分布在轮缘上 ，长为 R 、质量为 m 的均质
辐条固定在轮心和轮缘间 ，辐条共有 ２ N根 ．今若将辐条数减少 N 根 ，但保持轮对

通过轮心 、垂直于轮平面轴的转动惯量不变 ，则轮圈的质量应为（D）
（A） N

１２
m ＋ M

（B）N
６
m ＋ M

（C）２ N
３
m ＋ M

（D）N
３
m ＋ M

（３）一半径为 R质量为 m的均质圆形平板在粗糙的水平桌面上 ，绕通过圆心
且垂直于平板的 OO′轴转动 ，摩擦力对 OO′轴的力矩为（A）

（A） ２
３
μmgR 　 （B）μmgR

（C） １
２
μmgR 　 （D）０

6畅2 　填充题
（１）均质杆长为 l ，质量为 m ，与 z 轴的夹角为 α ，以角速度 ω绕 Oz 轴转动 ，则

杆的动量大小为 皛 � １
２
mωlsin α ，杆的动能为 皛 � １

６
mω

２ l２sin２ α ，杆对 z 轴的动量矩
１
３
mωl２sin２ α ．

图 ６畅２（１） 图 ６畅２（２） 图 ６畅２（３）
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　 　 （２）以初速度 v０ 从 O点抛射一质量为 m 的小球 ，v０ 与水平方向之间的夹角
为 α ，如图 ６畅２（２）所示 ．在不考虑空气阻力的情况下 ，t时刻小球对 O 点的动量矩

Lo ＝ 皛 藩m［（ v０sin α － gt）x － v０ ysinα］k ，动量矩对时间的导数
d L０d t ＝ 皛 藩－ mgxk ，小球所

受合力对 O点的力矩 M ＝ 皛 竢－ mgxk ．

（３）均质圆盘水平面放置 ，可绕通过盘心的铅垂轴自由转动 ，圆盘对该轴的转

动惯量为 J０ ，当其转动角速度为 ω０ 时 ，有一质量为 m 的质点沿铅垂方向落到圆

盘上 ，并粘在距转轴 R／２处 ，它们共同转动的角速度为 ω０ ／ １ ＋
mR２

４ J０ ．

6畅3 　如图所示的系统 ，滑轮可视为半径为 R 、质量为 M 的均质圆盘 ，滑轮与

绳之间无滑动 ，水平面光滑 ，若 m１ ＝ ５０ kg ，m２ ＝ ２００ kg ，M ＝ １５ kg ，R ＝ ０畅１０ m ，

求物体的加速度及绳中的张力 ．

解 　分别选取质量为 m１ ，m２ ，的物体和滑轮三者为研究对象 ，它们的受力情

况如图 ６畅３（b）所示 ．以 m１ 和 m２ 的运动方向为正方向 ，分别写出滑轮及物体的运

动方程 ，有

T１ ＝ m１ a
m２ g － T２ ＝ m２ a
（T２ － T１ ）R ＝ Jβ

图 ６畅３

　 　由于滑轮与绳之间无相对滑动 ，所以 a ＝ Rβ ，滑轮为均质圆盘 ，因而 J ＝
１
２
MR２

，由以上方程联立求解 ，得

a ＝
m２ g

m１ ＋ m２ ＋ M ／２
＝ ７畅６１ m／s２
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T１ ＝ m１ a ＝ ３８１ N
T２ ＝ m２ （g － ２） ＝ ４４０ N

　 　从计算结果可以看出 ，滑轮两边的张力不相等 ．

6畅4 　飞轮对自身轴的转动惯量为 J０ ，初角速度为 ω０ ，作用在飞轮上的阻力矩

为 M（常量） ．试求飞轮的角速度减到 ω０ ／２时所需的时间 t ，以及在这一段时间内
飞轮转过的圈数 N ．若 M ＝ αω（α为常量） ，再求解以上问题 ．

解 　以飞轮为研究对象 ，以 ω０ 的转动方向为正方向 ，在 M 为常量时 ，根据转

动定律有

J０ d ωd t ＝ － M

d ω ＝ －
M
J０ d t

　 　依题意 t ＝ ０时 ω ＝ ω０ ，t ＝ t１ 时 ω ＝
ω０

２
，积分上式 ，有

∫
ω
０
／２

ω
０

d ω ＝ －∫
t
１

０

M
J０ d t

所以

t１ ＝ J０ ω０ ／２M
　 　在 t１ 时间内飞轮转过的角度为

Δ θ ＝ ω０ t１ －
１
２
βt２１ ＝

J０ ω２０
２M －

１
２

M
J０

J０ ω０
２M

２

＝
３ J０ ω２０
８M

因而飞轮在 t１ 时间内转过的圈数为

N ＝
Δ θ
２π

＝
３ J０ ω２０
１６πM

　 　当 M ＝ αω时 ，有

J０ ＝
d ωd t ＝ － αω

从（０ ，ω０ ） → （ t ，ω）积分 ，有

∫
ω

ω
０

d ω
ω

＝ ∫
t

０
－

α
J０ d t ，　 　 ω ＝ ω０e－

α
J
０

t

　 　当 ω ＝
ω０

２
时 ，有

t ＝ t１ ＝
J０
a ln２

　 　转过角度为
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Δ θ ＝∫
t
１

０
ωd t ＝ ∫

t
１

０
ω０e

－
α
J
０

td t

＝
J０ ω０
α

１ － e－
α
J
０

t
１

＝
J０ ω０
２ α

　 　转过的圈数为

N ＝
Δ θ
２π

＝
J０ ω０
４π α

　 　 6畅5 　两个质量为 m１ 和 m２ 的物体分别系在两条绳上 ，这两条绳又分别绕在

半径为 r１ 和 r２ 并装在同一轴的两鼓轮上 ．设轴间摩擦及鼓轮和绳的质量均不计 ，

求鼓轮的角加速度 ．

图 ６畅５

解 　以 m１ 、m２ 物体及鼓轮为研究对象 ，作如

图 ６畅５所示的受力分析 ．设 m１ 和 m２ 的加速度方

向和鼓轮的转动方向如图 ６畅５所示 ．根据牛顿运动

定律和转动定律 ，有

T１ － m１ g ＝ m１ a１ （１）

m２ g － T２ ＝ m２ a２ （２）

T２ r２ － T１ r１ ＝ J０ β （３）

因为 J０ ＝ ０ ，a１ ＝ r１ β ，a２ ＝ r２ β ，由以上各式可得解

β ＝
m２ r２ － m１ r１
m２ r２２ ＋ m１ r２１ g

　 　 6畅6 　 上题中如两鼓轮的转动惯量分别为 J１
和 J２ ，试求两悬挂物体的加速度和绳中的张力 ．

解 　研究对象 、受力分析及由牛顿运动定律和转动定律所列出的方程均与上

题相同 ，由于两鼓轮的转动惯量不为零 ，所以上题中的 J０ ＝ J１ ＋ J２ ，在 a１ ＝ r１ β ，

a２ ＝ r２ β的情况下重解方程（１） ，（２） ，（３） ，有

β ＝
r２ m２ － r１ m１

m１ r２１ ＋ m２ r２２ ＋ J１ ＋ J２ g

所以两物体的加速度分别为

a１ ＝ r１ β
a２ ＝ r２ β

　 　绳中的张力分别为

T１ ＝ m１ g １ ＋
r１ r２ m２ － r２１ m１

m１ r２１ ＋ m２ r２２ ＋ J１ ＋ J２

·２１１·



T２ ＝ m２ g １ －
r２２ m２ － r１ r２ m１

m１ r２１ ＋ m２ r２２ ＋ J１ ＋ J２

图 ６畅７

　 　 6畅7 　 计算网球对过其直径的轴的转动惯

量 ．已知网球质量为 ０畅０７ kg ，外半径为 ３２ mm ，

厚度为 ５ mm ．

解 　网球可看作是具有一定厚度 、质量均匀

分布的球壳 ．均质球壳对过直径的轴的转动惯量

等于两个半径不同 、密度相同的均质同心球体对

同一轴的转动惯量的差 ，设两球体的半径为 R１

和 R２ （分别等于球壳的内外半径） ，密度为 ρ（等

于球壳的密度） ，因为均质球体对过直径的轴的

转动惯量为

J０ ＝
２
５
mR２

＝
８
１５

π ρR５

所以 ，均质球壳对过直径的轴的转动惯量为

Jz ＝
８
１５

π ρR５
２ －

８
１５

πρR５
１ ＝

２ m（R５
２ － R５

１ ）

５（R３
２ － R３

１ ）

图 ６畅８（a）

式中 m为均质球壳的质量 ．将 m ＝ ０畅０７ kg ，R１ ＝ ２畅７ ×

１０
－ ２ m ，R２ ＝ ３畅２ × １０

－ ２ m代入上式 ，得网球对其直径轴

的转动惯量

Jz ＝ ４畅１ × １０
－５ kg · m２

图 ６畅８（b）

　 　 6畅8 　一轻绳绕在半径 r ＝ ２０ cm 的飞轮边缘 ，在绳

端施以 F ＝ ９８ N 的拉力 ，飞轮的转动惯量 J ＝ ０畅５ kg·
m２

，飞轮与转轴间的摩擦不计 ，（见图 ６畅８（a）） ，试求 ：

（１）飞轮的角加速度 ；

（２）当绳端下降 ５ m 时飞
轮所获得的动能 ；

（３）如以重量 P ＝ ９８ N 的物体挂在绳端 ，试计算飞

轮的角加速度 ．

解 　 （１）根据转动定律 ，有

Fr ＝ Jβ

β ＝
Fr
J ＝

９８ × ０畅２
０畅５

＝ ３９畅２ 　 （rad／s２ ）
　 　 （２）根据动能定理 ，F力对飞轮所做的功等于飞轮所
获得的动能 ，即
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Δ Ek ＝ A ＝ Fd ＝ ９８ × ５ ＝ ４９０ （J）
　 　 （３）分别对物体和飞轮进行受力分析 ，如图 ６畅８（b）所示 ，根据牛顿运动定律和

转动定律 ，有

mg － T ＝ ma ，　 　 T r ＝ Jβ
　 　因为 a ＝ rβ ，所以有

β ＝
mrg

J ＋ mr２ ＝
９８ × ０畅２

０畅５ ＋ １０ × ０畅２
２ ＝ ２１畅８ （rad／s２ ）

　 　在此题中 ，注意区分（１）和（３）两种情况的差异 ．

6畅9 　一均质细杆 ，质量为 ０畅５０ kg ，长为 ０畅４０ cm ，可绕杆一端的水平轴转动 ．

若将此杆放在水平位置 ，然后从静止开始释放 ，试求杆转动到铅垂位置时的动能和

角速度 ．

解 　根据机械能守恒 ，杆转动到铅垂位置时的动能为

Ek ＝ mg l
２

＝ ０畅５ × ９８ × ０畅２ ＝ ０畅９８ （J）
　 　根据动能公式 Ek ＝ １

２
Jω２ 有

ω ＝
２ Ek
J ＝

mgl
１
３
ml２

＝
３ g
l ＝

３ × ９畅８
０畅４

＝ ８畅５７ 　 （rad／s）

图 ６畅１０

　 　 6畅10 　 如图 ６畅１０ 所示 ，已知滑轮的半径为

３０ cm ，转动惯量为 ０畅５０ kg·m２
，弹簧的劲度系数

k ＝ ２畅０ N ／m ．问质量为 ６０ g 的物体落下 ４０ cm
时的速率是多大 ？ （设开始时物体静止且弹簧无

伸长 ，在物体下落过程中绳与滑轮无相对滑动） ．

解 　物体下落过程中 ，物体 、弹簧滑轮组成

的系统机械能守恒 ．设物体下降 l时 ，速度为 v ，

滑轮的角速度为 ω ，因而有

０ ＝
１
２
mv２ － mgl ＋ １

２
kl２ ＋

１
２
Jω２

　 　解方程并注意到 ω ＝
v
r 得

v ＝
２ mg － kl２
m ＋ J／ r２ ＝

２ × ０畅０６ × ９畅８ － ２ × ０畅４
２

０畅０６ ＋ ０畅５／０畅３
２ ＝ ０畅３９ （m／s）

　 　 6畅11 　一不变的力矩 M 作用在铰车的鼓轮上使轮转动 ，见图 ．轮的半径为
r ，质量为 m１ ．缠在鼓轮上的绳子系一质量为 m２ 的重物 ，使其沿倾角为 α的斜面

滑动 ，重物和斜面之间的滑动摩擦因数为 μ ，绳子的质量忽略不计 ，鼓轮可看作均

质圆柱 ．在开始时此系统静止 ，试求鼓轮转过 φ角时的角速度 ．

·４１１·



图 ６畅１１

解 　 根据质点系动能定理 ，在鼓轮转过 φ 角

的过程中有

Mφ － m２ grφsin α － μm２ grφcosα
＝

１
２
m２ （ rω）２ ＋

１
２

１
２
m１ r２ ω

２

解得

ω ＝ ４ φ
M － m２ r（sin α ＋ μcosα）

（m１ ＋ ２ m２ ） r２ g

　 　 6畅12 　皮带轮半径为 ５０ cm ，其转速 n ＝ １５０ r／min ，用以传递 １４畅７ kW 的功
率 ．如皮带主动段张力 T１ 为从动段张力 T２ 的 ２倍 ，求从动段的张力 ．

解 　在皮带轮转过 dθ的微小过程中 ，力矩 M 所作的元功为
dA m ＝ Mdθ ＝ （ T１ － T２ ） rdθ ＝ （２ T２ － T２ ） rdθ ＝ T２ rdθ

由功率 P ＝
dAd t有

P ＝ T２ r dθd t ＝ T２ rω

图 ６畅１２

所以从动段的张力为

T２ ＝
P
rω ＝

１４畅７ × １０
３

０畅５ ×
２π × １５０

６０

＝ １畅８７２ × １０
３
　 （N）

　 　从此题的结果可以看出 ，在皮带传动机构中 ，

皮带轮对轮轴有很大的作用力 ．

图 ６畅１３

6畅13 　以力 F将一块粗糙平面紧压在轮上 ，平

面与轮之间的滑动摩擦因数为 μ ，轮的初角速度为

ω０ ，问转过多少角度时轮即停止转动 ？已知轮的半径为 R ，质量为 m ，可看作均质

圆盘 ；轴的质量忽略不计 ；该压力 F均匀分布在轮面上 ．

解 　盘面单位面积上的压力为 F
π R２ ，以轮心为中心 ，以 r为半径 ，取宽为 d r的

环 ，则环上压力为

d F ＝
F

π R２ · ２π r · d r
　 　环上所受摩擦力为

d f ＝ μd F ＝ μ
F

π R２２π rd r ＝ μ
F
R２２ rd r

　 　 d f 对轴的力矩为
dM ＝ ２ μ

F
R２ r２d r

·５１１·



　 　整个圆盘所受的摩擦力矩为

M ＝ ∫
R

０
２ μ

F
R２ r２d r ＝

２
３
μFR

　 　由动能定理 ，有

－ Mφ ＝ ０ －
１
２
Jω２０

所以

φ ＝
３ mRω２０
８ μF

　 　 6畅14 　氧分子对垂直于两氧原子连线的对称轴的转动惯量为 １畅９４ × １０
－ ４６

kg·m２
，氧分子的质量为 ５畅３０ × １０

－ ２６ kg ．假设在氧气中有一个氧分子具有 ５００

m／s的速率 ，而且这个分子的转动动能是其平动动能的三分之二 ．求这个分子转动

角速度的大小 ．

解 　由转动动能公式 ，有

ω ＝
２ Ekr
J

　 　由题设可知 ，分子的转动动能为

Ekr ＝
２
３
Ekt ＝ ２

３
·
１
２
mv２

所以

ω ＝
２ m
３ J v ＝

２ × ５畅３０ × １０
－２６

３ × １畅９４ × １０
－４６ × ５００ ＝ ６畅７５ × １０

１２
　 （rad／s）

　 　显然 ，如此大的角速度在宏观领域是很难见到的 ．

图 ６畅１５

6畅15 　小球 M 系于线 MOA 的一端 ，此线穿

过一个铅直细管 ．小球绕管轴沿半径为 R 的圆周
运动 ，转速为 １２０ r／min ．今将线 OA 慢慢向下拉 ，

使小球作半径为 R／２ 的圆周运动 ，求此时小球的

转速 ．

解 　小球运动过程中 ，动量矩守恒 ，故有

m ２π n
６０

R · R ＝ m ２π n′
６０

R
２

·
R
２

　 　由此式解得小球在末态时的转速为

n′ ＝ ４８０ r／min
　 　 6畅16 　原长为 l０ 、劲度系数为 k 的弹簧 ，一端固定在一光滑水平面上的 O
点 ，另一端系一质量为 m的小球 ．开始时 ，弹簧被拉长 λ ，并给予小球一与弹簧垂

直的初速度 v０ ，如图所示 ．求当弹簧恢复其原长 l０ 时 ，小球速度 v 的大小和方向
·６１１·



（即夹角 α） ．设 m ＝ １９畅６ kg ，k ＝ １２５４ N／m ，l０ ＝ ２ m ，λ ＝ ０畅５ m ，v０ ＝ ３ m／s ．

图 ６畅１６

解 　小球在有心力作用下运动 ，动量矩守恒 ，运动过程仅弹性力作功 ，机械能

守恒 ，故有

mv０ （ l０ ＋ λ） ＝ mv l０sin（π － a）
１
２
mv２０ ＋

１
２
kλ２ ＝

１
２
mv２

解以上两个方程可得小球在末状态时的速度大小和方向 ，即

v ＝ v２０ ＋
k
mλ

２
＝ ５ ms

α ＝ arcsin v０ （ l０ ＋ λ）

l０ v ＝ ４８畅５９°

　 　解此题时注意 ，小球在末状态时 ，速度 v 与弹簧不垂直 ．

图 ６畅１７

6畅17 　一质量为 ０畅２５ kg的小球 ，可在一细长

均质管中滑动 ，管长 １ m ，质量为 １ kg ，可绕过杆中

点 C 且垂直于管的铅直轴转动 ．设小球通过 C点
时 ，管的角速度为 １０ rad／s ，试求小球离开管口时
管的角速度 ．

解 　管和小球组成的系统动量矩守恒 ，故有

１
１２

ML２
ω０ ＝

１
１２

ML２
ω ＋ m L

２

２

ω

解此式得末态时管的角速度为

ω ＝
Mω０

M ＋ ３ m ＝
１ × １０

１ ＋ ３ × ０畅２５
＝ ５畅７１ （rad／s）

　 　 6畅18 　轮 A 和轮B通过皮带传送动力 ，轮 B的半径是轮 A 的 ３倍 ，如图 ６畅１８

所示 ．设轮与皮带之间无相对滑动 ，求在下列两种情况下 ，轮 A 和轮 B的转动惯量
之比 ：（１）两飞轮的动能相等 ．（２）两飞轮的动量矩大小相等 ．

·７１１·



图 ６畅１８

解 　因为轮与皮带之间无滑动 ，因而有

ωA RA ＝ ωBRB

故

ωA
ωB

＝
RB
RA

＝ ３

　 　 （１）当两飞轮的动能相等时 ，有

１
２
JA ω２A ＝

１
２
JBω２B

因而 ，两轮的转动惯量之比为

JA
JB ＝

ωB
ωA

２

＝
１
９

　 　 （２）当两飞轮的动量矩大小相等时 ，有

JA ωA ＝ JBωB
因而 ，两轮的转动惯量之比为

JA
JB ＝

ωB
ωA

＝
１
３

　 　 6畅19 　长为 １ m 、质量为 ２畅５ kg的一均质棒 ，垂直悬挂在转轴 O 点上 ，用 F ＝
１００ N 的水平力撞击棒的下端 ，该力的作用时间为 ０畅０２ s ，如图 ６畅１９所示 ．试求 ：

图 ６畅１９

（１）棒所获得的动量矩 ；

（２）棒的端点最高能上升的距离 ．

解 　 （１）根据动量矩定理 ，力 F作用于棒的冲量
矩等于棒的动量矩的增量 ，依题意棒的初动量矩为零 ，

故有

Jω ＝ ∫
１／５０

０
Fld t ＝ １００ × １ ×

１
５０

＝ ２ （kg · m２
／s）

　 　 （２）撞击后的运动过程中 ，机械能守恒 ，故有

１
２
Jω２ ＝ mgh

其中 J ＝ １
３
ml２ ，h为棒的质心能上升的最大高度 ，所以棒的端点最高上升的距离

为

H ＝ ２ h ＝
Jω２
mg ＝

６
４

Jω
ml

２

＝ ０畅１９６ m
　 　 6畅20 　有一圆板状水平转台 ，质量 M ＝ ２００ kg ，半径 R ＝ ３ m ，台上有一人 ，质

量 m ＝ ５０ kg ，当他站在离转轴 r ＝ １ m 处时 ，转台和人一起以 ω１ ＝ １畅３５ rad／s的
角速度转动 ．若轴处摩擦可忽略不计 ，问当人走到台边时 ，转台和人一起转动的角
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速度 ω为多少 ？

解 　人和转台组成的系统在运动中动量矩守恒 ，因而有

Jω１ ＋ mr２ ω１ ＝ Jω ＋ mR２
ω

其中 J＝ １
２
MR２

，代入上式可求得转台在末态时的角速度 ，即

ω ＝
MR２

＋ ２ mr２
（M ＋ ２ m）R２ ω１ ＝ ０畅９５０ rad／s

　 　 6畅21 　轮 A 的质量为 m ，半径为 r ，以角速度 ω１ 转动 ；轮 B的质量为 ４ m ，半

径为 ２ r ，套在轮 A 的轴上 ．两轮都可视为均质圆板 ．将轮 B移动使其与轮 A 接触 ，

若轮轴间的摩擦力矩不计 ，试求两轮转动的角速度及结合过程中动能的损失 ．

解 　两轮结合过程中 ，两轮组成的系统动量矩守恒 ，故有

JA ω１ ＝ （JA ＋ JB） ω

其中 JA ＝ １
２
mr２ ，JB ＝ １

２
（４ m）（２ r）２ ＝ ８ mr２ 代入上式可求得两轮共同的角速度 ，

即

ω ＝
JA ω１

（JA ＋ JB） ＝
１
１７

ω１

　 　动能损失为

Δ Ek ＝
１
２
JA ω２１ －

１
２
（JA ＋ JB）ω２ ＝

４
１７

mr２ ω２１

图 ６畅２２

　 　 6畅22 一均质细杆 ，长 L ＝ １ m ，可绕通过一端

的水平光滑轴 O 在铅垂面内自由转动 ，如图所示 ．

开始时杆处于铅垂位置 ，今有一粒子弹沿水平方向

以 v ＝ １０ m／s的速度射入细杆 ．设入射点离 O 点
的距离为 ３ L ／４ ，子弹的质量为杆质量的 １／９ ，试

求 ：

（１）子弹与杆开始共同运动的角速度 ；

（２）子弹与杆共同摆动能达到的最大角度 ．

解 　 （１）在子弹射入细杆的过程中 ，子弹与细

杆组成的系统动量矩守恒 ，故有

１
９
Mv ３

４
L ＝

１
９
M ３

４
L

２

＋
１
３
ML２

ω

解此式可得子弹与杆碰后共同运动的角速度 ，即

ω ＝
４ v
１９ L ＝ ２畅１０ rad／s

　 　射入后 ，在子弹与杆共同摆动过程中 ，系统机械能守恒 ，设杆摆动能达到的最

·９１１·



大角度为 θ ，则有

１
２

１
９
M ３

４
L

２

＋
１
３
ML２

ω
２
＝

１
９
Mg ３

４
L （１ － cosθ） ＋ Mg L

２
（１ － cosθ）

解此式 ，得

cosθ ＝ １ －
２ v２

１３３ Lg ＝ ０畅８４６６

θ ＝ ３２畅１６°

图 ６畅２３

　 　 6畅23 　 陀螺回转仪转盘的质量为 ０畅１０ kg ，半径

为 ０畅０５ m ．离 z 轴的距离为 ０畅１０ m ，转盘绕 y 轴以
１００ rad／s的角速度转动 ，它旋进的角速度为多少 ？

解 　转盘对定点 O 的动量矩 ，如果忽略进动动

量矩 ，则可表示为

L０ ＝ Jyωj ＝
１
２
mR２

ωj

　 　以 y表示转盘距 z 轴的距离 ，则转盘所受重力对

O点的力矩为
M０ ＝ － mgyi

　 　根据动量定理 ，有

d L０d t ＝ M０ ＝ － mgyi

　 　进动角速度为

Ω ＝
| M０ |
| L | ＝

mgy
１
２
mR２

ω
＝ ７畅８４ rad／s

图 ６畅２４

　 　 6畅24 　一个陀螺绕其对称轴按图 ６畅２４所示方向

旋转 ，其下端支于桌面上 ．从上面看下去 ，这陀螺的旋

进方向是顺时针方向 ，还是逆时针方向 ？

解 　 根据动量矩定理 ，从图可判断 ，陀螺旋进方

向是逆时针方向 ．
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第 7章 　 机械振动

一 、基本内容和主要公式

1畅简谐振动的运动方程
x ＝ A cos（ ωt ＋ φ）

三个基本特征量 ：振幅 A （取决于振动的能量） ；角频率 ω（取决于振动系统本

身的性质） ；初相位 φ（取决于初始时刻的选择） ．

2畅简谐振动的相位
ωt ＋ φ ，它决定了 t时刻简谐振动的状态 ．

3畅简谐振动的运动微分方程
d２ x
d t２ ＋ ω

２ x ＝ ０

4畅由初始条件确定振幅和初相

A ＝ x２０ ＋
v２０
ω
２ ，　 φ ＝ arctan －

v０
ωx０

5畅弹簧谐振子的能量

动能 ：Ek ＝ １
２
mv２ ＝ １

２
mω

２ A ２sin２ （ ωt ＋ φ）

势能 ：Ep ＝ １
２
kx２ ＝ １

２
kA ２cos２ （ ωt ＋ φ）

总机械能 ：E ＝ Ek ＋ Ep ＝ １
２
kA ２

平均能量 ：Ek ＝ Ep ＝ １
２
E ＝

１
４
kA ２

图 ７畅 Ⅰ

6畅谐振动的旋转矢量表示
绕坐标原点逆时针匀速率旋转的矢量 A 在 x

轴上的投影可用来表示谐振动 ，旋转矢量的长度

｜A ｜等于谐振动的振幅 ，旋转矢量的角速度等于谐

振动的角频率 ，旋转矢量在 t ＝ ０ 时刻与坐标轴 x
的夹角为谐振动的初相 ．

7畅简谐振动的合成
（１）两个同频同方向简谐振动的合成 ：合振动

仍为简谐振动 ，合振动的振幅取决于两个分振动的振幅及相位差 ，即
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A ＝ A ２
１ ＋ A ２

２ ＋ ２ A １ A ２cos（φ２ － φ１ ）

（２）不同频率同方向简谐振动的合成 ：当两个分振动的频率都很大 ，而两个频

率的差很小时 ，产生拍的现象 ，拍频为 Δ ν＝ ｜ν２ － ν１ ｜ ．

（３）相互垂直的两个简谐振动的合成 ：若两个分振动的频率相同 ，则合成运动

的轨迹一般为椭圆 ；若两分振动的频率为简单整数比 ，则合成运动的轨迹为李萨如

图形 ．

（４）与振动的合成相对应 ，有振动的分解 ．

二 、典型例题

7唱1 　如图７唱１所示 ，一直角均质细杆 ，水平部分杆长为 l ，质量为 m ，竖直部分

杆长为 ２ l ，质量为 ２ m ，细杆可绕直角顶点处的固定轴 O无摩擦地转动 ，水平杆的

末端与劲度系数为 k的弹簧相连 ，平衡时水平杆处于水平位置 ．试求杆作微小摆

动时的周期 ．

图 ７唱１

解 　设平衡时弹簧伸长 x０ ，则根据细杆系统

关于 O点的合外力矩为零 ，有

kx０ l ＝ mg l
２

（１）

当杆摆到任意角度 θ位置时 ，弹簧的伸长量为

（ x０ ＋ x） ，细杆系统所受的合外力矩为

M ＝ mg l
２
cosθ －２mglsinθ － k（x０ ＋ x）lcosθ （２）

因为摆动幅度非常微小 ，因而有

x ≈ lθ
cosθ ≈ １
sinθ ≈ θ

将以上各式及式（１）代入到式（２）中 ，有

M ＝ － （２ mgl ＋ kl２ ）θ
根据刚体定轴转动定律 ，有

J d２ θd t２ ＝ － （２ mgl ＋ kl２ ）θ

即

d２ θ
d t２ ＋

２ mgl ＋ kl２
J θ ＝ ０

式中 J为细杆关于转轴 O的转动惯量 ，为

J ＝ １
３
ml２ ＋ １

３
（２ m）（２ l）２ ＝ ３ ml２
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代入上式后 ，有

d２ θ
d t２ ＋

２ mg ＋ kl
３ ml θ＝ ０

因而 ，细杆绕 O轴的微小摆动是简谐振动 ，其角频率为

ω ＝
２ mg ＋ kl

３ ml
周期为

T ＝ ２π
３ ml

２mg ＋ kl
说明 　求谐振动系统的周期 ，可从受力分析入手 ，根据系统所受合外力矩 ，由转动

定律写出微分方程 ，化简后与标准形式

d２ x
d t２ ＋ ω

２ x ＝ ０

比较可得系统振动周期 T ＝ ２π／ω ．

7唱2 　如图７唱２（a）所示 ，一质点作简谐振动 ，在一个周期内相继通过距离为 １２

cm的两点 A 和 B ，历时 ２ s ，并且在 A ，B两点处具有相同的速率 ；再经过 ２ s后 ，

质点又从另一方向通过 B点 ．试求质点运动的周期和振幅 ．

图 ７唱２（a） 图 ７唱２（b）

解 　取坐标 Ox 沿 AB连线 ，坐标原点 O取在 A ，B连线中点 ，如图 ７唱２（b）所
示 ．由于 AB ＝ １２ cm ，且 vA ＝ vB ＞ ０ ，因而 O 点为简谐振动的平衡位置 ，质点的简

谐振动方程为

x ＝ A cos（ ωt ＋ φ）

且 A ，B两点的坐标为

xA ＝ －
１２
２

＝ － ６cm ，　 　 xB ＝ １２
２
＝ ６（cm）

根据题意 ，A 、B两点为质点振动过程中相继经过的点 ，在一个周期内 ，质点从

O到 B所用的时间为 １ s ，从 B到最大振幅处所用的时间也为 １ s ，所以从 O 到最
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大振幅处所用时间为 ２ s ，因而 １
４
T ＝ ２ s ，振动的周期为

T ＝ ８ s
用旋转矢量法求振幅 ．质点从 O点到 B点所经过的时间为 Δ t ＝ １ s ＝ T ／８ ，旋

转矢量从 P０ 点旋转到 PB 点 ，转过的角度为 Δ φ ＝ ωΔ t ＝ π
４

，如图 ７ － ２（b）所示 ．在

Δ OPBB中 ，有

xB ＝ A sin（ ωΔ t）
所以振幅

A ＝
xBsin（ ωΔ t） ＝ ６ × １０

－ ２

sin π
４

＝ ６ ２ × １０
－ ２
（m）

说明 　在本题中仔细分析质点在一个周期内的运动过程是非常重要的 ．A ，B两点
为质点振动过程中相继经过的点 ，且 vA ＝ vB ，这个条件非常重要 ．

图 ７唱３

7唱3 　质量为 M 的圆盘挂在劲度系数为 k 的轻
弹簧下 ，并处于静止状态 ，如图 ７唱３所示 ．一质量为 m
的物体 ，从距圆盘为 h的高度自由下落 ，并粘在盘上

和盘一起振动 ．设物体和盘相碰瞬间 t ＝ ０ ，而且碰撞

时间很短 ．取碰后系统的平衡位置为坐标原点 ，竖直

向下为坐标的正方向 ．试求系统的振动方程 ．

解 　根据受力分析 ，在碰后物体和盘一起向下运

动位移为 x 时 ，由牛顿第二定律有

（m ＋ M ）g － （ x ＋ Δ l０ ）k ＝ （m ＋ M ） ẍ （１）

式中 Δ l０ 为系统处于平衡位置时弹簧的伸长量 ，因而

有

（m ＋ M ）g ＝ kΔ l０
代入到式（１）中 ，有

－ kx ＝ （m ＋ M ） ẍ
即

ẍ ＋ k
m ＋ Mx ＝ ０

所以该振动为简谐振动 ，振动角频率为

ω ＝
k

m ＋ M
振动方程为
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x ＝ A cos k
m ＋ M t ＋ φ

式中的振幅 A 和初相 φ ，由 t ＝ ０时系统的状态确定 ．

由于碰撞时间很短 ，因而可以认为碰撞过程动量守恒 ，所以 t ＝ ０ 时 ，v０ ＝
m

m ＋ Mv ，并且 x０ ＝ － （Δ l０ － Δ l１ ） ，其中 Δ l１ 为碰撞前弹簧的伸长量 ，v 为物体碰

撞前的瞬间所具有的速度 ，其值分别为

Δ l１ ＝ Mg
k ，　 v ＝ ２ gh

因而

x０ ＝ －
m ＋ M
k g －

M
k g ＝ －

m
k g

v０ ＝ m
m ＋ M ２ gh

由 A ＝ x２０ ＋ v２０
ω
２和 φ ＝ arctan －

v０
ωx０ ，可得

A ＝
mg
k １ ＋

２ kh
（m ＋ M ）g

φ ＝ arctan ２ kh
（m ＋ M ）g

由于 x０ ＜ ０ ，v０ ＞ ０ ，所以 φ角应为第三象限角 ．将 A ，φ 代入到振动方程中 ，即为

所求系统的振动方程 ．

说明 　从本题可以看出 ，重力只影响谐振子系统的平衡位置 ．这样的结论对所有作

用于谐振子系统的恒力都成立 ．

7唱4 　一个质量为 m的小球在一个光滑的半径为 R的球形碗底作微小振动 ，

如图 ７唱４（a）所示 ．设 t ＝ ０时 ，θ＝ ０ ，小球的速度为 v０ ，向右运动 ．试求在振幅很小

情况下 ，小球的振动方程 ．

解法一 　以小球为研究对象 ．设逆时针方向的角位移为正 ，t时刻小球位于 P
点 ，角位移为 θ ，受力情况如图 ７ － ４（b）所示 ．根据牛顿运动定律 ，在轨迹的切线方

向上有

－ mgsinθ＝ maτ
即

aτ ＋ gsinθ＝ ０

其中 aτ为切向加速度 ，aτ ＝ Rβ ＝ Rθ̈ ，当振幅很小时 ，sinθ ≈ θ ，代入上式有

Rθ̈ ＋ gθ＝ ０
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图 ７唱４

即

θ̈ ＋ ω
２
θ ＝ ０

其中角频率 ω ＝
g
R ，求解该微分方程得

θ＝ θ０cos（ ωt ＋ φ）

式中的振幅 θ０ 和初相 φ ，可由初始条件确定 ．

当 t ＝ ０时 ，θ ＝ ０ ，·θ ＝
v０
R ，则有

θ０cos φ ＝ ０ ，　 　 － ωθ０sin φ ＝ v０
R

故

φ ＝ －
π
２

，θ０ ＝
v０
ωR

因此小球的振动方程为

θ＝
v０
ωRcos g

R t －
π
２

解法二 　小球在运动过程中仅有重力作功 ，机械能守恒 ，以最低点为势能零

点 ，则在 t时刻小球的机械能为

E ＝
１
２
mR２

·θ
２
＋ mgR（１ － cosθ）＝常量

对时间求导 ，有

d Ed t ＝ ０

即

mR２
·θθ̈ ＋ mgRsin θ·θ ＝ ０
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所以

θ̈ ＋
g
R sinθ＝ ０

在振幅很小时 sinθ ≈ θ ，得

θ̈ ＋
g
R θ＝ ０

此后的解题过程与解法一相同 ．

说明 　 （１）这是一个由动力学求解简谐振动的问题 ，在求解过程中应用了在小角度

时 sinθ ≈ θ的近似条件 ．（２）利用简谐振动系统的能量特点 ，用能量守恒的方法求

解振动问题比较方便 ．

7唱5 　一质点作简谐振动 ，振动方程为 x ＝ A cos（ ωt ＋ φ） ．试求质点的速度 、加

速度的平均值及动能 、势能的平均值 ．

解 　这是一个求物理量平均值的题目 ．由质点的振动方程可得质点的速度和

加速度

v ＝ d xd t ＝ － ωA sin（ ωt ＋ φ）

a ＝ d２ x
d t２ ＝ － ω

２ Acos（ ωt ＋ φ）

在一个周期内速度的平均值为

v ＝
１
T∫

T

０
v dt

＝
１
T∫

T

０
－ ωA sin（ωt ＋ φ）d t

＝ －
A
T∫

２π

０
sin（ ωt ＋ φ）d（ ωt）

＝ ０

同理

a ＝
１
T∫

T

０
ad t ＝ ０

因为速度 、加速度的数值有正有负 ，而且对称 ，所以在一个周期内的平均值为零 ．

质点在 t时刻的动能为

Ek ＝ １
２
mv２ ＝ １

２
mω

２ A ２sin２ （ ωt ＋ φ）

在一个周期内动能的平均值为

Ek ＝
１
T∫

T

０
Ekd t ＝ １

T∫
T

０

１
２
mω

２ A ２sin２ （ ωt ＋ φ）d t
由 １

２π∫
２π

０
sin２ θdθ ＝

１
２π

１
２ ∫

２π

０
dθ －∫

２π

０
cos２θdθ ＝

１
２

，可得
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Ek ＝ １
２
mω

２ A ２
·
１
T∫

T

０
sin２ （ ωt ＋ φ）d t

＝
１
２
mω

２ A ２
·

１
２π∫

２π

０
sin２ （ ωt ＋ φ）d（ ωt ＋ φ）

＝
１
２
· （

１
２
mω

２ A ２
）

＝
１
４
mω

２ A ２

由于系统的总机械能为 E ＝
１
２
kA ２

，而 k ＝ mω
２
，故有

Ek ＝ １
４
kA ２

＝
１
２
E

即质点动能的平均值为系统机械能的一半 ．

由 Ep ＝ E － Ek 可得

Ep ＝ １
T∫

T

０
（E － Ek）d t

＝
１
T∫

T

０

１
２
kA ２

－
１
２
mv２ dt

＝
１
２
E

说明 　从结果可知 ，作简谐振动的质点 ，其动能与势能的平均值为总能量的
１
２

．随

时间周期性变化的物理量 F （ t ） ，关于时间的平均值有以下结论 ： F ＝

１
nT∫

t＋ nT

t
F（ t）d t ＝

１
T∫

T

０
F（ t）d t ，当 τ ＞ nT ，在 n 很大时 １

τ∫
t＋ τ

t
F（ t）d t ≈

１
T∫

T

０
F（ t）d t ，而且 n越大上式就越精确 ．

三 、习题详解

7畅1 　选择题
（１）一质点作谐振动 ，周期为 T ，它由平衡位置沿 x 轴负方向运动到离最大负

位移 １／２处所需要的最短时间为（C）
（A） T ／４ 　 　 　 ,（B）T ／１２ 　 　 　  （C）T ／６ 　 　 　 儋（D）T ／８
（２）一单摆周期恰好为 １s ，它的摆长为（B）
（A）０ ．９９ m （B）０ ．２５ m （C）０ ．７８ m （D）０ ．５ m
（３）在理想情况下 ，弹簧振子的频率 ν＝

１
２π

k
m ，如果弹簧质量不能忽略 ，则振

动的频率将（B）
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（A）增大 （B）减小 （C）不变 （D）不能确定

（４）一质点作谐振动 ，频率为 ν ，则其振动动能变化频率为（D）

（A）
１
２
ν （B） １

４
ν （C）ν （D）２ν 　 　 （E）４ν

（５）图示有两个谐振动的 x ～ t曲线 ，它们之间的初相差为（B 、D或 A 、E）
（A）

１
２
π （B） ２

３
π （C）π （D） －

１
２
π 　 　 （E） － ３

２
π

（６）图示两个谐振动的 x － t 曲线 ，将这两个谐振动叠加 ，合成的余弦振动的

初相为（C）
（A）０ （B） ３

２
π （C）π （D）

１
２
π

图 ７畅１（５） 图 ７畅１（６）

7畅2 　填空题
（１）设地球 、月球皆为均质球 ，它们的质量和半径分别为 Me ，Mm ，Re ，Rm ，给

定的弹簧振子在地球上和月球上作谐振动的频率比 νe／νm 为 皛 萝　 １ 　 ，给定的单摆在

地球上和在月球上作谐振动的频率比 νe／νm 为 皛 氓Me R２m ／Mm R２e ．

图 ７畅２（２）

（２）单摆的周期为 T ，振幅为 A ，起始时单摆的状态如图示 ７畅２（２）（a） 、（b） 、
（c）三种 ，若以单摆的平衡位置为 x 轴的原点 ，x 轴指向右为正 ，则单摆作小角度

振动的运动学方程分别为

（a）x ＝ Acos ２π
T t －

π
２

；

（b） x ＝ A cos ２π
T t ＋

π
２

；

（c） x ＝ A cos ２π
T t ＋ π ．

（３）两个质点各自作谐振动 ，它们的振幅相

同 ，周期也相同 ，第一个质点的运动学方程为 x１
＝ A cos（ ωt ＋ φ） ，当这个质点从相对平衡位置坐

标为 x 处回到平衡位置时 ，另一个质点恰在正
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向最大坐标位置处 ，这后一质点的运动学方程为 Acos ωt ＋ φ ＋
π
２
或

Acos ωt ＋ φ ＋
３
２
π ．

（４）设质点沿 x 轴作谐振动 ，位移为 x１ ，x２ 时的速率分别为 v１ 和 v２ ，此质点

振动的周期为 皛 � ２π／ （x２１ － x２２ ）／（v２２ － v２１ ） ．

7畅3 　一物体沿 x 轴作谐振动 ，振幅为 １０ ．０ cm ，周期为 ２ ．０ s ，在 t ＝ ０时 ，坐

标为 ５ ．０ cm ，且向 x 轴负方向运动 ．求在 x ＝ － ６ ．０ cm处 ，沿 x 轴负方向运动时 ，

物体的速度和加速度以及它从这个位置回到平衡位置所需最短时间 ．

解 　已知 　 T ＝ ２ s ，ω ＝ ２π
T ＝ π

设振动方程为

x ＝ １０cos（π t ＋ φ）cm
则速度为

v ＝ － １０πsin（π t ＋ φ）

加速度为

a ＝ － １０π
２cos（π t ＋ φ）

t ＝ ０时 ，x ＝ ５ cm ，v ＜ ０ ，对应的旋转矢量见图 ７畅３（a） ．由此可知振动的初相

为

φ ＝
π
３

所以

x ＝ １０cos π t ＋ π
３

cm
设在时刻 t′ ，振子位于 x ＝ － ６ cm处 ，并向 x 轴负方向运动 ，对应的旋转矢量

见图 ７畅３（b） ，则有

cos π t′＋ π
３

＝ －
３
５

所以

sin π t′＋ π
３

＝
４
５

所以

v ＝ － １０πsin π t′＋ π
３

＝ － ２５ ．１ cm／s
a ＝ － １０π

２cos π t′＋ π
３

＝ ５９畅９２ cm／s２
设弹簧振子回到平衡位置的时刻为 t″ ，对应的旋转矢量见图 ７畅３（c） ，因而有
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图 ７畅３

π t″＋ π
３
＝

３
２
π

故从上述位置回到平衡位置所需时间为

t″ － t′＝ ３π
２

－
π
３

－ arccos －
３
５

－
π
３

／π ＝ ０畅８ s
　 　 7畅4 　在常温下 ，固体中原子振动频率约为 １０

１３Hz ，设想原子间以弹簧联接 ，

固体中一个银原子以此频率振动 ，其余原子都不动 ，试计算等效劲度系数 ．已知一

摩尔银（有 ６ ．０２ × １０
２３个原子）的质量为 １０８g ．

解 　银原子的质量为

m ＝
１０８ × １０

－ ３

６ ．０２ × １０
２３ ＝ １ ．７９ × １０

－ ２５
（kg）

　 　由弹簧谐振子的频率公式 ，可得等效弹簧的劲度系数为

k ＝ （２πν）
２ m ＝ ７０７ N ／m

7畅5 　原长为 ０ ．５０ m的弹簧上端固定 ，下端挂一质量为 ０ ．１kg 的砝码 ．当砝码

静止时 ，弹簧的长度为 ０ ．６０ m ，若将砝码向上推 ，使弹簧回到原长 ，然后放手 ，则砝

码作上下振动 ．（１）证明砝码上下运动为谐振动 ；（２）求此谐振动的振幅 、角频率和

频率 ；（３）若从放手时开始计时 ，求此谐振动的振动方程（取向下为正方向） ．

解 　 （１）选如图 ７畅５所示的坐标系 ，以振动物体的平衡位置为坐标原点 ．设 t
时刻砝码位于 x 处 ，根据受力分析有

mg － k（ x ＋ δst）＝ m d２ x
d t２ （１）

式中 δst为砝码处于平衡时弹簧的伸长量 ，因而有

mg ＝ kδst
·１３１·



图 ７畅５

将此式代入到式（１）中 ，化简后有

d２ x
d t２ ＋

k
m x ＝ ０

因此 ，砝码的运动为谐振动 ．

（２）砝码振动的角频率和频率分别为

ω ＝
k
m ＝

g
δst

＝
９畅８
０ ．１

＝ ９畅９（rad／s）
ν＝

ω
２π

＝ １畅５８ Hz
　 　 （３）设砝码的谐振动方程为

x ＝ A cos（ ωt ＋ φ） （２）

由初始条件 ，t ＝ ０时 ，x ＝ － δst ＝ － ０ ．１m ，v ＝ ０得

A ＝ ０ ．１m ，　 　 φ ＝ π

将以上讨论的结果代入（２）式 ，得谐振动的振动方程

x ＝ ０ ．１cos（９畅９ t ＋ π） m
7畅6 　 喇叭膜片作谐振动 ，频率为 ４４０ Hz ，其最大位移为 ０ ．７５ mm ，试求 ：

（１）角频率 ；（２）最大速率 ；（３）最大加速度 ．

解 　设膜片的振动方程为

x ＝ A cos（ ωt ＋ φ）

（１）ω ＝ ２πν ＝ ２π × ４４０ ＝ ８８０π

（２）由 v ＝ － ωA sin（ ωt ＋ φ） ，可得

vmax ＝ ωA ＝ ８８０π × ０ ．７５ × １０
－ ３

＝ ２ ．０７（m／s）
（３）由 a ＝ － ω

２ Acos（ ωt ＋ φ） ，可得

amax ＝ ω
２ A ＝ （８８０π）

２
× ０ ．７５ × １０

－ ３
＝ ５ ．７３ × １０

３
（m／s）
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7畅7 　一物块在水平面上作谐振动 ，振幅为 １０ cm ，当物块离开平衡位置 ６ cm
时 ，速度为 ２４ cm／s ．问 ：（１）周期是多少 ？ （２）速度为 ± １２ cm／s时的位移是多少 ？

解 　 （１）设谐振动方程为

x ＝ A cos（ ωt ＋ φ） （１）

则速度为

v ＝ － A ωsin（ ωt ＋ φ） （２）

由式（１） 、（２）可得

x２ ＋ v
ω

２

＝ A ２
（３）

所以

T ＝
２π
ω
＝ ２π

A ２
－ x２
v

将 A ＝ ０ ．１m ，x ＝ ０ ．０６m ，v ＝ ０ ．２４m／s代入 ，有

T ＝ ２π
０ ．１

２
－ ０ ．０６

２

０ ．２４
＝ ２ ．０９（s）

（２）将 v ＝ ± ０ ．１２m／s代入式（３） ，有

x２ ＋ ０ ．１２
２
×

２ ．０９
２π

２

＝ ０ ．１
２

所以 ，v ＝ ± ０ ．１２m／s时 ，振动物体的位移为

x ＝ ± ０ ．００８４ ＝ ± ９畅１７ × １０
－ ２
（m）

7畅8 　一均质弹簧 ，原长为 l ，劲度系数为 k ，今将此弹簧分割成两段 ，两段的

原长分别为 l１ 和 l２ ，且 l１ ＝ nl２ ，试求 ：（１）两段的劲度系数 k１ 和 k２ （用 n和 k 表
示） ；（２）一物体挂在这两段弹簧上 ，使之振动的频率为 ν１ 和 ν２ ，已知此物体挂在未

分割前弹簧上的振动频率为 ν ．

图 ７畅８

解 　 （１）取坐标 Ox ，将两段弹簧串联在

一起 ，如图所示 ．当物体从平衡位置产生 Δ l的
位移时 ，则 Δ l ＝ Δ l１ ＋ Δ l２ ，Δ l１ 和 Δ l２ 分别表
示此时两弹簧产生的变形 ．由题设 l１ ＝ nl２ 有
Δ l１ ＝ nΔ l２ ，因而有

Δ l ＝ nΔ l２ ＋ Δ l２
由于两个弹簧串联 ，而且弹簧质量可忽略 ，故有

kΔ l ＝ k１ Δ l１ ＝ k２ Δ l２
由

k（nΔ l２ ＋ Δ l２ ）＝ k２ Δ l２
有
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k２ ＝ （n ＋ １）k
由

k Δ l１ ＋ １
n Δ l１ ＝ k１ Δ l１

有

k１ ＝ １ ＋
１
n k

　 　 （２）由 ν＝
１
２π

k
m ，可得

ν１ ＝
１
２π

k１
m ＝

１
２π

１ ＋
１
n

k
m ＝

n ＋ １
n ν

ν２ ＝
１
２π

k２
m ＝

１
２π

（n ＋ １）k
m ＝ n ＋ １ ν

　 　 7畅9 　弹簧挂在天花板上 ，下端系一小物体 ，最初使物体在弹簧未被拉长时的

图 ７畅９

末端位置保持静止 ，然后释放使其上下振动 ，其最低

位置在初位置下方 １０ ．０ cm 处 ．问 ：（１）频率是多少 ？

（２）当物体在初始位置下方 ８畅０ cm 处时 ，其速率为多

大 ？ （３）将一 ３００ g砝码系于这物体下面 ，系统振动频

率变为原来的一半 ，此时第一个物体质量多大 ？

（４）两物体系于弹簧后 ，其新的平衡位置在何处 ？

解 　取如图所示的坐标系 ，坐标原点选在平衡位

置处 ．设振子的振动方程为

x ＝ Acos（ ωt ＋ φ）

其中 A ＝ １０ － δst ，把起始条件 t ＝ ０时 ，x ＝ － δst ，痹x ＝
０代入振动方程 ，有

－ δst ＝ （１０ － δst ）cos φ
０ ＝ － （１０ － δst） ωsin φ

解以上二式 ，得

φ ＝ π ，　 δst ＝ ５cm
　 　 （１）振动频率为

ν＝
１
２π

k
m ＝

１
２π

g
δst

＝
１
２π

９畅８

５ × １０
－ ２ ＝ ２ ．２３（Hz）

（２）物体在初始位置下方 ８畅０cm处时 ，物体离坐标原点为 ３cm ，代入振动方程

有

cos（ ωt′＋ φ）＝
３
５
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此时物体的速率为

v ＝ ｜ － A × ２πν × sin（ ωt′＋ φ）｜＝ ５６ cm／s
（３）设第一物体质量为 m ，则

１
２

k
m ＝

k
m ＋ ３００

故

m ＝ １００ g
（４）设弹簧劲度系数为 k ，则原来有 １００g ＝ ５ k ，现在有 ４００g ＝ kδ ，解得

δ ＝ ２０ cm
7畅10 　电动剃须刀的刀片作谐振动 ，频率为 １２０Hz ，往复运动的最大行程为

２mm ，试求 ：（１）振幅 ；（２）最大速率 ；（３）最大加速度 ．

解 　 （１）振幅为刀片往复运动最大行程的一半 ，即

A ＝ １mm
（２）由题设可知

ω ＝ ２πν＝ ２４０π

所以 ，刀片的最大速率为

vmax ＝ A ω ＝ １ × １０
－ ３

× ２４０π ＝ ０畅７５（m／s）
（３）刀片最大的加速度为

amax ＝ A ω２ ＝ １ × １０
－ ３

× （２４０π）
２
＝ ５６９（m／s２ ）

7畅11 　有两个完全相同的弹簧振子 a和 b ，并排放在光滑的水平面上 ，测得它

们的周期都是 ２ s ，现将两振子从平衡位置向右拉开 ５ cm ，然后无初速的先释放 a ，

经过 ０ ．５ s后 ，再释放 b振子 ．求它们之间的相位差 ．若以 b振子刚开始运动的瞬
时为计时起始时刻 ，试写出两振子的运动学方程 ．

解 　两振子之间的相位差为

Δ φ ＝ φ１ － φ２ ＝ ２π
Δ t
T ＝

π
２

图 ７畅１２

即 a振动的相位超前 b振动 π
２

．若以 b振子刚开始运动
的瞬时为计时起始时刻 ，则 a振子的运动学方程为

x ＝ ５ × １０
－ ２cos π t ＋ π

２
m

b振子的运动学方程为
x ＝ ５ × １０

－ ２cosπ t m
7畅12 　一物体放在活塞上 ，活塞以 １ ．０s的周期在竖

直方向作谐振动 ．试问 ：（１）在多大振幅时 ，物体与活塞分

离 ？ （２）如活塞具有 ５ ．０cm的振幅 ，物体与活塞保持接触
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的最大频率为多大 ？

解 　以物体为研究对象 ，受力如图 ７畅１２所示 ，其运动微分方程为

mẍ ＝ mg － N
物体不脱离活塞的条件为 N ≥ ０ ，即 g ≥ ẍ ，其中 g ＝ ẍ 为刚好脱离的条件 ．

（１）设振幅为 A 时 ，物体脱离活塞 ，则有

A ＝
g
ω
２ ＝

９畅８

（２π）
２ ＝ ０畅２４８（m）

（２）如果活塞振幅 A ＝ ５cm ，则物体脱离活塞的频率为

ν＝
１
２π

g
A ＝ ２ ．２３ Hz

7畅13 　一给定的弹簧在 ６０N的拉力下伸长了 ３０ cm ，质量为 ４ kg的物体悬在
弹簧下端并使之静止 ，再把物体向下拉 １０ cm ，然后释放 ，问 ：（１）周期是多少 ？ （２）

当物体在平衡位置上方 ５ cm处并向上运动时 ，物体的加速度多大 ？方向如何 ？这

时弹簧的拉力是多少 ？ （３）物体从平衡位置运动到上面 ５ cm处所需最短的时间是
多少 ？ （４）如果在振动物体上再放一小物体 ，此小物体是停在上面呢还是离开它 ？

（５）如果使振动物体的振幅增大一倍 ，放在振动物体上的小物体在什么地方与振动

物体开始分离 ？

解 　由题设可知

k ＝ ６０
０ ．３

＝ ２００（N ／m）

（１）振动的周期为

T ＝ ２π
m
k ＝ ２π

４
２００

＝ ０畅８９（s）
（２）取平衡位置为坐标原点 ，x 坐标轴向下为正 ，则振子的运动方程为

x ＝ A cos（ ωt ＋ φ）

式中 ω ＝
２π
T ＝ ７畅０６ rad／s ，当 t ＝ ０时 ，x ＝ １０ cm ，痹x ＝ ０ ，从而得 φ ＝ ０ ，A ＝ ０畅１ m ，

故

x ＝ ０ ．１cos（７畅０６ t）m
当 x ＝ － ５ cm时 ，有

－ ５ × １０
－ ２

＝ ０ ．１cos ωt１
故此时的加速度为

ẍ ＝ － A ω２cos ωt１ ＝ － ０ ．１ × （７畅０６）
２
× （ － ５０ × １０

－ ２
） ＝ ２ ．４９（m／s２ ）

方向向下 ．此时弹簧的拉力为

F ＝ － k（δst ＋ x）＝ － k mg
k － ５ × １０

－ ２
＝ － ２９畅２ N
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（３）设物体在 x ＝ － ５cm处的时刻为 t２ ，则

－ ５ × １０
－ ２

＝ ０ ．１cos（ωt２ ）
t２ 也是物体从 x ＝ A ＝ １０ cm 处（ t ＝ ０）经平衡位置到 x ＝ － ５ cm 处所用时

间 ，因此从平衡位置到 x ＝ － ５ cm处所需最短时间为
Δ t ＝ t２ －

T
４
＝ arccos － ５ × １０

－ ２

０ ．１
／ω －

０ ．８９
４

＝ ０ ．０７４ s
（４）在振动物体上放了小物体后 ，振子的平衡位置下移 ，以新平衡位置为坐标

原点 ，向下为 x′轴的正方向 ．新振子的角频率为

ω′＝
k

m ＋ m′ ＜ ω

在保持振幅 A ＝ ０畅１m不变的情况下 ，新振动的最大加速度为

｜ ẍ′max ｜＝ A ω′２ ＜ A ω２ ＝ ０ ．１ × ７畅０６
２
＝ ５m／s２ ＜ g

故不会离开 ．

（５）设在 x′位置开始脱离 ，则脱离的条件为

ẍ′＝ － A′ω′２cos ω′t ＝ g
式中 A′＝ ２ A ＝ ０ ．２m ，代入上式 ，得

cos ω′t ＝ －
g

A′ω′２ ＜ －
g

A′ω２ ＝ －
９畅８

０ ．２ × （７畅０６）
２ ＝ － ０ ．９８

故脱离的位置为

x′＝ A′cos ω′t ＜ ０ ．２ × （ － ０ ．９８）＝ － ０ ．１９６（m）

7畅14 　一汽车可以认为是被支承在四根相同的弹簧上沿铅垂方向振动 ，频率

为 ３ ．００Hz ，（１）设这汽车的质量为 １４５０kg ，车重均匀分配在四根弹簧上 ，试求每根

弹簧的劲度系数 ；（２）今有平均质量为 ７３ ．００kg 的 ５个乘客坐在车上 ，这时车 －人

系统的振动频率是多少 ？ （车和人重仍假定均匀分配在四根弹簧上） ．

解 　 （１）设每根弹簧的劲度系数为 k ．四根弹簧并联 ，其等效弹簧的劲度系数

为

k′＝ ４ k
根据弹簧振子的频率公式 ，有

k′＝ （２πν）
２ m

故

k ＝ （πν）
２ m ＝ １４５０ × （３π）

２
＝ １ ．２８８ × １０

５
（N／m）

（２）车和人的总质量为

M ＝ １４５０ ＋ ７３ ．００ × ５ ＝ １８１５

此时 ，系统的振动频率为

ν＝
１
２π

４ k
M ＝

１
２π

４ × １ ．２８８ × １０
５

１８１５
＝ ２ ．６８（Hz）
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7畅15 　一长方形木块浮于静水中 ，其浸入部分高为 a ，今用手指沿竖直方向将

图 ７畅１５

其慢慢压下 ，使其浸入部分高度变为 b ，然后放

手任其运动 ．试证明 ：若不计阻力 ，木块运动为

谐振动 ，并求出振动周期和振幅 ．

解 　取如图 ７畅１５所示的坐标系 ，木块在任

一位置 x 处所受浮力为
f ＝ （a ＋ x）Sρg

式中 S为木块截面积 ，ρ为水的密度 ，根据平衡

条件有

mg ＝ aSρg
木块所受的合力为

F ＝ mg － f ＝ － Sρgx
木块运动微分方程为

mẍ ＝ － Sρgx ＝ －
m
a gx

即 ẍ ＋ g
a x ＝ ０

所以 ，木块的运动为谐振动 ，与 ẍ ＋ ω
２ x ＝ ０相比较 ，得

ω
２
＝ g／a

图 ７畅１６

木块作谐振动的周期为

T ＝ ２π a／g
设木块的运动学方程为

x ＝ A cos（ ωt ＋ φ）

根据初始条件 t ＝ ０时 x ＝ （b － a） ，痹x ＝ ０ ，得

A ＝ （b － a）
φ ＝ ０

7畅16 　 在教材的例题７畅６中 ，隧道如果

不是沿地球直径 ，而是沿一条弦 ，试再解该

题 ．

解 　建立如图所示的坐标系 ，坐标原点

取在小球的平衡位置处 ．当小球位于 x 位置
时 ，小球所受的合力为

F ＝ － G
m ４

３
π r３ ρ
r２ cos π

２
－ θ
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＝ －
４
３
π ρGmrsinθ

＝ －
４
３
π ρGmx

根据牛顿第二定律 ，小球的运动微分方程为

mẍ ＋ ４
３
π ρGm x ＝ ０

即

ẍ ＋ ４
３
π ρG x ＝ ０

因此 ，在这种情况下 ，小球仍作简谐振动 ，而且振动周期与通过地心隧道的情

况相同 ，仍为

T ＝ ２π
３

４πρG

＝ ２π
R
g ＝ ８４ ．４３min

图 ７畅１７

　 　 7畅17 　 质量为 M ，半径为 R 的均质圆盘 ，悬

挂在铅垂平面内构成一复摆 ，见图 ７畅１７ ，摆的悬挂

轴与盘心距离为 d ，试求此复摆小角度摆动时的周

期 ．

解 　当圆盘处于如图所示的位置时 ，关于转轴

O ，作用于圆盘的合外力矩为

M０ ＝ － Mgdsinθ
由转动定律 ，有

Jθ̈ ＝ － Mgdsinθ （１）

其中 J为圆盘对 O轴的转动惯量 ，由平行轴定理可得

J＝ １
２
MR２

＋ Md２

代入式（１）化简后 ，有

θ̈ ＋
２ gd

R２
＋ ２ d２ sin θ＝ ０

对于小角度摆动 ，sinθ ≈ θ ，所以

θ̈ ＋
２ gd

R２
＋ ２ d２ θ ＝ ０

所以 ，圆盘的小角度摆动为谐振动 ，振动周期为

T ＝
２π
ω
＝ ２π

R２
＋ ２ d２
２ gd

·９３１·



7畅18 　 试求弹簧振子的机械能 ，已知弹簧劲度系数为 １ ．３ N ／cm ，振幅为

２ ．４ cm ．

解 　弹簧振子的机械能为

E ＝
１
２
kA ２

＝
１
２
× １ ．３ × １０

２
× （２ ．４ × １０

－ ２
）
２
＝ ３ ．７４ × １０

－ ２
（J）

7畅19 　一物块悬挂于弹簧下端并作谐振动 ，当物块位移为振幅的一半时 ，这个

振动系统的动能占总能量的多大部分 ？势能占多大部分 ？又位移多大时 ，动能 、势

能各占总能量的一半 ？

解 　当物块的位移为振幅的一半时 ，系统的势能为

Ep ＝ １
２
kx２ ＝ １

２
k A

２

２

＝
１
８
kA ２

Ep／E ＝
１
８
kA ２

／
１
２
kA ２

＝
１
４
＝ ２５％

这时动能占总能量的部分为

Ek ／E ＝ （E － Ep）／E ＝ １ －
１
４
＝

３
４
＝ ７５％

动能势能各占总能量一半时 ，有

Ep ＝ １
２
E

即

１
２
kx２ ＝ １

４
kA ２

这时位移大小为

x ＝ A ／ ２

图 ７畅２０

7畅20 　两分振动分别为 cos ωt和 ３cos（ωt ＋
π／２） ，若在同一直线上合成 ，求合振动的振幅 A
及初相位 φ ．

解 　 两分振动在 t ＝ ０时刻的旋转矢量 ，如

图 ７畅２０所示 ．合振动的旋转矢量为 OM ，该矢量

与 x 轴的夹角为初相 ，所以合振动的振幅为

A ＝ ｜OM ｜＝ A ２
１ ＋ A ２

２ ＝ １ ＋ ３ ＝ ２

初相为

tan φ ＝ A ２

A １
＝ ３ ，　 　 φ ＝

π
３

7畅21 　两质点沿着同一条直线作频率和振幅均相同的谐振动 ，当它们每次沿
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相反方向互相通过时 ，其位移为振幅的一半 ，试问它们之间的相位差是多少 ？

解 　设两谐振动的运动方程为

x１ ＝ A cos（ ωt ＋ φ１ ）

x２ ＝ A cos（ ωt ＋ φ２ ）

依题意有

A
２

＝ A cos（ωt１ ＋ φ１ ）

A
２

＝ A cos（ωt１ ＋ φ２ ）

痹x１ ＝ － A ωsin（ ωt１ ＋ φ１ ） ＞ ０（或 ＞ ０）

痹x２ ＝ － A ωsin（ ωt１ ＋ φ２ ） ＜ ０（或 ＜ ０）

按第一种情况 ，有

cos（ ωt１ ＋ φ１ ）＝
１
２

，　 　 sin（ ωt１ ＋ φ１ ）＜ ０

cos（ ωt１ ＋ φ２ ）＝
１
２

，　 　 sin（ ωt１ ＋ φ１ ）＞ ０

所以

ωt１ ＋ φ１ ＝ －
π
３
＋ ２ nπ ，　 　 ωt１ ＋ φ２ ＝

π
３
＋ ２ nπ（n为整数）

故

φ２ － φ１ ＝
２π
３

类似地 ，第二种情况 ，有

φ２ － φ１ ＝ －
２π
３

7畅22 　一个 ３ ．０kg 的质点按下面方程作谐振动 x ＝ ５ ．０cos π
３
t － π

４
，式中

x 、t的单位分别为 m 和 s ．试问 ：（１） x 为什么值时 ，势能等于总能量的一半 ？ （２）

质点从平衡位置到这一位置需要多长时间 ？

解 　 （１）势能为总机械能一半的条件是

１
２
kx２ ＝ １

４
kA ２

即当 x ＝ ±
２
２
A ＝ ±

５
２

２（m）时 ，势能等于总能量的一半 ．

（２）先求从平衡位置到 x ＝
２
２
A 处需用的最小时间 ，这要求 痹x ＞ ０ ，设在平衡

位置的时刻为 t１ ，则
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５ ．０cos π
３
t１ －

π
４

＝ ０ ，　 － ５畅０ ×
π
３
sin π

３
t１ －

π
４

＞ ０

所以

π
３
t１ －

π
４
＝

３
２
π （１）

设到达 x ＝ ２
２
A 位置的时刻为 t２ ，这时振子继续沿 痹x ＞ ０的方向运动 ，于是有

Acos π
３
t２ －

π
４

＝
２
２
A ，　 － ５畅０ ×

π
３
sin π

３
t２ －

π
４

＞ ０

所以

π
３
t２ －

π
４
＝

３
２
π ＋

π
４

（２）

由式（２）减去式（１） ，得

π
３
（ t２ － t１ ） ＝ π

４

所以 ，由平衡位置到达 x ＝ ２
２
A 处所需的最小时间为

Δ t ＝ ３
４

s ＝ ０ ．７５ s
经过类似的计算可知 ，从平衡位置沿 x 轴负向到达 x ＝ －

２
２
A 处所需的最小

时间也是 ０ ．７５ s ．
7畅23 　 两 谐 振 动 ，振 动 方 程 为 x１ ＝ ５cos １０ t ＋ ３π

４
cm 和 x２ ＝

６cos １０ t ＋ π
４

cm ，试求其合运动的振幅及初相 ．

图 ７畅２３ 图 ７畅２４

解 　两谐振动在 t ＝ ０时刻的旋转矢量 ，见图 ７畅２３所示 ，合振动的旋转矢量为

OM ，初相为该矢量与 x 轴的夹角 ，所以合振动的振幅为

·２４１·



A ＝ A ２
１ ＋ A ２

２ ＋ ２ A １ A ２cosΔ φ

＝ ５
２
＋ ６

２
＝ ７畅８１（cm）

φ ＝ arctan A １sin φ１ ＋ A ２sin φ２
A １cos φ１ ＋ A ２cos φ２ ＝ arctan ５sin ３

４
π ＋ ６sin π

４

５cos ３
４
π ＋ ６cos π

４

＝ arctan１１ ＝ １ ．４８ rad ＝ ８４ ．８°

　 　 7畅24 　 在示波器上看到如图所示的利萨如图 ，已知水平方向的频率为

４畅０５ × １０
４ Hz ，试求垂直方向的频率 ．

解 　由利萨如图可知 ，水平方向的频率 ν１ 与垂直方向的频率 ν２ 之比为

ν１

ν２
＝

３
２

故垂直方向的频率为

ν２ ＝
２
３
ν１ ＝

２
３

× ４ ．０５ × １０
４

＝ ２ ．７ × １０
４
（Hz）

　 　 7畅25 　质量为 m ，长为 l的均质细杆 ，上端可以无摩擦的绕悬挂轴转动 ，下端

与一劲度系数为 k 的轻弹簧相联 ，如图 ７畅２５ 所示 ，细杆处于铅垂位置时 ，弹簧处

于不变形状态 ．试求细杆作微振动时的频率 ．

图 ７畅２５

解 　由杆 、弹簧 、地球所构成的系统 ，没有外力和

耗散力作功 ，系统的机械能守恒 ．取平衡位置系统的势

能为零 ，当杆在某一任意位置时 ，系统的机械能为

E ＝
１
２
Jω２ ＋

１
２
kx２ ＋ mg l

２
（１ － cosθ） ＝ 常量

式中的 J为杆绕 O 轴的转动惯量 ，x 为弹簧的伸长
量 ，在杆作微小振动时 ，x ＝ lθ ，代入上式 ，并对时间求

导 ，有

Jω d ωd t ＋ kl２ θ dθd t ＋ １
２
mglsin θ dθd t ＝ ０

式中d ωd t ＝ θ̈ ，
dθd t ＝ ω ，J ＝ １

３
ml２ 在杆作微小振动时 ，

sinθ ≈ θ代入上式 ，化简后有

θ̈ ＋
６ kl ＋ ３ mg

２ ml θ ＝ ０

所以杆的微小振动是简谐振动 ，振动频率为

ν ＝
１
２π

６ kl ＋ ３ mg
２ ml

·３４１·



　 　 7畅26 　设有两个互相垂直的同频率谐振动 x ＝ ５cos ωt和 y ＝ ３cos（ ωt ＋ δ） ，其

中 δ ＝ arccos（８／１５） ．求合振动的轨迹 ．

解 　由 x 方向的振动得
x
５

＝ cos ωt （１）

由 y方向的振动得
y ＝ ３cos ωtcosδ － ３sin ωtsin δ
＝

３
５
xcosδ － ３sin ωtsin δ

图 ７畅２６

也可写成

y
３

－
x
５
cosδ

sinδ ＝ － sin ωt （２）

将式（１）和式（２）平方后相加 ，有

x２
２５

＋

y
３

－
x
５
cosδ ２

sin２ δ ＝ １

式中 cos δ ＝
８
１５

，sin２ δ ＝
１６１
２２５
代入上式并化

简 ，有

９ x２ － １６ xy ＋ ２５ y２ ＝ １６１

上式即为合振动的轨迹方程 ，该轨迹为斜椭圆 ，如图 ７畅２６所示 ．

7畅27 　 （１）当重力加速度 g改变 Δ g时 ，单摆周期的改变 Δ T 是多少 ？

注 ：用 g ＋ Δ g代替 g得出新的周期为 T ＋ Δ T ，即 T ＋ Δ T ＝ ２π
l

g ＋ Δ g用二

项式定理把（g ＋ Δ g）－ １／２展开 ，（g ＋ Δ g）－ １／２
＝ g － １／２

－
１
２
g － ３／２

Δ g ＋ ⋯ ，仅保留前

两项 ，其余项为 Δ g的更高次项 ，如果 Δ g很小 ，各高次项的值很小 ．

（２）用 g的相对改变 Δ g／g表示周期的相对改变 Δ T ／T ．

（３）（２）的答案也可对 T 的表达式微分而求得 ，试用此方法求出所要求的关系

式 ，正确的结果为d T
T ＝

１
２
d g
g ．

（４）有一摆钟 ，在 g ＝ ９畅８０００ m／s２ 处计时是准确的 ，如果拿到更高的地方 ，则

每天慢 １０ s ，试利用上面结果求出这个高处 g的近似值 ．

解 　 （１）当重力加速度 g改变 Δ g时 ，单摆的周期为

T ＋ Δ T ＝ ２π
l

g ＋ Δ g （１）

式中的 T 为重力加速度改变前单摆的周期 ，在 Δ g很小的情况下 ，将（g ＋ Δ g）－
１
２
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用二项式定理展开 ，并保留前两项 ，可得

（g ＋ Δ g）－
１
２ ＝

１
g －

１
２ g

１
g Δ g

代入式（１）可得单摆周期的改变量为

Δ T ＝ ２π l １
g －

１
２ g

１
g Δ g － T

＝ ２π
l
g １ －

Δ g
２ g － ２π

l
g

＝ － π
l
g

Δ g
g （２）

　 　 （２）因 T 是重力加速度改变前的周期 ，即

T ＝ ２π
l
g （３）

所以 ，由式（２）可得

Δ T ＝ －
１
２
T Δ g

g
故

Δ T
T ＝ －

１
２

Δ g
g （４）

　 　 （３）对式（３）求微分 ，可得

d T ＝ ２π l －
１
２

d g
g３／２

＝ －
１
２ ２π

l
g

d g
g

＝ －
１
２
T d g

g
故

d T
T ＝ －

１
２

d g
g

　 　 （４）由式（４）可得

Δ g ＝ － ２ g Δ T
T

式中Δ T
T ＝

１０
２４ × ６０ × ６０

，所以 ，该高处的重力加速度为

gH ＝ g ＋ Δ g ＝ １ －
２Δ T
T g

＝ １ －
２ × １０

２４ × ６０ × ６０
× ９畅８０００
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＝ ９畅７９７７（m／s２ ）
　 　 7畅28 　一单摆在地球上的周期为 ２ ．０ s ，如果放在月球表面上 ，它的周期是多

少 ？在月球表面上 gm ＝ １ ．７ m／s２ （注 ：因这里的 Δ g相对于 g来说不是很小 ，所以

上题的近似方法不能采用） ．

解 　设在月球上周期为 Tm ，在地球上的周期为 Te ，地球表面的重力加速度为
ge ，则

Tm
Te ＝

ge
gm

故

Tm ＝
ge
gm Te ＝

９畅８
１ ．７

× ２ ．０ ＝ ４ ．８（s）
　 　 7畅29 　两质点沿着长为 A 的同一段直线作谐振动 ．每一个质点具有 １ ．５s的
周期 ，但位相相差 π

６
．试问 ：（a）当超前的质点出发 ０ ．５s后 ，落后的质点离开路径的

一端 ，这时它们相隔多远（用 A 表示） ？ （b）这时它们是沿着同一方向运动呢 ？还

是相向运动 ，或是相互分离 ？

解 　 （a）设两简谐振动的运动方程分别为
x１ ＝

A
２
cos ωt ＋ φ ＋

π
６

（１）

x２ ＝
A
２
cos（ ωt ＋ φ） （２）

将 t ＝ ０ ．５s时 ，x２ ＝ ±
A
２
代入式（２） ，有

x２ ＝
A
２
cos ω

２
＋ φ ＝ ±

A
２

故 cos ω
２
＋ φ ＝ ± １

当 cos ω
２
＋ φ ＝ １时

ω
２

＋ φ ＝ ０

　 　当 cos ω
２
＋ φ ＝ － １时

ω
２

＋ φ ＝ π

首先将 t ＝ ０ ．５ s ，ω
２
＋ φ ＝ ０代入式（１）有

x１ ＝
A
２
cos π

６
＝

３
４
A
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所以 ，这时两质点之间的距离为

x２ － x１ ＝ １ －
３
２

A
２

＝ ０ ．０６７ A

若将 t ＝ ０ ．５ s ，ω
２
＋ φ ＝ π代入式（１）有

x１ ＝
A
２
cos π ＋

１
６
π ＝ －

３
４
A

所以 ，两质点之间的距离为

| x２ － x１ | ＝ －
１
２
A ＋

３
４
A ＝ ０ ．０６７ A

结果与 ω
２
＋ φ ＝ ０时相同 ．

（b）在 t ＝ ０ ．５ s ，ω
２
＋ φ ＝ ０时 ，有

x１ ＝
A
２
cos π

６

痹x１ ＝ －
A
２
ωsin π

６
＜ ０

x２ ＝
A
２

痹x２ ＝ ０

　 　因此 ，相位落后的质点此时在正的最大位移处 ，下一时刻将向 x 轴负方向运
动 ，两质点均向 x 轴负方向运动 ．

在 t ＝ ０ ．５s ，ω
２
＋ φ ＝ π时 ，有

x１ ＝
A
２
cos π ＋

π
６

痹x１ ＝ －
A
２
ωsin π ＋

π
６

＞ ０

x２ ＝ －
A
２

痹x２ ＝ ０

　 　因此 ，相位落后的质点此时在负的最大位移处 ，下一时刻将向 x 轴正方向运
动 ，两质点均向 x 轴正方向运动 ．故无论那种情况 ，两个质点均向同一方向运动 ．

7畅30 　一质量为 １０ g的物体作简谐振动 ，其振幅为 ２４ cm ，周期为 ４ ．０ s ．当 t
＝ ０时 ，位移为 ２４ cm ．试求（１） t ＝ ０ ．５ s时 ，物体所在的位置 ；（２） t ＝ ０ ．５ s时 ，物体

所受力的大小和方向 ；（３）由起始位置运动到 x ＝ ０ ．１２ m 处所需的最少时间 ；（４）

在 x ＝ ０ ．１２ m处 ，物体的速度 、动能 、势能和总能量 ．
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解 　已知 A ＝ ０ ．２４ m ，T ＝ ４ s ，m ＝ ０ ．０１ kg
当 t ＝ ０时 ，x ＝ ０ ．２４ m ＝ A ，因而该谐振动的初相 φ ＝ ０ ，所以 ，谐振动的振动

方程为

x ＝ ０ ．２４cos２π t
４

＝ ０ ．２４cos π
２
t（m）

　 　 （１）当 t ＝ ０ ．５ s时 ，物体所在的位置为

x１ ＝ ０ ．２４cos π
４

＝ ０ ．１７ m
　 　 （２）由运动方程可得

ẍ ＝ － ０ ．２４
π
２

２cos π
２
t

所以 ，t ＝ ０ ．５s时 ，物体所受合力的大小为

F ＝ m | ẍ | ＝ ０ ．０１ × ０ ．２４ ×
π
２

２cos π
４

＝ ４ ．１９ × １０
－３
（N）

其方向为 x 轴负方向 ，指向平衡位置 ．

（３）将 x ＝ ０ ．１２m代入运动方程 ，有

０ ．２４cos π
２
t ＝ ０ ．１２

即 cos π
２
t ＝ １

２

故 π
２
t ＝ ２ nπ ± π

３
，　 　 n为整数

因此 ，由起始位置（ t ＝ ０）运动到 x ＝ ０ ．１２m处所需的最少时间为
t ＝ ２

３
＝ ０ ．６６７（s）

　 　 （４）在 x ＝ ０ ．１２m处 ，物体的速度为

痹x ＝ － ０ ．２４
π
２

sin π
２

×
２
３

＝ － ０ ．３２６（m／s）
物体的动能为

Ek ＝
１
２
m痹x２ ＝

１
２

× ０ ．０１ × （０ ．３２６）
２
＝ ５ ．３３ × １０

－４
（J）

在 x ＝ ０处 ，物体所具有的动能即为总机械能 ，所以

E ＝
１
２
m（A ω）２ ＝

１
２

× ０ ．０１ × ０ ．２４
２
×

π
２

２

＝ ７畅１１ × １０
－４
（J）

在 x ＝ ０ ．１２m处 ，物体的势能为

Ep ＝ E － Ek ＝ ７畅１１ × １０
－４

－ ５ ．３３ × １０
－４

＝ １ ．７８ × １０
－４
（J）
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第二篇 　 电 　 磁 　 学

第 8章 　静 　电 　 场

一 、基本内容和主要公式

1畅库仑定律
　 　真空中两个静止的点电荷之间的作用力

F ＝
１

４πε０

q１ q２
r２ r０

　 　 r０ 是由施力电荷指向受力电荷的位矢方向上的单位矢量 ．

2畅电场

（１）电场强度的定义 ：E ＝
F
q０

式中 q０ 为试验电荷的电量 ．

（２）点电荷 q在空间产生的电场的电场强度

E ＝
q

４πε０ r２ r
０

r０ 为由场源电荷 q指向场点的位矢方向上的单位矢量 ．

（３）电场强度叠加原理

对于由许多静止的点电荷 q１ ，q２ ，⋯ ，qi ，⋯组成的电荷系

E ＝ ∑
i

１
４πε０

qi
r２i r

０
i

　 　对于静止的连续带电体

E ＝ ∫ d q
４πε０ r２ r

０

3畅电通量和高斯定理

（１）电通量 ： Φe ＝ 簇 S
E · dS

（２）高斯定理 ： 促
S
E · dS ＝

１
ε０
∑
i
qi（内）

·９４１·



式中 ∑
i
qi（内）为封闭曲面 S 所包围的所有电荷电量的代数和 ．此式说明静电场是

有源场 ．

4畅静电场中的环路定理和电势

（１）环路定理 ：∮ L
E · d l ＝ ０

此式表明静电场的电场线不可能是闭合的 ，静电场是无旋场 ；静电场的电场力

作功与路径无关 ，只与初末位置有关 ，即静电场是保守场 ．

（２）电势能 ：Wa ＝∫
“０”

a
q０ E · d l

电荷在电场中某点的电势能 ，在数值上等于把电荷从该点移动到电势能零参

考点时 ，静电力所作的功 ．

（３）电势 ：ua ＝
Wa
q０ ＝ ∫

“０”

a
E · d l

（４）点电荷的电势 ：u ＝ １
４πε０

q
r （电势零点选在无穷远处）

（５）电势叠加原理 ：ua ＝ ∑
i
ui 或 ua ＝ ∫Q

１
４πε０

d q
r

（６）电势差 ：uab ＝ ua － ub
5畅电场和电势的关系

（１）积分形式 ：ua ＝ ∫
“０”

a
E · d l 　 　 　 （电势定义）

（２）微分形式 ：El ＝ －
d ud l ，E ＝ －

抄 u
抄 x i ＋

抄 u
抄 y j ＋

抄 u
抄 z k

6畅静电场中的导体和介质
（１）导体静电平衡的条件 ：E内 ＝ ０ ，E表面 ⊥导体表面

（２）静电平衡导体上的电荷分布 ：q内净 ＝ ０ ，σ表 ＝
E
ε０

处于静电平衡的导体 ，其内部各处净电荷为零 ，电荷只能分布在表面 ；表面上

各处的面电荷密度与该表面附近处的电场强度的大小成正比 ．表面各处的面电荷

密度与表面的曲率有关 ，曲率越大的地方 ，面电荷密度也越大 ．

（３）介质在电场中的极化 ：在外电场中固有电偶极矩的取向和感应电偶极矩的

产生使电介质的表面（或内部）出现束缚电荷 ．

电介质中的电场强度 E ＝ E０ ＋ E′
式中 E０ 为外电场 ，E′为束缚电荷产生的电场 ．

（４）电位移矢量 ：对于各向同性电介质 D ＝ ε０ εr E ＝ εE

（５）电介质中的高斯定理 ： 促
S
D · dS ＝ ∑ q０（内）

·０５１·



式中 ∑ q０（内）为闭合曲面 S内的自由电荷的代数和 ．

7畅电容和静电能

（１）电容器的电容 ：C ＝
Q

u１ － u２

（２）电容器中储藏的静电能 ：W ＝
Q２

２C ＝
１
２
Cu２ ＝ １

２
Qu

（３）电场的能量密度 ：w e ＝ １
２
εE２

．

（４）电场中总的静电能 ：W ＝ 蹿
V
w ed V ＝ 蹿

V

１
２
εE２d V

二 、典型例题

8唱1 　半径为 R的均匀带电半球面 ，其面电荷密度为 σ ，求该半球面球心处的

场强 ．

解法一 　在球面上任取一面元 d S ，d S ＝ R２sin αdαdθ ，此面元所带电量 d q ＝
σd S ．电荷元 d q在球心 O 处所激发的场强 dE方向是沿径向的 ，如图 ８唱１（a）所
示 ．由对称性可知 ，合场强沿 z 轴负方向 ，所以只需求出电荷元产生的场强在 z 轴
方向上的分量和 ．电荷元在球心处激发的场强在 z 轴上的投影为

dEz ＝ －
d q

４πε０ R２cosα

图 ８唱１

总场强为

E ＝ Ez ＝∫dEz ＝ －∫
σd S

４πε０ R２cosα ＝ －
σ

４πε０∫
２π

０
dθ∫

π
２

０
sin αcos αdα

＝ －
σ

４ε０
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　 　矢量形式为 E ＝
－ σ
４ε０

k
说明 　在已知电荷分布情况 ，用电场叠加原理求电场强度的步骤为

a畅选择电荷元 d q ；

b ．求出 d q产生的电场强度 dE并投影在直角坐标系的各轴上 ，即写出 d Ex ，

d Ey ，dEz ；
c畅对电场各分量分别求和 ．

如果由电荷分布的对称性可分析出总场强的方向 ，则只需求出电荷元的电场

强度在此方向上的分量之和即可 ．

解法二 　将半球面视为若干半径不等的平行小圆环 ，如图 ８唱１（b）所示 ．利用

均匀带电圆环在其轴线上一点所产生的场强结论计算 ．

在带电半球面上取一半径为 y的带电圆环 ，其面积 d S ＝ ２π yd l ，带电量为 d q
＝ σd S ＝ σ２π yd l ，它在 O点激发的场强沿 z 轴负方向 ，其大小为

d E ＝
１

４πε０

bd q
（b２ ＋ y２ ）３／２ ＝

bσ２π yd l
４πε０ （b２ ＋ y２ ）３／２

由图可知 ：b２ ＋ y２ ＝ R２
，b ＝ Rcosα ，y ＝ Rsin α ，d l ＝ Rdα ，所以

d E ＝
σ

４πε０

Rcosα · ２πRsin αRdα
R３ ＝

σ
２ε０

sin αcos αdα

E ＝∫d E ＝ ∫
π
２

０

σ
２ε０

sin αcosαdα ＝
σ

４ε０

　 　矢量形式为 E ＝ －
σ

４ε０
k

说明 　对于特殊的带电体 ，可采用已知的某种带电体的场强进行叠加而获得 ．例

如 ：

图 ８唱２

a畅 均匀带电球壳可视为半径不等的带电圆环的集合 ；

b畅 均匀带电球体可视为半径不等的均匀带电圆盘或球壳的集合 ；

c畅 均匀带电薄圆柱面可视为带电直线的集合 ，也可视为带电圆环的集合 ；

d畅 均匀带电圆柱体可视为许多截面半径不等的圆柱面带电体的集合 ，或带电

直导线的集合 ，或带电圆盘的集合 ．

8唱2 　设半径为 R１ 的均匀带电球体的电荷体密度为

ρ ，球外有一内外半径分别为 R２ 、R３的同心导体球壳 ，如

图 ８唱２所示 ．试计算空间电场强度和电势分布 ．

解 　要求电场强度分布 ，需先确定电荷的分布 ．因为

处于静电平衡状态的导体内部场强处处为零 ，所以由高

斯定理和电荷守恒定律可知 ，球壳内表面带电量为 － Q ，
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外表面带电量为 Q（Q ＝ ρ·
４
３
π R３

１ ） ．由于带电体是球对称的 ，所以电荷必是球对称

分布的 ．作半径为 r 的同心球面为高斯面 ，则由高斯定理可知

４π r２ · E ＝
１
ε０ ∑ q

　 　当 r ≤ R１ 时

∑ q ＝ ρ ·
４
３
π r３

E１ ＝
ρr
３ε０

　 　当 R１ ≤ r ≤ R２ 时

∑ q ＝ Q ＝ ρ ·
４
３
π R３

１

E２ ＝
ρR３

１

３ ε０ r２

　 　当 R２ ＜ r ＜ R３ 时

∑ q ＝ ０

E３ ＝ ０

　 　当 r ＞ R３ 时

∑ q ＝ Q ＝ ρ ·
４
３
π R３

１

E４ ＝
ρR３

１

３ ε０ r２

电场分布的矢量形式为

E１ ＝
ρr
３ε０

，　 　 　 　 　 r ≤ R１

E２ ＝
ρR３

１

３ε０ r２ r
０
，　 　 　 R１ ≤ r ≤ R２

E３ ＝ ０ ，　 　 　 　 　 　 R２ ＜ r ＜ R３

E４ ＝
ρR３

１

３ε０ r２ r
０
， 　 　 　 r ＞ R３

　 　选无穷远处为电势零参考点 ，由电势定义可求得各区域的电势为

当 r ≥ R３ 时

u ＝ ∫
∞

r
E · d r ＝ ∫

R
３

r
E４ · d r ＝∫

∞

r

ρR３
１

３ε０ r２d r ＝
ρR３

１

３ ε０ r
　 　当 R２ ≤ r ≤ R３ 时
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u ＝ ∫
∞

r
E · d r ＝∫

R
３

r
E３ · d r ＋∫

∞

R
３

E４ · d r ＝ ∫
∞

R
３

ρR３
１

３ ε０ r２d r ＝
ρR３

１

３ ε０ R３

　 　当 R１ ≤ r ≤ R２ 时

u ＝∫
∞

r
E · d r ＝ ∫

R
２

r
E２ · d r ＋∫

R
３

R
２

E３ · d r ＋∫
∞

R
３

E４ · d r

＝∫
R
２

r

ρR３
１

３ε０ r２ d r ＋ ０ ＋∫
∞

R
３

ρR３
１

３ ε０ r２d r ＝
ρR３

１

３ ε０

１
r －

１
R２

＋
１
R３

　 　当 ０ ≤ r ≤ R１ 时

u ＝∫
∞

r
E · d r ＝ ∫

R
１

r
E１ · d r ＋∫

R
２

R
１

E２ · d r ＋∫
R
３

R
２

E３ · d r ＋∫
∞

R
３

E４ · d r

＝∫
R
１

r
ρr
３ ε０

d r ＋∫
R
２

R
１

ρR３
１

３ ε０ r２d r ＋ ０ ＋∫
∞

R
３

ρR３
１

３ ε０ r２d r

＝
ρR２

１

２ε０
－
ρr２
６ε０

＋
ρR３

１

３ ε０

１
R３

－
１
R２

　 　对电势分布也可直接用电势叠加原理求解 ，具体解法如下 ：

若求空间任意一点 P的电势 ，设 P点距离球心为 r ，则以半径为 r 的球面为
界面 ，将电荷分为内 、外两部分 ．内部电荷在场点 P产生的电势就如同内部电荷全
部集中在球心处的点电荷在 P点产生的电势 ；而外部电荷可以视为由许多极薄的

带电同心球壳叠加而成 ，每一个薄球壳在 P点产生的电势就是此带电薄球壳单独
存在时其本身的电势 ．所以

当 r ≥ R３ 时

u ＝ u内 ＝
Q

４πε０ r ＝
ρR３

１

３ ε０ r
　 　当 R２ ≤ r ≤ R３ 时

u ＝ u内 ＋ u外 ＝ ０ ＋
Q

４πε０ R３
＝

ρR３
１

３ε０ R３

　 　当 R１ ≤ r ≤ R２ 时

u ＝ u内 ＋ u外 ＝
Q

４πε０ r ＋
－ Q

４πε０ R２
＋

Q
４πε０ R３

＝
ρR３

１

３ε０

１
r －

１
R２

＋
１
R３

　 　当 ０ ≤ r ≤ R１ 时

u ＝ u内 ＋ u外 ＝
ρ ·

４
３
π r３

４πε０ r ＋∫
R
１

r
ρ · ４π r′２d r′

４πε０ r′ ＋
－ Q

４πε０ R２
＋

Q
４πε０ R３
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＝
ρR２

１

２ ε０
－

ρr２
６ ε０

＋
ρR３

１

３ ε０

１
R３

－
１
R２

说明 　对于电荷分布具有某种对称性（球对称 、面对称或柱对称）的情况 ，利用高斯

定理计算电场分布极为方便 ．对于电势分布 ，一种方法是由电势定义直接求解 ，计

算时注意 ，如果积分路径上各区域内电场强度的表达式不同时需分段积分 ；另一种

方法是用电势叠加原理求解 ．二者比较 ，后者是标量运算 ，计算较简单些 ．

8唱3 　如图 ８唱３所示 ，两块靠近的平行金属板间原为真空 ．现使它们分别带上

等量异号电荷直至两板上面电荷密度分别为 ＋ σ０ 和 － σ０ ，而板间电压 u０ ＝ ３００V ，

这时保持两板上电量不变 ，将板间一半空间充以相对介电常数为 εr ＝ ５的电介质 ，

求板间电压变为多少 ？ （计算时忽略边缘效应） ．

图 ８唱３

解 　设金属板的面积为 S ，板间距离为 d ，在充入电介质前板的面电荷密度为

σ０ ，这时板间电场为 E０ ＝ σ０ ／ε０ ，而两板间电压为 u０ ＝ E０ d ．

由于并不是均匀地将电介质充入整个平行板间 ，所以必导致平行板上自由电

荷的重新分布 ．不考虑边缘效应 ，则可假定平行板左半部分和右半部分的电荷分别

均匀分布 ．以 σ１ 和 σ２ 表示金属板上左半部分和右半部分的面电荷密度 ．板间各处

的电场强度 E与电位移矢量 D的方向都垂直于板面且在两半空间内部分别是均
匀的 ，以 E１ ，E２ 和 D１ ，D２ 分别表示板间左半部分和右半部分的电场强度和电位

移矢量 ．为了求出此时板间的电压 ，需要先求出电场分布 ．因此在板间左半部作一

底面积为 Δ S的封闭柱面作为高斯面 ，其轴线与板面垂直 ，两底面与金属板平行 ，

而且上底面在金属板内 ．如图 ８唱３所示 ，则由电介质中的高斯定理

促
S
D１ · dS ＝ 簇

上底

D１ · dS ＋ 簇
下底

D１ · dS ＋ 簇
侧面

D１ · dS ＝ σ１ Δ S

　 　由于金属板内场强为零 ，D１ 也为零 ；在侧面上处处 D１ 与 d S垂直 ，所以上式

对上底面和侧面的积分均为零 ，因此

促
S
D１ · dS ＝ D１ Δ S ＝ σ１ Δ S

D１ ＝ σ１
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从而可知

E１ ＝
D１

ε０ εr ＝
σ１

ε０ εr

　 　同理 ，对于右半部 ，D２ ＝ σ２ ，E２ ＝
D２

ε０
＝
σ２

ε０

由于静电平衡时两导体都是等势体 ，所以左右两部分两板间的电势差是相等

的 ，即

E１ d ＝ E２ d
所以

E１ ＝ E２

将上面的 E１ 和 E２ 的值代入可得

σ２ ＝
σ１

εr （１）

此外 ，因为金属板上总电量保持不变 ，即

σ１
S
２

＋ σ２
S
２

＝ σ０ S

由此得

σ１ ＋ σ２ ＝ ２ σ０ （２）

将方程（１） 、（２）联立求解 ，可得

σ１ ＝
２εr

１ ＋ εr σ０ ＞ σ０

σ２ ＝
２

１ ＋ εr σ０ ＜ σ０

这时板间的电场强度为

E１ ＝ E２ ＝
σ２

ε０
＝

２ σ０

ε０ （１ ＋ εr） ＝
２

１ ＋ εr E０

求出了场强 ，可知电压为

u ＝ Ed ＝
２

１ ＋ εr E０ d ＝
２

１ ＋ εr u０ ＝
２

１ ＋ ５
× ３００ ＝ １００（V）

说明 　由于两极板都是等势体 ，所以两板间左半部分和右半部分的电场强度相同 ，

但由 １ ＞
２

１ ＋ εr ＞
１
εr可知 ，电场和电压比板间全部为真空时的场强和电压减弱了 ，

但并不减弱到 εr 分之一 ，这是因为电介质并未充满两板间的空间的缘故 ．

8唱4 　一平行板电容器极板面积为 S ，间距为 d ，接在电源上以保持电压为 u ，

将极板的距离拉开一倍 ，计算 ：

（１）静电能的改变 ；
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（２）电场对电源做的功 ；

（３）外力对极板做的功 ．

解 　 （１）此处静电能即电场能 ．因为电压不变 ，所以拉开前的电场能为

W e１ ＝ 蹿
V
１

１
２
ε０ E２d V ＝

１
２
ε０ E２ Sd

＝
１
２
ε０ Sd u

d
２

＝
ε０ Su２
２ d

　 　同样 ，拉开后的电场能为

W e２ ＝ 蹿
V
２

１
２
ε０ E２d V ＝

１
２
ε０ E２ S · ２ d

＝
１
２
ε０ S · ２ d u

２ d
２

＝
ε０ Su２
４ d

则静电能的改变量为

Δ W e ＝ W e２ － W e１ ＝ －
ε０ Su２
４ d

　 　负号表示静电能减少 ．

（２）当保持电压一定时 ，电场对电源做的功为

A ＝ － uΔ Q
Δ Q 为两极板距离从 d拉开到 ２ d时极板上电荷的增量

Δ Q ＝ Q２ － Q１ ＝ C２ u － C１ u ＝
ε０ S
２ d －

ε０ S
d u ＝ －

ε０ S
２ d u

所以

A ＝ － uΔ Q ＝
ε０ S
２ d u

２

　 　 （３）外力对极板做的功 ，由功能关系式可知

A′ ＝ Δ W e ＋ A ＝ －
ε０ S
４ d u

２ ＋
ε０ S２
２ d u２ ＝

ε０ S２
４ d u２

说明 　由此可以看出 ，当保持电压不变时 ，外力拉开极板的物理过程是 ：外力所作

的功 A 和电场能量的减少量 － Δ W e 都变成了电源的能量 ，即 A ＝ A′＋ （ － Δ W e） ．

另外须注意 ，若将电容器极板接在电源上改变电容器两极板的距离或其间的电介

质等 ，不变的量是电容器两极板间的电压 ；若断开电源 ，改变电容器的以上各量 ，不

变的量是极板上的电荷总量 ．
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三 、习题详解

8畅1 　选择题
（１）真空中两平行均匀带电平板相距为 d ，面积为 S ，且有 d２ 虫 S ，带电量分别

为 ＋ q与 － q ，则两极间的作用力大小为（D）

（A）F＝ q２
４πε０ d２ 　 　 　 　 　 　 　 $（B）F ＝ q２

ε０ S

（C）F ＝
２ q２
ε０ S （D） F ＝

q２
２ ε０ S

（２）如图 ８畅１所示 ，闭合曲面 S内有一点电荷 q ，P为 S 面上一点 ，在 S面外 A
点有一点电荷 q′ ，若将 q′移至 B点 ，则（B）

（A）穿过 S面的电通量改变 ，P点的电场强度不变
（B）穿过 S面的电通量不变 ，P点的电场强度改变
（C）穿过 S面的电通量和 P点的电场强度都不变
（D）穿过 S面的电通量和 P点的电场强度都改变

图 ８畅１ 图 ８畅２

8畅2 　填空题
（１）电量和符号都相同的三个点电荷 q 放在等边三角形的顶点上 ．为了不使

它们由于斥力的作用而散开 ，可在三角形的中心放一符号相反的点电荷 q′ ．则 q′

的电量应为 皛 呛３
３
q ．

（２）在边长为 a的正六角形的六个顶点都放有电荷 ，如图 ８畅２所示 ．则六角形

中心 O 处的电场强度为 q
２πε０ a２ i ．

8畅3 　电子所带电量最先是由密立根通过油滴实验测定的 ．其原理是一个很小

的带电油滴在匀强电场内 ，调节电场强度 E使作用在油滴上的电场力与油滴的重
力平衡 ．如果油滴的半径为 １畅６４ × １０

－ ４cm ，平衡时的电场强度为 １ ．９２ × １０
５V ／m ，
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油滴的密度为 ０ ．８５１ × １０
３kg／m３

．试求油滴上的电量 ．

解 　以带电油滴为研究对象 ．设其带电量为 q ，半径为 R ，质量密度为 ρ ．当油

滴平衡时 ，有

∑ F ＝ Eq ＋ mg ＝ ０

即 qE ＝
４
３
π R３

ρg
解得

q ＝
４π R３

ρg
３ E ＝

４ × ３ ．１４ × （１ ．６４ × １０
－６
）
３
× ０ ．８５１ × １０

３
× ９ ．８

３ × １ ．９２ × １０
５

＝ ８畅０２ × １０
－１９

（C）
　 　 8畅4 　一长为 l的均匀带电直导线 ，其电荷线密度为 λ ，试求导线延长线上距

离近端为 a处一点的电场强度 ．

图 ８畅４

解 　 建立如图 ８畅４所示的坐标系 ．在带

电直导线上取电荷元 dq ＝ λd x ，它在 P点产
生的电场强度大小为

dE ＝
d q

４πε０ x２ ＝
λd x

４πε０ x２

　 　因为任一电荷元在场点 P处产生的电场强度的方向相同 ，所以整个带电直导

线在 P点产生的电场强度的大小为

E ＝ ∫dE ＝ ∫
a＋ l

a
λd x

４πε０ x２ ＝
λl

４πε０ a（a ＋ l）
故

E ＝ －
λl

４πε０ a（a ＋ l） i

　 　 8畅5 　如图 ８畅５（a）所示的一半圆柱面 ，高和直径都是 l ，均匀地带有电荷 ，其面

密度为 σ ．试求其轴线中点 O处的电场强度 ．

解 　将带电半圆柱面视为无限多条沿半圈平行排列的带电直线段所组成（如

图 ８畅５（b）所示） ．我们知道 ，带电线密度为 λ的有限长线段在空间一点（θ１ ，θ２ ，a）
（如图 ８畅５（c）所示）处的电场强度为

Ex′ ＝
λ

４πε０ a（cosθ１ － cosθ２ ）
Ey′ ＝

λ
４πε０ a（sinθ１ － sin θ２ ）

　 　对本题 ，在圆柱面上取电荷元 dq ＝ σlds ，其中 ，d s为弧长 ，如图 ８畅５（b）所示 ，则

λ ＝
d q
l ＝ σd s

·９５１·



（a）

　 　所以此电荷元在 O点产生的电场强度为

d Ex′ ＝
σd s

４πε０
l
２

（cos４５° － cos１３５°） ＝
２ σd s
２πε０ l

d Ey′ ＝
σd s

４πε０
l
２

（sin１３５° － sin４５°） ＝ ０

　 　对整个半圆柱面而言 ，由对称性可知 O 点的 E沿
xOy坐标系的 y轴负方向（如图 ８畅５（d）所示） ，所以有

图 ８畅５

dEy ＝ d Ex′sinθ ＝
２ σd s
２πε０ l sinθ ＝

２ σ
２πε０ lsinθ · l

２
dθ

＝
２ σ

４πε０
sin θdθ

E ＝ Ey ＝ ∫d Ey ＝ ∫
π

０

２ σ
４πε０

sinθdθ ＝
２ σ

２πε０

故 E ＝ －
２ σ

２πε０
j

8畅6 　一宽为 b的无限长均匀带电平面薄板 ，其电荷面密度为 σ ，如图 ８畅６ 所

示 ．试求 ：

（１）薄板所在平面内 ，距薄板边缘为 a处的电场强度 ；

（２）通过薄板的几何中心的垂直线上与薄板的距离为 h处的电场强度 ．

解 　如图所示 ，建立 Oxyz 坐标系 ，在薄板上取一宽为 d x 的窄条视为无限长
均匀带电直导线 ，其单位长度上带电量为 λ ＝ σd x ．

（１）它在 P１ 点产生的电场强度大小为

·０６１·



图 ８畅６

dE ＝
σd x

２πε０ a ＋
b
２

－ x

整个薄板在 P１ 点产生的电场强度大小为

E ＝ ∫
b
２

－
b
２

σd x
２πε０ a ＋

b
２

－ x
＝

σ
２πε０

ln a ＋ b
２

E的方向 ，当 σ ＞ ０时 ，沿 x 轴正方向 ；当 σ＜ ０时 ，则沿 x 轴的负方向 ．

（２）窄条在 P２ 点产生的电场强度大小为

d E ＝
σd x

２πε０ r

d Ex ＝ dEsinθ ＝
σd x

２πε０ r ·
x
r ＝

σ
２πε０

·
xd x

x２ ＋ h２

d Ey ＝ dEcosθ ＝
σd x

２πε０ r ·
h
r ＝

σ
２πε０

·
hd x

x２ ＋ h２

则整个薄板在 P２ 点产生的电场强度的分量各为

Ex ＝∫
b
２

－
b
２

σ
２πε０

xd x
（ x２ ＋ h２ ） ＝

σ
２πε０

ln（ x２ ＋ h２ ）
b
２

－
b
２

＝ ０

E ＝ Ey ＝ ∫
b
２

－
b
２

σ
２πε０

hd x
（ x２ ＋ h２ ） ＝

σ
πε０

arctan b
２ h

E的方向 ，当 σ ＞ ０时 ，沿 y正方向 ；当 σ ＜ ０时 ，则沿 y轴负方向 ．

8畅7 　一半径为 R ，长为 l的圆柱形薄片 ，其上电荷均匀分布 ，电量为 q ．试求

在其轴线上与近端距离为 h处的电场强度 ．并讨论当 R → ０时 ，其结果如何 ？并与

８畅４题的结果作一比较 ．

解法一 　取如图 ８畅７（b）所示的坐标 ，在圆柱上取宽为 d z 的圆环 ，其上带电量

·１６１·



图 ８畅７（a）

为 d q ＝ q
l d z ，该圆环在轴线上任一点 P产生

的电场强度大小为

dE ＝
（ l ＋ h － z ） q

l · d z
４πε０ ［R２

＋ （ l ＋ h － z ）２ ］３／２

　 　整个圆形薄片在 P点产生的电场强度的
大小为

E ＝∫
l

０

g（ l ＋ h － z ）d z
４πε０ l［R２

＋ （ l ＋ h － z ）２ ］３／２

＝
q

４πε０ l
１

R２
＋ h２

－
１

R２
＋ （h ＋ l）２

　 　 E的方向 ，当 q ＞ ０时 ，沿 z 正方向 ；当 q ＜ ０时 ，沿 x 负方向 ．

当 R → ０时 ，由上式可得

E ＝
１

４πε０

q
h（ l ＋ h） ＝

１
４πε０

λl
h（ l ＋ h）

可见 ，８畅４题是本题在 R → ０时的极限情况 ．

图 ８畅７（b） 图 ８畅７（c）

解法二 　将圆柱形薄片视为无限个带电直线段 ，如图 ８畅７（c）所示 ．由对称性

可知 ，电场强度必沿轴线方向 ．取电荷元 d q ＝ ６ ld s ，则其线密度 λ ＝
q
l ＝ ６d s ，在 P

点产生的电场强度的 z 轴分量为

dEz ＝
λ

４πε０ R（sinθ２ － sinθ１ ）
＝

σd s
４πε０ R

R
R２

＋ h２
－

R
R２

＋ （h ＋ l）２

而 σ ＝
q

２π Rl ，所以

E ＝∫d Ez ＝ ∫
２π R

０

σ
４πε０ R

R
R２

＋ h２
－

R
R２

＋ （h ＋ l）２ d s
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＝
σ

４πε０ R
R

R２
＋ h２

－
R

R２
＋ （h ＋ l）２ · ２π R

＝
q

４πε０ l
１

R２
＋ h２

－
１

R２
＋ （h ＋ l）２

E的方向及 R → ０时的情况同解法一 ．

　 　 8畅8 　长为 l的带电细导体棒 ，沿 x 轴放置 ，棒的一端在原点 ．设电荷的线密

度为 λ ＝ A x ，A 为常量 ．求 x 轴上坐标为 x ＝ l ＋ b处的电场强度大小 ．

解 　在带电细导体棒上取电荷元 d q ＝ λd x ＝ A xd x ，它在 P点（坐标为 l ＋ b）
产生的电场强度的大小为

dE ＝
１

４πε０

d q
（ l ＋ b － x）２ ＝

A
４πε０

xd x
（ l ＋ b － x）２

整个带电棒在 P点产生的电场强度大小为
E ＝∫d E ＝

A
４πε０∫

l

０

xd x
（ l ＋ b － x）２

＝
A

４πε０

l
b － ln １ ＋

l
b

图 ８畅９

　 　 8畅9 　半径为 b 的细圆环 ，圆心在 Oxy 坐标
系的原点上 ．圆环所带电荷的线密度 λ ＝ Acosθ ，

其中 A 为常量 ，如图 ８畅９ 所示 ．求圆心处电场强

度的 x ，y分量 ．

解 　取电荷元 d q ＝ A cosθ· bdθ ，它在坐标原

点 O产生的电场强度沿坐标轴的分量为

d Ex ＝
－ A
４πε０

cosθ · bdθ
b２ cosθ

dEy ＝
－ A
４πε０

cosθ · bdθ
b２ sinθ

　 　整个细圆环产生的电场强度分量为

Ex ＝∫dEx ＝
A

４πε０ b∫
２π

０
－ cos２ θdθ ＝ －

A
４ε０ b

Ey ＝∫dEy ＝
－ A

４πε０ b∫
２π

０
sinθcosθdθ ＝ ０

　 　 8畅10 　两个同心的均匀带电球面 ，半径分别为 R１ 和 R２ ，带电量分别为 ＋ q和
－ q ，求其电场强度分布 ．

解 　两个均匀带电的同心球面 ，分别产生的电场强度分布 ，由高斯定理可知为

E１ ＝

０ 　 　 　 　 　 　 　 （ r ＜ R１ ）

１
４πε０

q
r２ r

０
　 　 　 （ r ＞ R１ ）
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E２ ＝

０ 　 　 　 　 　 　 　 （ r ＜ R２ ）

－
１

４πε０

q
r２ r

０
　 　 （ r ＞ R２ ）

　 　根据叠加原理 ，两个同心球面产生的电场强度分布

当 R１ ＜ R２ 时 ，　 E ＝ E１ ＋ E２ ＝

０ 　 　 　 　 　 　 （ r ＜ R１ ）

１
４πε０

q
r２ r

０
　 　 （R１ ＜ r ＜ R２ ）

０ 　 　 　 　 　 　 （ r ＞ R２ ）

　 　 8畅11 　两根相互平行的“无限长”直导线 ，其上均匀带电 ，电荷线密度分别为

λ１ 和 λ２ ，两直导线间的距离为 d ，求电场强度为零的点所连成的直线的位置 ．

图 ８畅１１

解 　由于每根“无限长”带电直线所产生

的电场强度都是轴对称的 ，所以 ，叠加后 E ＝

０的点连成的直线只能在两平行带电直线所

在的平面内 ．

当 λ１ 和 λ２ 同号时 ，E ＝ ０ 的直线在两带

电直线之间 ，如图 ８畅１１（a）所示 ．

由
｜λ１ ｜

２πε０ x －
｜λ２ ｜

２πε０ （d － x） ＝ ０ 　 得 　 x ＝

｜λ１ ｜d
｜λ１ ｜＋ ｜λ２ ｜

．

当 λ１ 和 λ２ 异号时 ，E ＝ ０ 的直线在电荷线密度小的直线的外侧 ．设 ｜λ１ ｜ ＜

｜λ２ ｜ ，如图 ８畅１１（b）所示 ．

由
｜λ１ ｜

２πε０ x －
｜λ２ ｜

２πε０ （ d ＋ x） ＝ ０ ，得 　 x ＝ ｜λ１ ｜d
｜λ２ ｜ － ｜λ１ ｜

．

图 ８畅１２（a） 图 ８畅１２（b）

8畅12 　如图 ８畅１２（a）所示 ，厚度为 b的“无限大”均匀带电平板 ，其电荷体密度
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为 ρ ．求板内外任一点的电场强度 ．

解 　取如图 ８畅１２（b）所示的坐标系 ，设所求点的坐标为 x ．

（１）平板外任一点 x ＞ b
２

，或 x ＜ －
b
２
的电场强度 ．在带电平板内任取一厚

度为 d x 的“无限大”均匀带电薄层 ，其电荷面密度为 ρd x ，它在所求点的电场强度

的大小为 d E ＝
ρd x
２ε０

．平板上各薄层所产生的 dE方向相同 ，故整个板所产生的电

场强度的大小为

E ＝∫
b
２

－
b
２

ρd x
２ε０

＝
bρ
２ε０

　 　当 ρ＞ ０时 ，E的方向垂直板面向外 ；ρ ＜ ０时 ，E的方向垂直指向板面 ．

（２）平板内任一点 －
b
２
＜ x ＜ b

２
的电场强度 ．

过所求点作一平行板面的平面 ，将带电板分成两部分 ，则在所求点产生的电场
强度等于这两部分所产生的电场强度的叠加 ，即

E（ x） ＝
ρ · x ＋

b
２

２ε０
－
ρ ·

b
２

－ x
２ε０

＝
ρx
ε０

　 　当 ρ＞ ０ ，x ＞ ０或 ρ ＜ ０ ，x ＜ ０时 ，E（ x）沿 x 轴正方向 ；

当 ρ＜ ０ ，x ＞ ０或 ρ ＞ ０ ，x ＜ ０时 ，E（ x）沿 x 轴负方向 ．

8畅13 　电荷均匀分布在半径为 R 的球形空间内 ，电荷体密度为 ρ ．试求球内 、

外及球面上的电场强度 ．

解 　根据电荷分布的球对称性 ，可知电场分布也具有球对称性 ．以带电体球的
球心为球心 ，作半径为 r的球形高斯面 ，由高斯定理知 ：

０ ≤ r ＜ R时 ， 促
S
E · dS ＝

１
ε０
ρ ·

４
３

π r３

E · ４π r２ ＝
４
３ε０

π ρr３

E ＝
ρr
３ε０

　 　 r ＝ R时 　 　 　 　 　 　 　 眄促
S
E · dS ＝ E · ４π R２

＝
ρ

ε０
·
４
３
π R３

E ＝
ρR
３ε０

　 　 r ＞ R时 　 　 　 　 　 　  促
S
E · dS ＝ E · ４π r２ ＝

１
ε０
ρ ·

４
３
π R３

E ＝
ρR３

３ε０ r２
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此题也可用叠加原理求解 ．

图 ８畅１４

8畅14 　半径为 ２ R 的均匀带电球 ，电荷的体
密度为 ρ ，球心为 O１ ，设想在球内有一个半径为
R的球形空腔 ，球心为 O２ ，O１ O２ ＝ R ，如图所示 ．

根据叠加原理求 O１ ，O２ ，P１ ，P２ 四点电场强度的
大小 ．P１ 和 P２ 在 O１ 和 O２ 的连线上 ，且 P１ O１ ＝

R ，P２ O１ ＝ ２ R ．

解 　该带电球壳所产生的电场 ，可视为半径
为 ２ R ，电荷体密度为 ＋ ρ的带电球体 ，与半径为
R 、电荷体密度为 － ρ的带电球体所产生的电场的

叠加 ，应用上题的结果得 ：

EO
１
＝ ０ ＋

－ ρ

３ε０
R ＝

－ ρ

３ε０
R

EO
２
＝

ρ

３ε０
R ＋ ０ ＝

ρ

３ε０
R

EP
１
＝

ρ

３ε０
R －

ρ

１２ε０
R ＝

ρ

４ε０
R

EP
２
＝

２ ρ

３ε０
R －

ρ

２７ε０
R ＝

１７ ρ

２７ε０
R

　 　 8畅15 　氢原子是一个中心带正电 qe 的原子核（可视为点电荷） ，外边是带负电

的电子云 ．在正常状态时 ，电子云的电荷分布密度是球对称的 ：

ρe ＝ －
qe
π a３０e

－
２ r
a
０

式中 a０ 为一常量（玻尔半径） ．试求原子电场强度大小的分布 ．

解 　根据电荷分布的球对称性 ，可知电场分布也是球对称性的 ．以原子核为球
心 ，以 r为半径作一球形高斯面 ，由高斯定理知

促
S′
E · dS ＝ ４π r２ · E ＝

q′
ε０

q′为高斯面内包围的总电量 ．令其中电子云的电量为 q″ ，则

q″ ＝ 蹿 ρe（ r）d V ＝ －
qe
π a３０∫

r

０
４π r２ · d r · e－

２ r
a
０

＝ －
４ qe
a３０∫

r

０
r２e－

２ r
a
０ d r ＝ qe ２

r２
a２０ ＋ ２

r
a０ ＋ １ e－

２ r
a
０ － qe

q′ ＝ qe ＋ q″ ＝ qe ２
r２
a２０ ＋ ２

r
a０ ＋ １ e－

２ r
a
０

所以
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E ＝
qe

４πε０ r２
２
r２
a２０ ＋ ２

r
a０ ＋ １ e－

２ r
a
０

　 　 8畅16 　如图 ８畅１６（a）所示 ，在半导体 pn结附近总是堆积着正 、负电荷 ，n区内
是正电荷 ，p区内是负电荷 ，两区内的电量相等 ．把 pn结看作一对带正 、负电荷的

“无限大”平板 ，它们相互接触 ．x 轴的原点取在 pn结的交接面上 ，方向垂直于板

面 ．n区的范围是 － xn ≤ x ≤ ０ ；p区的范围是 ０ ≤ x ≤ xp ．设两区内电荷分布都是均

匀的 ．

n区 ：ρe ＝ ND e
p区 ：ρe ＝ NAe

图 ８畅１６

这种分布称为实变形模型 ．其中 ND ，NA 都是常数 ，且有 xn ND ＝ xp NA （两区内的
电荷数量相等） ．试证电场强度的大小为

n区 ：E（ x） ＝
ND e
ε０

（ xn ＋ x）

p区 ：E（x） ＝
NA e
ε０

（ xp － x）

并画出 ρe（ x）和 E（ x）随 x 的变化曲线 ．

解 　在 n区内任一点的电场强度为
E（x） ＝ ∫

x

－ x n

ND e
２ε０

d x －∫
０

x

ND e
２ε０

d x ＋∫
xp
０

NA e
２ε０

d x

＝ ２
ND e
２ε０

x ＋
ND e
２ε０

xn ＋
NA e
２ε０

xp

　 　由于 NA xp ＝ ND xn ，所以上式可写为

E（ x） ＝
ND e
ε０

（xn ＋ x）

　 　在 p区内任一点的电场强度为
·７６１·



E（ x） ＝∫
０

－ x n

ND e
２ε０

d x ＋ －∫
x

０

NA e
２ε０

d x ＋∫
x p
x

NA e
２ε０

d x

＝
ND e
２ε０

xn － ２
NA e
２ε０

x ＋
NA e
２ε０

xp

＝
NA e
ε０

（ xp － x）

题目得证 ．

ρe（ x）和 E（ x）随 x 的变化曲线如图 ８畅１６（b）和（c）所示 ．

图 ８畅１７

8畅17 　设均匀电场的电场强度 E与半径
为 R的半球面的轴平行 ，试计算通过此半球面

S１ 的电通量 ．若以半球面的边线为边线 ，另作

一个任意形状的曲面 S２ ，则通过 S２ 面的电通
量又是多少 ？

解 　 由 S１ 和以 R 为半径的大圆面 S０ 组
成一个封闭曲面 S ，由高斯定理知 ：

促
S
E · dS ＝ ∑ qi ＝ ０

而

促
S
E · dS ＝ 簇

S
０

E · dS ＋ 簇
S
１

E · dS ＝ ０

所以

矱eS
１

＝ 簇
S
１

E · dS ＝ － 簇
S
０

E · dS ＝ ES ＝ Eπ R２

　 　同理 ，由 S２ 和以 R为半径的大圆面 S０ 组成一个封闭曲面 S′ ，则可得

矱eS
２

＝ － 簇
S
０

E · dS ＝ ES ＝ Eπ R２

　 　 8畅18 　用高斯定理重新解 ８畅１０题 ，并画出电场线 ．

解 　作半径为 r的同心球面为高斯面 ．

当 r ＜ R１ 时 ，有

促
S
E · dS ＝ E · ４π r２ ＝ ０

E ＝ ０

　 　当 R１ ＜ r ＜ R２ 时 ，有

促
S
E · dS ＝ E · ４π r２ ＝

１
ε０
q

·８６１·



图 ８畅１８

E ＝
１

４πε０

q
r２

　 　当 r ＞ R２ 时 ，有

促
S
E · dS ＝ E · ４π r２ ＝

１
ε０
（q － q） ＝ ０

E ＝ ０

电场线如图所示 ．

8畅19 　实验表明 ：在靠近地面处的电场强度约

为 １ ．０ × １０
２N／C ，方向指向地球中心 ．在离地面

１ ．５ × １０
３m高处 ，电场强度约为 ２０N ／C ，方向也是指向地球中心 ．试求 ：

（１）地球所带的总电量 ．

（２）离地面 １畅５ × １０
３m下的大气层中电荷的平均密度 ．

解 　 （１）根据电场分布的对称性 ，以地球中心为球心 ，以近似于地球半径 R 为
半径作同心球面为高斯面 ．则由高斯定理有

促
S
E · dS ＝ E１cosπ · ４π R２

＝
１
ε０ ∑ qi

１
＝

１
ε０
q１

得

q１ ＝ － ４πε０ R２ E１ ＝ － ４ ．６ × １０
５C

　 　 （２）以 r ＝ R ＋ h为半径作同心球面为高斯面 ，则由高斯定理有

促
S
E · dS ＝ E２cosπ · ４π r２ ＝

１
ε０
∑ qi

２
＝

１
ε０
q２

得

q２ ＝ － ４πε０ r２ E２

则大气的电荷平均体密度为

ρ ＝
q２ － q１

４
３
π（ r３ － R３

）
＝ ４ ．７２ × １０

－１３ C／m３

　 　 8畅20 　一对“无限长”的同轴直圆筒 ，半径分别为 R１ 和 R２ （R１ ＜ R２ ） ，筒面上

都均匀带电 ，沿轴线单位长度的电量分别为 λ１ 和 λ２ ．试求空间的电场强度分布 ．

解 　根据电荷的轴对称分布可知电场应是轴对称分布的 ，以直圆筒轴线为轴 ，

作一半径为 r ，高为 l的闭合圆柱面为高斯面 ．由高斯定理有

（１） r ＜ R１ 区域

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ ０

E ＝ ０

　 　 （２）R１ ＜ r ＜ R２ 区域

·９６１·



促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
lλ１

E ＝
λ１

２πε０ r
　 　 （３） r ＞ R２ 区域

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
λ１ ＋ λ２ l

E ＝
λ１ ＋ λ２

２πε０ r
　 　 8畅21 　半径为 R的“无限长”的均匀带电直圆柱体 ，设体密度为 ρ ，试求圆柱

体内和圆柱体外任一点的电场强度 ．

解 　根据电场的轴对称分布 ，作一与圆柱体同轴的半径为 r 、长为 l的闭合圆
柱面为高斯面 ．由高斯定理有

当 r ＜ R时

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
π r２ · l · ρ

E ＝
ρ

２ε０
r

　 　当 r ＞ R时

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
π R２

· l · ρ

E ＝
ρR２

２ ε０ r
　 　若 ρ＞ ０ ，E的方向沿径向向外 ；若 ρ ＜ ０ ，E的方向沿径向指向轴线 ．

8畅22 　 “无限长”的同轴圆柱与圆筒均匀带电 ．圆柱的半径为 R１ ，其电荷体密

度为 ρ１ ，圆筒的内外半径分别为 R２ 和 R３ （R１ ＜ R２ ＜ R３ ） ，其电荷体密度为 ρ２ ．

（１）试求空间任一点的电场强度 ？ （２）若当 r ＞ R３ 区域中的电场强度为零 ，则 ρ１

和 ρ２ 应有什么样的关系 ．

解 　由电荷分布的轴对称性 ，可知电场分布亦具有轴对称性 ．作一半径为 r 、
长为 l的闭合同轴圆柱面为高斯面 ．由高斯定理可知

（１）当 r ＜ R１ 时

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
π r２ lρ１

E ＝
ρ１

２ε０
r
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　 　当 R１ ＜ r ＜ R２ 时

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
π R２

１ lρ１

E ＝
ρ１ R２

１

２ ε０ r
　 　当 R２ ＜ r ＜ R３ 时

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
［πR２

１ lρ１ ＋ π（ r２ － R２
２ ） lρ２ ］

E ＝
１

２ε０ r［R
２
１ ρ１ ＋ （ r２ － R２

２ ）ρ２ ］

　 　当 r ＞ R３ 时

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
［π R２

１ lρ１ ＋ π（R２
３ － R２

２ ） lρ２ ］

E ＝
１

２ε０ r［R
２
１ ρ１ ＋ （R２

３ － R２
２ ）ρ２ ］

上述 E的指向由 ρ１ 和 ρ２ 的正负决定 ．

（２）若 r ＞ R３ 的区域内 E ＝ ０ ，则 R２
１ ρ１ ＋ （R２

３ － R２
２ ）ρ２ ＝ ０ ，由于 R２ ＜ R３ ，可见

ρ１ 和 ρ２ 应为异号 ．即
ρ１

ρ２
＝ －

R２
３ － R２

２

R２
１

．

8畅23 　设气体放电形成的等离子体圆柱内电荷的体密度可用下式表示 ：

ρ（ r） ＝
ρ０

１ ＋
r
a

２ ２

式中 r是到轴线的距离 ，ρ０ 是轴线上的电荷体密度 ，a为常量（它是 ρ减少到 ρ０ ／４

处的半径） ．求圆柱体内的电场强度分布 ．

解 　由电荷分布的轴对称性可知电场分布也是轴对称的 ．作一半径为 r 、长为
l的闭合圆柱面为高斯面 ，由高斯定理有

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０∫
r

０

ρ０

１ ＋
r
a

２ ２ · ２π r · l · d r

＝
π a２ ρ０ lr２

ε０ （a２ ＋ r２ ）
得

E ＝
a２ ρ０ r

２ε０ （a２ ＋ r２ ）
　 　 8畅24 　用高斯定理重新解题 ８畅１２ ．
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解 　由电荷分布的面对称性 ，分析电场也具有面对称性 ．

（１）在平板外一点的电场强度 ．

作如图 ８畅２４（a）所示的柱形高斯面 ，由高斯定理有

促
S
E · dS ＝ ２ ES ＝

１
ε０
bSρ

得

E ＝
bρ
２ε０

　 　 （２）在平板内一点的电场强度

图 ８畅２４

作如图 ８畅２４（b）所示的柱形高斯面 ，由高斯定理有

促
S
E · dS ＝ ２ ES ＝

１
ε０
２ xSρ

得

E ＝
ρx
ε０

方向与 ８畅１２题结果相同 ．

8畅25 　用高斯定理重新解题 ８畅１６ ．

解 　作如图所示的闭合柱形高斯面 ．由高斯定理有

在 n区内 ，

促
S
E · dS ＝ E（ x）S ＝

１
ε０
（ xn ＋ x）SNDe

得

E（ x） ＝
NDe
ε０

（ xn ＋ x）
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图 ８畅２５

　 　在 p区内
促
S
E · dS ＝ E（ x）S ＝

１
ε０
（ xp － x）SNA e

得

E（ x） ＝
NAe
ε０

（xp － x）

　 　 8畅26 　把单位正电荷从电偶极子轴线的中点 O沿任意路径移到无限远处 ，求

静电力对它作的功 ．

图 ８畅２６

解 　图中 O点的电势为

u０ ＝
q

４πε０ （ l／２） －
q

４πε０ （ l／２） ＝ ０

根据

A ab ＝ q０ （ua － ub）
得

A ０ ∞ ＝ ０

　 　 8畅27 　在氢原子中 ，正常状态下电子到质子的距离为 ５畅２９ × １０
－ １１ m ，已知氢

原子核（质子）和电子带电量各为 ＋ e 和 － e（e ＝ １ ．６ × １０
－ １９ C） ．把原子中的电子

从正常状态下离核的距离拉开到无限远处 ，所需的能量叫做氢原子的电离能 ．求此

电离能是多少电子伏 ．

解 　由牛顿第二定律知

e２
４πε０ a２ ＝ m v２

a
得

１
２
mv２ ＝

e２
８πε０ a

所以氢原子系统具有的能量为
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W ＝ EP ＋ EK ＝ －
e２

４πε０ a ＋
e２

８πε０ a ＝ －
e２

８πε０ a ＝ － １３ ．６ eV
故氢原子的电离能为 ＋ １３ ．６eV ．

8畅28 　求与点电荷 q ＝ ２ ．０ × １０
－ ８C分别相距 a ＝ １ ．０m和 b ＝ ２ ．０m的两点的

电势差 ．

解 　 　 　 　 Δ u ＝ q
４πε０

１
a －

１
b ＝ ９０ V

8畅29 　两个点电荷的电量都是 q ，相距为 ２ r ．求中垂面上某点的电势 ．该点到

两个点电荷连线中点的距离为 x ，说明通过该点的等势线的形状 ．

解 　 up 乙＝ u１ ＋ u２ ＝ q
４πε０ （x２ ＋ r２ ）１／２ ＋

q
４πε０ （ x２ ＋ r２ ）１／２

＝
１

２πε０

q
（ x２ ＋ r２ ）１／２

　 　等势线是中垂面内半径为 x 的圆 ，圆心在两电荷的连线的中点 ．

图 ８畅３０

8畅30 　有两个带异号的点电荷 nq（ n ＞ １）

和 － q ，相距为 a ．证明 ：（１）电势是零的等势面

是一个球面 ；（２）球心在两点电荷连线的延长线

上 ，且在 － q 的点电荷的外侧 ；（３）这个球面的

半径为 na
n２ － １

．

解 　取如图所示的坐标系 ．设 P点的电势
为零 ．则

nq
４πε０ r２ ＋

－ q
４πε０ r１ ＝ ０

所以

r１
r２ ＝

１
n

而

r１ ＝ x２ ＋ y２ ＋ z －
a
２

２ １／２

r２ ＝ x２ ＋ y２ ＋ z ＋ a
２

２ １／２

代入上式中化简得

x２ ＋ y２ ＋ z －
（n２ ＋ １）a
（n２ － １） · ２

２

＝
na

n２ － １

２

　 　此式为一球面方程 ，球心的坐标为 ０ ，０ ，
（n２ ＋ １）

（n２ － １）

a
２

．即球心在 z 轴上 ．z ＝
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（n２ ＋ １）

（n２ － １）

a
２
＞
a
２

，说明球心在 － q点电荷的外侧 ，球面的半径为 na
n２ － １

．

8畅31 　金元素的原子核可看作均匀带电球体 ，其半径为 ６ ．９ × １０
－ １５ m ，电量

为 q ＝ ７９ × １ ．６ × １０
－ １９ C ．求它表面上的电势 ．

解 　 u ＝ １
４πε０

q
R ＝ １ ．６５ × １０

７ V
8畅32 　用电势叠加原理求 ８畅７题中 P点的电势 ．

解 　如图 ８畅７所示 ，在圆柱形薄片上取一宽为 d z 的圆环 ，此圆环上所带的电

量为 d q ＝ q
l d l ．由均匀带电圆环在轴线上一点的电势关系式及电势叠加原理有

u ＝∫
l

０

q／ l
４πε０ ［（h ＋ l － z ）２ ＋ R２

］
１／２ d z

＝
－ q

４πε０ lln h ＋ l ＋ ［（h ＋ l）２ ＋ R２
］
１／２

h ＋ （h２ ＋ R２
）
１／２

　 　 8畅33 　一半径为 R 的均匀带电球体 ，其电荷的体密度为 ρ ．求 ：（１）球外任一

点的电势 ；（２）球表面上的电势 ；（３）球内任一点的电势 ．

解 　由高斯定理求出均匀带电球体的电场分布为

E ＝

ρ
３ε０

r 　 　 （ r ≤ R）

ρR３

３ ε０ r２ 　 　 （ r ≥ R）

　 　以无穷远为电势零参考点 ，则

（１）球外一点的电势（ r ＞ R） ：

u ＝ ∫
∞

r
ρR３

３ ε０ r２d r ＝
ρR３

３ ε０ r
　 　 （２）球面上的电势（ r ＝ R） ：

u ＝ ∫
∞

R
ρR３

３ ε０ r２d r ＝
ρR２

３ ε０

　 　 （３）球内一点的电势（ r ＜ R） ：

u ＝ ∫
R

r
ρ
３ε０

rd r ＋∫
∞

R
ρR３

３ ε０ r２d r ＝
ρ

６ε０
（３ R２

－ r２ ）

　 　 8畅34 　长为 ２ a的直线段上均匀地分布着电量为 q的电荷 ．（１）P点在线段的
垂直平分面上 ，离线段的中点 O 的距离为 r ，求 P点的电势和 OP方向上的电场强
度分量 ．（２）P点在线段的延长线上 ，离 O 点的距离为 z ，求 P点的电势和 OP方
向的电场强度分量 ．（３）P点在通过线段端点 A 的垂直面上 ，离该端点的距离为 r ，
求 P点的电势及 AP方向的电场强度分量 ．
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解 　取如图 ８畅３４（a）所示的坐标系 ，以无穷远为电势的零参考点 ．

（１）取电荷元 d q ，它在 P点产生的电势为

d u ＝
１

４πε０

d q
（ z２ ＋ r２ ）１／２

＝
q

８πε０ a
d z

（ z２ ＋ r２ ）１／２

　 　根据电势叠加原理 ，整个带电直线在 P点产生的电势为

u ＝∫
q

８πε０ a
d z

（ z２ ＋ r２ ）１／２ ＝
q

８πε０ a∫
a

－ a
d z

（ z２ ＋ r２ ）１／２

＝
q

４πε０ aln a ＋ a２ ＋ r２
r

EOP ＝ －
抄 u
抄 r ＝ －

q
４πε０ a

抄
抄 r ln a ＋ a２ ＋ r２

r

＝
q

４πε０

１

r（a２ ＋ r２ ）１／２

图 ８畅３４

　 　 （２）取如图 ８畅３４（b）所示的电荷元 d q ，它在 P点产生的电势为

d u ＝
１

４πε０

d q
z － l ＝

１
８πε０ a ·

d l
z － l

则整个带电直线在 P点产生的电势为

u ＝∫
１

８πε０ a ·
d l
z － l ＝

１
８πε０ a∫

a

－ a
d l
z － l ＝

１
８πε０ aln

z ＋ a
z － a
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EOP ＝ －
抄 u
抄 z ＝

１
４πε０

q
z２ － a２ ．

　 　 （３）取如图 ８畅３４（c）所示的坐标系和电荷元 d q ，在 P点产生的电势为

d u ＝
q

８πε０ a
d z

（ z２ ＋ r２ ）１／２

则整个带电直线在 P点产生的电势

u ＝
q

８πε０ a∫
２ a

０

d z
（ z２ ＋ r２ ）１／２ ＝

q
８πε０ aln ２ a ＋ r２ ＋ ４ a２

r

EA P ＝ －
抄 u
抄 r ＝ －

q
８πε０ a

抄
抄 r ln ２ a ＋ r２ ＋ ４ a２

r

＝
１

４πε０

q
r（ r２ ＋ ４ a２ ）１／２

　 　 8畅35 　半径为 R的“无限长”圆柱体内均匀带电 ，电荷体密度为 ρ ．试求它所

产生的电场的电势分布（选圆柱的轴线为电势的零参考点） ．

解 　由高斯定理知带电圆柱体的电场分布

E ＝

ρr
２ε０

　 　 　 　 　 　 （ r ≤ R）

ρ
２ε０

R２

r 　 　 　 　 （ r ≥ R）

　 　其电势分布为

　 　当 r ≤ R时

u ＝ ∫
０

r
ρ
２ε０

rd r ＝ －
ρ

４ε０
r２

　 　当 r ≥ R时

u ＝∫
R

r
ρ
２ε０

R２

r d r ＋∫
０

R
ρ
２ε０

rd r
＝ －

ρR２

４ε０
＋

ρR２

２ ε０
ln R

r
　 　 8畅36 　证明在习题 ８畅１６中突变型 pn结内电势的分布是

n区 ：u ＝ －
ND e
ε０

xn x ＋
１
２
x２

p区 ：u ＝ －
NA e
ε０

xp x －
１
２
x２

　 　解 　取 p区与 n区接触面为电势零面 ．则

　 　 n区 ：u（ x）＝ ∫
０

x

ND e
ε０

（ xn ＋ x）d x ＝ －
ND e
ε０

xn x ＋
１
２
x２

·７７１·



　 p区 ：u（x）＝ ∫
０

x

NA e
ε０

（ xp － x）d x ＝ －
NA e
ε０

xp x －
１
２
x２

图 ８畅３７

　 　 8畅37 　有两个半径均为 a ，轴线间相距为 l 的“无限

长”直导线（ l ＞ ２ a） ，带有等量异号的电荷 ，单位长度上带

电量分别为 ＋ λ和 － λ ，假设当 l 相当大时 ，两导线上的

电荷仍为均匀分布 ．试求这两根导线上的电势差 ．

解 　两导线之间任一点的电场强度为

E ＝
λ

２πε０ r ＋
λ

２πε０ （ l － r）
两导线间的电势差为

Δ u ＝ ∫
l － a

a
λ

２πε０ rd r ＋∫
l － a

a
λ

２πε０ （ l － r）d r ≈
λ

πε０
ln l

a
　 　 8畅38 　半径为 R的薄圆盘带正电 ，电荷在其上均匀

分布 ，面密度为 σ ．试求 ：（１）圆盘轴线上的电势分布 ；（２）求圆盘边缘上一点 A 的
电势 ；（３）比较 A 点和圆心 O处电势的大小 ．

解 　 （１）把带电圆盘视为无数个不同半径的圆环 ．在轴线上距盘心为 x 处的 P

图 ８畅３８

点的电势等于这些带电圆环在该点产生的电势的叠加 ．取半径为 r ，宽度为 d r 的
圆环 ，其上所带的电量为 d q ＝ σ·２π r·d r ，它在 P点产生的电势为

d u ＝
１

４πε０

d q
（ r２ ＋ x２ ）１／２ ＝

１
４πε０

σ · ２π rd r
（ r２ ＋ x２ ）１／２

＝
σ

２ε０

rd r
（ r２ ＋ x２ ）１／２

则整个带电薄圆盘在 P点产生的电势为

u ＝∫d u ＝
σ

２ε０∫
R

０

rd r
r２ ＋ x２

＝
σ

２ε０ R２
＋ x２ － x

　 　 （２）如图 ８畅３８ 所示 ，以 A 为圆心 ，以 r 和
r ＋ d r分别为半径作细圆环 ，它带电量为 d q ＝
σ·２ rθ·d r ，其在 A 点产生的电势为

d u ＝
１

４πε０

d q
r ＝

２ σ
４πε０

θd r
因为

r ＝ ２ Rcosθ
所以

d r ＝ － ２ Rsinθdθ
·８７１·



故

d u ＝
σ

２πε０
θ（－ ２ Rsinθdθ）

则整个带电圆盘在 A 点产生的电势为

uA ＝∫d u ＝ ∫
０

π
２

σR
πε０

（－ θsinθdθ） ＝
σR
πε０∫

π
２

０
θsinθdθ

＝
σR
πε０

（sinθ － θcosθ）
π
２

０
＝

σR
πε０

　 　 （３）由（１）知 ，当 x → ０时 ，u０ ＝ σ痹R
２ε０

，因此有 u０ ＞ uA ．

8畅39 　一电子初速为零 ，在 ５ ０００V的电压下获得速度后水平飞入两平行板空
间的中央 ，若平板是水平放置的 ，且板长 b ＝ ５ cm ，两板间距离 d ＝ １ cm ．问至少要

在两板上加多大电压 ，才能使电子不再飞出两板的空间 ？

解 　设电子不飞出板间 ，两板上所加电压为 u ，则板间电场强度 E ＝ u／d ．忽

略电子所受重力 ，因而有

y ＝
１
２
eE
m

b
v

２

≥
d
２

将 E ＝ u／d代入上式整理可得

umin ＝
d
b

２ mv２
e

因为加速电压 u０ ＝ ５０００ V ，而 eu０ ＝ １
２
mv２ ，故有 mv２ ＝ ２ eu０ ，代入得

umin ＝
d
b

２ ２ eu０
e ＝ ２

d
b

２

u０ ＝ ２ ×
１
５

２

× ５０００ ＝ ４００（V）

　 　 8畅40 　二极管的主要构件是一个半径为 R１ ＝ ５ ．０ × １０
－ ４m的圆柱状阴极和一

个套在阴极外的半径为 R２ ＝ ４ ．５ × １０
－ ３m 的同轴圆筒状阳极 ．阳极与阴极间电势

差为 u ＋ － u － ＝ ３００V ．

（ l）设一电子从阴极出发时的初速度很小 ，可以忽略不计 ．求该电子到达阳极

时所具有的动能 ．

（２）求证两极间距离轴线为 r的一点处电场强度为

E ＝
１
r

u＋ － u －ln（R２ ／R１ ）

　 　解 　 （１）电场力作功等于电子动能的增量

１
２
mv２ ＝ e（u＋ － u － ）

由此得
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v ＝
２ e（ u＋ － u － ）

m ＝
２ × １ ．６ × １０

－１９
× ３００

９畅１ × １０
－３１

＝ １ ．０５ × １０
７
（m／s）

　 　 （２）作同轴的闭合圆柱形高斯面 ，由高斯定理有

促
S
E · dS ＝ E · ２π r · l ＝ １

ε０
λl

解得

E ＝
λ

２πε０ r
　 　由电势差的定义有

u － － u＋ ＝ ∫
R
２

R
１

E · d l ＝ ∫
R
２

R
１

－
λ

２πε０ rd r ＝ －
λ

２πε０
ln R２

R１

因而有

λ ＝ ２πε０
u＋ － u －ln R２ ／R１

代入得

E ＝
１
r
u＋ － u －ln R２ ／R１

图 ８畅４１（a）

　 　 8畅41 　 带电量为 q 的点电荷处在导体球壳的中
心 ，球壳的内 、外半径分别为 R１ 和 R２ ，求球壳内 、外

及壳上任一点的电场强度和电势 ．并画出 E － r 和
u － r线 ．

解 　应用高斯定理 ，求出电场强度分布为

E ＝

１
４πε０

q
r２ 　 　 　 　 （ r ＜ R１ ）

　 　 ０ 　 　 　 　 　 （R１ ＜ r ＜ R２ ）

１
４πε０

q
r２ 　 　 　 　 （ r ＞ R２ ）

由电势定义知

当 r ≤ R１ 时

u ＝∫
R
１

r
q

４πε０ r２ d r ＋ ０ ＋∫
∞

R
２

q
４πε０ r２d r

＝
q

４πε０

１
r －

１
R１

＋
１
R２

当 R１ ≤ r ≤ R２ 时
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u ＝ ０ ＋∫
∞

R
２

q
４πε０ r２d r ＝

q
４πε０ R２

当 r ≥ R２ 时

u ＝ ∫
∞

r
q

４πε０ r２d r ＝
q

４πε０ r
　 　 E － r和 u － r线如图 ８畅４１（b）和（c）所示 ．

图 ８畅４１（b） 图 ８畅４１（c）

图 ８畅４２

8畅42 　半径为 R１ 的导体球带电量为 q ，球外套以

内 、外半径分别为 R２ 和 R３ 的同心导体球壳 ，球壳上带

电量为 Q ．（１）求球和球壳的电势 ；（２）求球与球壳间的

电势差 ；（３）用导线把球和球壳连接起来 ，再回答（１）（２）

两问 ；（４）若将球壳外面接地 ，再回答（１）（２）两问 ．

解 　 （１）先由高斯定理求出电场强度分布

E ＝

　 　 ０ 　 　 　 　 　 　 　 （ r ＜ R１ ）

１
４πε０

q
r２ 　 　 　 　 　 　 （R１ ＜ r ＜ R２ ）

　 　 ０ 　 　 　 　 　 　 　 （R２ ＜ r ＜ R３ ）

１
４πε０

q ＋ Q
r２ 　 　 　 　 　 （ r ＞ R３ ）

再根据电势的定义得导体的电势为

u１ ＝∫
R
２

R
１

q
４πε０ r２d r ＋∫

∞

R
３

q ＋ Q
４πε０ r２ d r

＝
q

４πε０

１
R１

－
１
R２

＋
q ＋ Q
４πε０ R３

导体壳的电势为

u２ ＝ ∫
∞

R
３

q ＋ Q
４πε０ r２d r ＝

q ＋ Q
４πε０ R３
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　 　 （２）导体球与球壳间的电势差为

u１ － u２ ＝
q

４πε０

１
R１

－
１
R２

　 　 （３）用导线将导体球与球壳连接后 ，电荷全部分布在球壳的外表面上 ，其电量

为 q ＋ Q ．在这种情况下 ，电场强度的分布为

E ＝

　 　 ０ 　 　 　 　 　 （ r ＜ R３ ）

l
４πε０

q ＋ Q
r２ 　 　 　 （ r ＞ R３ ）

此时

u１ ＝ u２ ＝ ∫
∞

R
３

q ＋ Q
４πε０ r２d r ＝

１
４πε０

q ＋ Q
R３

因此

u１ － u２ ＝ ０

　 　 （４）用导线将球壳的外表面接地 ，则球壳只有内表面有电量 － q分布 ．此时 ，电

场强度的分布为

E ＝

　 　 ０ 　 　 　 　 　 （ r ＜ R１ ）

１
４πε０

q
r２ 　 　 　 　 （R１ ＜ r ＜ R２ ）

　 　 ０ 　 　 　 　 　 （ r ＞ R２ ）

因此有

u２ ＝ ０

u１ ＝ ∫
R
２

R
１

q
４πε０ r２d r ＝

q
４πε０

１
R１

－
１
R２

u１ － u２ ＝
q

４πε０

１
R１

－
１
R２

　 　 8畅43 　两个金属球半径分别为 R１ 和 R２ ，所带电量分别为 q１ 和 q２ ．两球相距

很远 ，将两球用导线连接 ，设导线很长 ，两球上电荷仍可视为均匀分布 ．试证 ：在静

电平衡时 ，两球上电荷的面密度与它们的半径成反比 ．

解 　设两球连接后处于静电平衡时两球带电量分别为 q′１ 、q′２ ，则两金属球上

电荷的面密度分别为

σ１ ＝
q′１

４π R２
１

，　 　 σ２ ＝
q′２

４π R２
２

而两球的电势分别为

u１ ＝
q′１

４π R１
，　 　 u２ ＝

q′２
４π R２

，
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　 　由于 u１ ＝ u２ ，因而可得

σ１ R１ ＝ σ２ R２

　 　题目得证 ．

8畅44 　范德格拉夫起电机的球壳直径为 １ ．０m ，空气的击穿电场强度为 ３０kV／

cm ，求这起电机最多能达到多高的电势 ？

解 　因为球壳表面电场强度 E ＝
σ
ε０

，其电势为

u ＝
１

４πε０

q
R ＝

σ
ε０
R ＝ ER

　 　所以电机能达到的最高电势为

u ＝ E击 R ＝ ３０ × １０
５
×

１
２

＝ １ ．５ × １０
６
（V）

　 　 8畅45 　两块平行的金属板相距为 d ，用一电源充电 ，两极板间的电势差为 Δ u ．

将电源断开 ，在两板间平行地插入一块厚度为 l 的金属板（ l ＜ d ，且与极板不接

触） ，忽略边缘效应 ，问两金属板间的电势差改变多少 ？插入的金属板的位置对结

果有无影响 ？

图 ８畅４５

解 　充电后 ，插入金属板前 ，若板上电荷面密为 σ ，则

板间的电场强度为 E ＝
σ
ε０

，两板间的电势差为

Δ u ＝ Ed ＝
σ
ε０
d

　 　断开电源 ，插入金属板后 ，两极板上的电荷分布不会

发生变化 ，而处于静电平衡状态的金属板面出现与极板上

电量相同的感应电荷 ，如图 ８畅４５所示 ．金属板内 E ＝ ０ ，其

余空间的电场强度仍为 E ＝
σ
ε０

，故两极板间的电势差

Δ u′ ＝
σ
ε０
（d － l）

电势差的改变 Δ u － Δ u′＝ σ
ε０
d －

σ
ε０
（d － l）＝ σ

ε０
l ＝ l

d Δ u ．

可见金属板的位置对结果无影响 ．

8畅46 　两只电容分别为 C１ ＝ ３ μF ，C２ ＝ ６ μF的电容器串联 ，用电压 U ＝ １０ V
的电源给它们充电 ，然后把电源断开 ．再把断开的导线两端连接起来 ，问每只电容

器极板上最后所带的电量是多少 ？

解 　零 ．

8畅47 　两导体相距很远 ，相对于无限远处的电势分别为 u１ 和 u２ ，电容分别为

C１ 和 C２ ，当用细线把它们连接起来时 ，将有电荷的流动 ．计算流动的电量及导体
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最后的电势 ．

解 　两导体原来带电量为

Q１ ＝ C１ u１ ，　 　 Q２ ＝ C２ u２
用导线连接后

u１ ＝ u２
电容变为

C ＝ C１ ＋ C２

由电荷守恒定律有

Q ＝ Q１ ＋ Q２

因此 ，导体最后的电势为

u ＝
Q
C ＝

C１ u１ ＋ C２ u２
C１ ＋ C２

流动的电量为

Q１ － Q′１ ＝ C１ u１ － C１ u ＝
C１ C２ （u１ － u２ ）

C１ ＋ C２
．

图 ８畅４８

　 　 8畅48 　图中 C１ ＝ ８ μF ，U０ ＝ １２０ V ，C２ ＝ ４ μF ，

K为单刀双掷开关 ．把 K 接在 １ 处 ，给 C１ 充电到

１２０ V ，再把 K接 ２处 ．计算电容器中能量的变化 ．

解 　当 K 合至 １处 ，使 C１ 充电 ，

q１ ＝ C１ u０ ＝ ８ × １０
－６

× １２０ ＝ ９畅６ × １０
－４
（C）

电容器中的能量

W １ ＝
１
２
C１ u２０ ＝

１
２

× ８ × １０
－６

× １２０
２
＝ ５ ．７６ × １０

－２
（J）

当 K合至 ２处 ，C１ 向 C２ 放电 ，电荷重新分布

q′１ ＋ q′２ ＝ q１
由 C１ 、C２ 上电压相等知

q′１ ∶ q′２ ＝ C１ ∶ C２ ＝ ２ ∶ １

解得

q′１ ＝ ６ ．４ × １０
－４C ，　 q′２ ＝ ３ ．２ × １０

－４C ，　 u ＝
q′１
C１

＝ ８０V
电容器中的能量

W ２ ＝
１
２
C１ u２ ＋

１
２
C２ u２

＝ ０ ．５ × （８ ＋ ４） × １０
－６

× ８０
２

＝ ３ ．８４ × １０
－２
（J）

·４８１·



能量变化为

Δ W ＝ W ２ － W １ ＝ ３ ．８４ × １０
－２

－ ５ ．７６ × １０
－２

＝ － １ ．９２ × １０
－２
（J）

　 　 8畅49 　有一平行板空气电容器 ，极板的面积均为 S ，极板间距为 d ，把厚度为

d′（d′＜ d）的金属平板平行于极板插入电容器内（不与极板接触） ．

（１）计算插入后电容器的电容 ；

（２）给电容器充电到电势差为 U０ 后 ，断开电源 ，再把金属板从电容器中抽出 ，

外界要作多少功 ？

解 　 （１）插入厚度为 d′的金属板 ，相当于原来空气电容器间距减小为 d － d′ ，

故

C０ ＝
ε０ S

d － d′

　 　 （２）充电后 ，Q０ ＝ C０ u０ ＝
ε０ S
d － d′u０ ，

W ０ ＝
１
２
C０ u２０ ＝

１
２

ε０ S
d － d′u

２
０ ．

　 　抽出金属板后 ，电容变为

C ＝
ε０ S
d

因为电量不变 ，所以

u ＝
Q０

C ＝
d

d － d′u０ ，　 W ＝
１
２
Cu２ ＝

１
２

ε０ Sd
（d － d′）２ u

２
０

　 　显然 ，W ＞ W ０ ，故抽出过程中外界需作功

A ＝ W － W ０ ＝
１
２

ε０ Sd′
（d － d′）２ u

２
０

　 　 8畅50 　空气中有一直径为 １０ cm 的导体球 ，电势为 ８ ０００ V ，计算它表面处静

电能密度 ．

解 　导体球的电容 C ＝ ４πε０ R ，故球上带电量为 Q ＝ Cu ．导体球表面的电场

强度为

E ＝
σ
ε０

＝
Q

４π R２
ε０

＝
Cu

C · R ＝
u
R

导体球表面的电能密度

w ＝
１
２
ε０ E２

＝
１
２
ε０

u
R

２

＝
１
２

× ８ ．８５ × １０
－１２

×
８０００

３０ × １０
－２

２

·５８１·



＝ ０ ．１１３（J／m３
）

　 　 8畅51 　球形电容器的内外半径分别为 R１ 和 R２ ，电势差为 u ，计算电容器储

藏的静电能 ．

解 　 W ＝
１
２
Cu２ ＝ １

２
４πε０

R１ R２

R２ － R１
u２ ＝ ２πε０

R１ R２

R２ － R１
u２

图 ８畅５２

8畅52 　半径为 ２ ．０ cm 的导体球外套一个与它同心
的导体球壳 ，球壳的内 、外半径分别为 ４ ．０ cm和 ５ ．０ cm ，

当内球带电量为 ３ ．０ × １０
－ ３C 时 ，计算它储藏的静电能 ？

如果用导线将它们连在一起 ，它储藏的静电能又是多少 ？

解 　由高斯定理可知系统的电场强度分布为

E ＝

０ 　 　 　 　 　 　 　 （ r ＜ R１ ）

１
４πε０

q
r２

　 　 　 　 （R１ ＜ r ＜ R２ ）

０ 　 　 　 　 　 　 　 （R２ ＜ r ＜ R３ ）

１
４πε０

q
r２

　 　 　 　 （R３ ＜ r）

则在 R１ ＜ r ＜ R２ 和 r ＞ R３ 区间的电场能量密度

w ＝
１
２
ε０ E２

＝
１
２
ε０

q２

１６π
２
ε
２
０ r４

＝
q２

３２π
２
ε０ r４

　 　在以 r为半径 、以 d r为厚度的体积元中贮藏的能量为
dW ＝ wd V ＝

q２

３２π
２
ε０ r４

· ４π r２ · d r ＝
q２

８πε０ r２
d r

　 　电场贮藏的总能量为

W ＝∫
R
２

R
１

q２

８πε０ r２
d r ＋∫

∞

R
３

q２

８πε０ r２
d r

＝
q２

８πε０

１
R１

－
１
R２

＋
１
R３

＝
q２

８πε０

（R２ － R１ ）R３ ＋ R１ R２

R１ R２ R３

＝ １ ．８２ × １０
６J

　 　如果用导线将它们连在一起 ，则电荷全部分布在球壳的外表面 ，此时电场的能

量为

W ＝ ∫
∞

R
３

q２

８πε０ r２
d r ＝

q２

８πε０

１
R３

＝ ８畅１ × １０
５ J

·６８１·



图 ８畅５３

　 　 8畅53 　 A 、B 、C 为三块平行金属板 ，面积均为 ２００

cm２
．A 、B相距 ４ ．０ mm ，A 、C相距 ２ ．０ mm ．B 、C 板都

接地 ，如图所示 ．设 A 板带电量 q ＝ ３ ．０ × １０
－ ７C ，不计边

缘效应 ．

（１）若平板间为空气（εr ＝ １ ．００） ，求 B 板和 C 板上
的感应电荷 ，以及 A 板的电势 ；

（２）若在 A 、B间充以另一 εr ＝ ５的均匀电介质 ，再

求 B 、C板上的感应电荷及 A 板的电势 ．

解 　假设 B 板和 C 板上的感应电荷分别为 － q１ ，

－ q２ ，则由金属板内的电场强度为零可知 ，A 板左右两
板面上的电荷分别为 q２ ，q１ ，由电荷守恒定律可知

q１ ＋ q２ ＝ q （１）

　 　由 A 板是等势体可知
uAC ＝ uAB

而

uAC ＝ EAC dAC ＝
σ２

ε０
dAC ＝

q２
ε０ sdA C

uAB ＝ EABdAB ＝
σ１

ε０
dAB ＝

q１
ε０ sdAB

所以有
q２
ε０ sdAC ＝

q１
ε０ sdAB

q２ dAC ＝ q１ dAB （２）

　 　由式（１）和式（２）可解得

q１ ＝
qdAC

dAC ＋ dAB ＝
３ ．０ × １０

－７
× ２

２ ＋ ４
＝ １ ．０ × １０

－７
（C）

q２ ＝
qdAB

dAC ＋ dAB ＝
３ ．０ × １０

－７
× ４

２ ＋ ４
＝ ２ ．０ × １０

－７
（C）

所以 B板和 C板上的感应电荷为 － １畅０ × １０
－ ７C和 － ２ ．０ × １０

－ ７C ．

故

uA ＝ uab ＝
q１
ε０ sdAB ＝

１ ．０ × １０
－７

× ４ × １０
－３

８畅８５ × １０
－１２

× ２００ × １０
－４ ＝ ２ ．３ × １０

３V
　 　 （２）解法同（１） ，由电荷守恒定律和 A 板是等势体可知

q１ ＋ q２ ＝ q
q１

ε０ εrsdAB ＝
q２
ε０ sdA C

·７８１·



解之得

q１ ＝
qdAC

dAB
εr

＋ dAC
＝

３ ．０ × １０
－７

× ２
４
５

＋ ２
＝ ２ ．１ × １０

－７
（C）

q２ ＝
qdAB

dAB ＋ εr dAC ＝
３ ．０ × １０

－７
× ４

４ ＋ ５ × ２
＝ ８畅６ × １０

－８
（C）

所以 B板和 C板上的感应电荷为 － ２ ．１ × １０
－ ７C和 － ８畅６ × １０

－ ８C ．

故

uA ＝ uAC ＝
q２
ε０ sdAC ＝

８畅６ × １０
－８

× ２ × １０
－３

８畅８５ × １０
－１２

× ２００ × １０
－４ ＝ ９畅７ × １０

２
（V）

　 　 8畅54 　一半径为 R１ 的长直导线的外面 ，套有内半径为 R２ 的同轴薄圆筒 ，它

们之间充以相对介电常数为 εr 的均匀电介质 ．设导线和圆筒都均匀带电 ，且沿轴

线单位长度带电量分别为 ＋ λ和 － λ ．

图 ８畅５４

（１）试求导线内 、导线和圆筒间 、圆筒外

三个空间区域中电场强度分布 ；

（２）求导线和圆筒间的电势差 ．

解 　 （１）由电荷分布的柱对称性可知电

场也是柱对称分布的 ．作与导线同轴的封闭

圆柱面为高斯面 ，其上 、下底面与轴线垂直 ．

由介质中的高斯定理知

对 r ＜ R１

促
S
D · dS ＝ D · ２π rl ＝ ０

D ＝ ０

E ＝
D
ε０

＝ ０

　 　 R１ ＜ r ＜ R２ ，

D ＝
λ

２π r

E ＝
D

ε０ εr
＝

λ
２πε０ εr r

　 　 r ＞ R２

D ＝ ０

E ＝ ０

　 　 （２） 　 Δ u ＝∫
R
２

R
１

λ
２πε０ εr rd r ＝

λ
２πε０ εr ln

R２

R１

·８８１·



8畅55 　导体球带电 q ＝ １ ．０ × １０
－ ８C ，半径为 R ＝ １０ ．０ cm ，球外有两种均匀电

介质 ，一种介质的相对介电常数 εr１ ＝ ５ ．０ ，紧贴球面成球壳状包围导体球 ，厚度为

d ＝ １０ ．０ cm ；另一种介质为空气 εr２ ＝ １ ．０ ，充满整个空间 ．

（１）求离球心 O为 r处的场强 ，并算出 r等于 ５ ．０ cm 、１５ ．０ cm 以及 ２５ ．０ cm
处的电位移 D和场强 E的值 ．

（２）求离球心 O为 r处的电势 ，并算出 r等于 ５ ．０ cm 、１５ ．０ cm 、及 ２５ ．０ cm处
的电势 u的值 ．

解 　 （１）由电荷分布的球对称性可知电场也是球对称分布的 ，电场强度 E和
电位移矢量 D的方向是沿径向的 ．作同心球面为高斯面 ，由高斯定理很容易知道

D和 E的分布 ．

D ＝

　 ０ ，　 　 　 　 　 　 　 　 　 r ＜ １０ cm
q

４π r２
，　 　 　 　 　 　 　 　 　 １０ cm ＜ r ＜ ２０ cm

q
４π r２

，　 　 　 　 　 　 　 　 　 r ＞ ２０ cm

E ＝
D

ε０ εr
＝

　 ０ ，　 　 　 　 　 　 r ＜ １０ cm
q

４πε０ εr
１
r２

，　 　 　 　 １０ cm ＜ r ＜ ２０ cm
q

４πε０ εr
２
r２

，　 　 　 　 r ＞ ２０ cm
所以

r ＝ ５ ．０ cm ，　 　 　 　 　 �D１ ＝ ０ ，　 　 　 　 E１ ＝ ０

r ＝ １５ ．０ cm ， D２ ＝
q

４π r２
＝

１畅０ × １０
－ ８

４π × （１５ × １０
－ ２
）
２ ＝ ３ ．５ × １０

－ ８
（C／m２

）

E２ ＝
D２

ε０ εr１ ＝
３ ．５ × １０

－ ８

８畅８５ × １０
－ １２

× ５ ．０
＝ ８畅０ × １０

２
（N／C）

r ＝ ２５ ．０ cm ， D３ ＝
q

４π r２
＝

１畅０ × １０
－ ８

４π × （２５ × １０
－ ２
）
２ ＝ １ ．３ × １０

－ ８
（C／m）

E３ ＝
D３

ε０ εr２ ＝
１ ．３ × １０

－ ８

８畅８５ × １０
－ １２

× １ ．０
＝ １ ．４ × １０

３
（N／C）

（２）由电势的定义可知 ：

当 r ≤ １０ cm时 ，u 眄＝ ∫
０ ．１

r
０d r ＋∫

０ ．２

０ ．１

q
４πε０ εr１ r２

d r ＋∫
∞

０ ．２

q
４πε０ εr２ r２

d r
＝

q
４πε０ εr１

１
０ ．１

－
１
０ ．２

＋
q

４πε０ εr２
１
０ ．２

·９８１·



＝
１ ．０ × １０

－８

４π × ８畅８５ × １０
－１２

１
５

× ５ ＋ １ × ５

＝ ５ ．４ × １０
２
（V）

１０ cm ≤ r ≤ ２０ cm时 ，u 忖＝∫
０ ．２

r

q
４πε０ εr

１
r２
d r ＋∫

∞

０ ．２

q
４πε０ εr

２
r２
d r

＝
q

４πε０

１
εr

１

１
r －

１
０ ．２

＋
１
εr

２

×
１
０ ．２

r ≥ ２０ cm时 ，u f＝ ∫
∞

r

q
４πε０ εr

２
r２
d r

＝
q

４πε０ εr
２
r

所以

r ＝ ５ ．０ cm时 ，　 剟u１ ＝ ５ ．４ × １０
２V

r ＝ １５ ．０ cm时 ， u２ ＝ １ ．０ × １０
－ ８

４π × ８畅８５ × １０
－ １２ ×

１
５
×

１
０ ．１５

－
１
０ ．２

＋
１
０ ．２

　 ＝ ４ ．８ × １０
２
（V）

r ＝ ２５ ．０ cm时 ， u３ ＝ １ ．０ × １０
－ ８

４π × ８畅８５ × １０
－ １２

× １ ．０ × ０ ．２５

　 ＝ ３ ．６ × １０
２
（V）

8畅56 　在下列各图中 ，平行板电容器极板面积均为 S ，相距为 d ，充以均匀电

介质 ，其相对介电常数为 εr１ 、εr２ 、εr３ ，介质的位置如图所示 ，试分别求出各电容器

的电容 ．

图 ８畅５６

解 　 （１）图 ８畅５６（a）可看成是两个平行板电容器并联 ，如图 ８畅５６（d）所示 ，则

C１ ＝
ε０ εr１ S／２

d

C２ ＝
ε０ εr２ S／２

d

·０９１·



C ＝ C１ ＋ C２ ＝
ε０ S
２ d （εr１ ＋ εr２ ）

　 　 （２）图 ８畅５６（b）可看成是两个平行板电容器串联 ，如图 ８畅５６（e）所示 ，则

C１ ＝
ε０ εr１ S
d／２

C２ ＝
ε０ εr２ S
d／２

C ＝
１

１
C１

＋
１
C２

＝
C１ C２

C１ ＋ C２

＝
２ε０ S
d

εr１ εr２
εr１ ＋ εr２

图 ８畅５６（d）

　

图 ８畅５６（e）

　

图 ８畅５６（f）

（３）图 ８畅５６（c）可看成右半部分两个平行板电容器串联起来 ，然后与左半部分

平行板电容器并联起来 ，如图 ８畅５６（f）所示 ，则

C１ ＝
ε０ εr１ S／２

d ＝
ε０ εr１ S
２ d

C２ ＝
ε０ εr２ S／２
d／２ ＝

ε０ εr２ S
d

C３ ＝
ε０ εr３ S／２
d／２ ＝

ε０ εr３ S
d

C ＝ C１ ＋
C２ C３

C２ ＋ C３

＝
ε０ εr１ S
２ d ＋

ε０ S
d

εr２ εr３
εr２ ＋ εr３

＝
ε０ S
d

εr１
２

＋
εr２ · εr３
εr２ ＋ εr３

　 　 8畅57 　一平行板电容器的两极板上 ，带有等量异号电荷 ，板间充满 εr ＝ ３ ．０的

电介质 ，电介质中电场强度为 1 ．０ × １０
６ V·m － １

，不计边缘效应 ．试求 ：（１）电介质中

电位移 D的大小和方向 ；（２）极板电荷的面密度 ．

·１９１·



图 ８畅５７

解 　 （１）因板间充满的是各向同性均匀介质 ，所

以

D ＝ ε０ εr E ＝ ３ × ８畅８５ × １０
－１２

× １ ．０ × １０
６

＝ ２ ．７ × １０
－５
（C／m２

）

　 　 （２）设极板面电荷密度为 σ ，在板间作一底面积为

Δ S的封闭柱面为高斯面 ，其轴线与板面垂直 ，两底面与极板面平行 ，而且上底面

在极板内（如图 ８畅５７所示） ，由电介质中的高斯定理知 ：

促
S
D · dS ＝ D · Δ S ＝ σ · Δ S

所以

σ ＝ D ＝ ２ ．７ × １０
－５ C／m２

　 　 8畅58 　如图 ８畅５８（a）所示 ，一平行板电容器两极板相距为 d ，面积为 S ，其中平

行于极板存放有一层厚度为 t的均匀电介质 ，它的相对介电常数为 εr ．设两极板间
的电势差为 u ，不计边缘效应 ．试求（１）电介质中电场强度和电位移的大小 ；（２）极

板上的电荷 Q ；（３）电容器的电容 ．

图 ８畅５８

解 　 （１）设空气中的场强为 E０ ，介质中的场强为 E ，则

u ＝ E０ x ＋ Et ＋ E０ （d － x － t）
＝ E０ （d － t） ＋ Et

由介质中的高斯定理可知 ，在两板间 D处处相等 ．

E０ ＝
D
ε０

，　 　 　 　 　 E ＝
D

ε０ εr
所以

u ＝
D
ε０
（ d － t） ＋

D
ε０ εr t

＝
D
ε０

d － t ＋ t
εr

D ＝
uε０

d － t ＋ t
εr
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＝
uε０ εr

εr d ＋ （１ － εr ） t

E ＝
D

ε０ εr ＝
u

εr d ＋ （１ － εr） t
　 　 （２）如图 ８畅５８（b）所示 ，作一柱形高斯面 ，由介质中的高斯定理可得

σ０ ＝ D
所以

Q ＝ σ０ S ＝ DS ＝
uε０ εr S

εr d ＋ （１ － εr） t

　 　 （３） 　 C ＝
Q
u ＝

ε０ εr S
εr d ＋ （１ － εr） t

8畅59 　在上题中 ，设未插入电介质时 ，极板间的电势差为 U０ ，然后将电介质

插入 ．试求插入电介质后（１）极板上的电荷 Q ；（２）电介质中的电位移 D和场强的
大小 ；（３）电容器的电容 ．

解 　 （１）极板上所带电量为

Q ＝ u０ c０ ＝
u０ ε０ S
d

　 　 （２）用电介质中的高斯定理求得

D ＝ σ０ ＝ Q ／S ＝ u０ ε０ ／d
　 　介质中的 D与空气中的 D相等 ．故介质中的场强为

E ＝
D

ε０ εr ＝
u０
εr d

　 　 （３）空气中的场强为

E０ ＝
D
ε０

＝
u０
d

所以

u ＝ E０ （d － t） ＋ Et ＝ u０
d （d － t） ＋

u０
εr dt

＝
u０
εr d［εr d ＋ （１ － εr） t］

所以

C ＝
Q
u ＝

ε０ εr S
εr d ＋ （１ － εr） t

　 　 8畅60 　如图 ８畅６０所示 ，两层均匀电介质充满圆柱形电容器 ，其相对介电常数

分别为 εr１和 εr２ ，设沿轴线单位长度上内 、外圆筒带电为 ＋ λ和 － λ的 ，求 ：（１）两介

质中的 D和 E ；（２）内外筒间的电势差 ；（３）此电容器单位长度的电容 ．
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图 ８畅６０

解 　 （１）作一封闭同轴圆柱面为高斯面 ，其

上 、下底面垂直于轴 ，则利用高斯定理得 ：介质 １中

D１ ＝
λ

２π r ，　 E１ ＝
D１

ε０ εr１ ＝
λ

２πε０ εr１ r
　 　 （R１ ＜ r ＜ R２ ）

　 　 D１ 和 E１ 均沿 r向外 ．同理 ，介质 ２中

D２ ＝
λ

２π r ，　 E２ ＝
λ

２πε０ εr２ r 　 　 （R２ ＜ r ＜ R３ ）

D２ 与 E２ 均沿 r向外 ．

（２）电势差 　 u１ － u２  ＝ ∫
R
２

R
１

λ
２πε０ εr１ rd r

＋∫
R
３

R
２

λ
２πε０ εr２ rd r

＝
λ

２πε０

１
εr１ ln

R２

R１
＋

１
εr２ ln

R３

R２

（３）单位长度上的电容

C ＝
λ

u１ － u２ ＝
２πε０ εr１ εr２

εr２ ln R２

R１
＋ εr１ln R３

R２
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第 9章 　 稳恒电流的磁场

一 、基本内容和主要公式

1畅磁感应强度 B

　 　定义 B的大小 ：B ＝
d Fmax
Id l ，其中 d Fmax为电流元 Id l在该点受到的最大磁场

力 ．B的方向为电流元 Id l在该点受到的磁场力为零时电流元所指的方向 ，且指向

满足安培力公式 dF＝ Id l × B ．

磁感应强度 B是用来描述磁场的基本物理量 ．

2畅毕奥 萨伐尔定律
（１）毕奥 萨伐尔定律

微分形式 ：　 　 dB ＝
μ０

４π
Id l × r
r３

积分形式 ：B ＝∫
μ０

４π
Id l × r
r３

式中 ，Id l是在电流上任取的电流元 ，r是由 Id l指向研究场点的位矢 ，r 为 r的大
小 ．

毕奥 萨伐尔定律是电流激发磁场的基本规律 ，由它很容易得到运动电荷的磁

场 ．

（２）运动电荷的磁场 　 　 B ＝
μ０

４π
q v × r
r３

式中 ，r是从电荷 q指向研究场点的位矢 ，v 是电荷的运动速度 ，q是电荷的电量 ．

3畅磁通量和高斯定理

（１）磁通量 ： Φm ＝ 簇
S
B · dS

（２）高斯定理 ： 促
S
B · dS ＝ ０

此定理表明 ，磁场线是无头无尾的闭合曲线 ，即磁场是无源场 ．

4畅安培环路定理

促
L
B · d l ＝ μ０ ∑

i
Ii（内）

式中 ∑
i
Ii（内）是环路 L 包围的所有电流的代数和 ，当 Ii 与 L 绕行方向满足右螺旋

法则时 ，Ii ＞ ０ ，反之 ，Ii ＜ ０ ．此式表明 ，稳恒磁场是有旋场 ．
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5畅磁场对载流导线和运动电荷的作用
（１）磁场对载流导线的作用力 ———安培力

微分形式 ：dF＝ Id l × B
积分形式 ：F ＝ ∫ L

Id l × B
其中 ，Id l是载流导线上的电流元 ，B是 Id l所在处的磁感应强度 ．

（２）均匀磁场对平面载流线圈的作用

合力 ： ∑ F＝ ０

磁力矩 ：M ＝ pm × B
式中 ，Pm 是载流线圈的磁矩 ，pm ＝ NIS ，其中 ，N 是线圈匝数 ，I是线圈中的电流 ，

S 是线圈的面积 ，且 S的方向与电流环绕方向满足右螺旋法则 ．

（３）磁力的功

A ＝∫
Φm２

Φm１

Id Φm ＝ I（ Φm２ － Φm１ ） ＝ IΔ Φm

　 　此式表明 ，当回路中电流不变时 ，磁力的功等于电流乘以通过回路所包围面积

内的磁通量的增量 ．

（４）磁场对运动电荷的作用

洛伦兹力 ：　 　 F＝ qv × B
式中 ，q为带电粒子的电荷量 ，是代数量 ；v 为带电粒子的运动速度 ．

（５）霍尔效应

在磁场中的载流导体上出现横向电势差的现象称为霍尔效应 ．它是磁场对运

动电荷作用的直接体现 ．

理论上可以推知 ，横向电势差 u ＝ k IBd ＝
IB
nqd

式中 k为霍尔系数 ，d为磁场方向上导体的厚度 ，I ，B 分别为导体中的电流和导
体所在处的磁感应强度 ，n为载流子浓度 ，q为单个载流子的电荷量 ．

6畅磁介质
（１）磁介质的分类

抗磁质（μr ＜ １） ，顺磁质（μr ＞ １） ，铁磁质（μr 冲 １）
（２）磁介质的磁化

在外磁场中固有磁矩沿外磁场的取向或感应磁矩的产生使磁介质的表面（或

内部）出现束缚电流 ．

（３）磁介质中的安培环路定理 ：　 　 促
L
H · d l ＝ ∑ I０（内）

式中 ∑ I０（内） （内）为闭合路径 L 所包围的传导电流的代数和 ，H为磁场强度矢
量 ．
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在各向同性磁介质中 ，H＝
B

μ０ μr ＝
B
μ

（４）铁磁质的 μr 随磁场改变 ，有磁滞现象 ．

二 、典型例题

9唱1 　如图 ９唱１（a）所示 ，一无限长半径为 R的 １
３
圆筒形金属薄片中 ，自下而上

均匀地通有电流 I ，试求其轴线上一点 P处的磁感应强度 B ．

图 ９唱１

解 　该载流金属薄片可以看作是由许多沿轴线方向长直载流直导线组成 ．整

个薄片在 P点产生的磁感应强度 ，就是这许多长直载流导线在 P点产生的磁感应
强度的矢量叠加 ．

过轴线上一点 P作垂直于轴线的截面 ，在此截面上建立如图 ９唱１（b）所示的
xPy坐标系 ，其中 ，P为原点 ．在无限长金属圆筒片上 ，截取宽度为 d l的元段 ，将其

视为无限长直导线 ，其中通过的元电流为 d I ，则
d I ＝

３ I
２π Rd l

　 　则横截面为 d l的无条长载流直导线 ，在 P点产生的磁感应强度的大小为

dB ＝
μ０d I
２π R ＝

３ μ０ I
４π

２ R２d l ＝ ３ μ０ I
４π

２ Rdθ
方向如图 ９唱１（b）所示（按右手螺旋关系确定） ．

P点的总磁感应强度 B ，即为各无限长载流直导线分别在 P点所产生的 dB
的矢量和 ．由于各 dB方向均不相同 ，所以通常在选定的坐标系中把 dB分解成两
个分量 dBx 和 dBy ．先对各分量进行计算 ．再叠加求出总的磁感应强度 ．

从图 ９唱１（b）可知
dBx ＝ dB sinθ ＝

３ μ０ I
４π

２ Rsinθdθ
·７９１·



dBy ＝ － dB cosθ ＝ －
３ μ０ I
４π

２ Rcosθdθ
所以

Bx ＝∫dBx ＝
３ μ０ I
４π

２ R∫
２
３
π

０
sinθdθ ＝

９ μ０ I
８π

２ R

By ＝∫dBy ＝
－ ３ μ０ I
４π

２ R∫
２
３
π

０
cosθdθ ＝ －

３ ３ μ０ I
８π

２ R
P点磁感应强度的大小为

B ＝ B２
x ＋ B２

y ＝
３ ３ μ０ I
４π

２ R
方向为（与 x 轴夹角）

tg α ＝
By
Bx

＝ －
３
３

，　 　 α ＝ －
π
６

说明 　此题属于利用磁感应强度叠加原理求 B的题型 ．应用毕奥 —萨伐尔定律和

磁感应强度叠加原理原则上可以求出载流导线在空间任意一点所产生的磁场 ．方

法是 ：先在导线上任选电流元 Id l ，再写出此电流元在研究场点处所产生的磁感应
强度 dB ，最后对整个电流积分 ，即 Id l → dB → B ＝∫dB ．如果电流分布于形状规

则的导体内 ，这些导体可以看成无数细长导线（或圆电流）组成 ，直接利用载流直导

线（或圆电流）的公式予以积分 ，即可求出其磁感应强度 ．此题就属于这一情况 ．

9唱2 　在电流强度为 I０ 的长直导线产生的磁场中 ，有一等腰直角三角形线圈 ，

线圈平面与长直导线在同一平面内 ，线圈通过的电流强度为 I ，如图 ９唱２（a）所示 ，

求各边受到的磁场力及整个线圈受到的合力 ．

图 ９唱２

解 　三角形线圈处于长直导线产生的非均匀磁场中 ，根据安培力公式可分别

求出每边受到的磁场力 ，进而求出线圈所受的合力 ．
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建立如图 ９唱２ （a）所示的坐标系 ．长直导线电流 I０ 产生的磁场为 ：B ＝
μ０ I０
２π x ，

方向垂直纸面向里 ，因为线圈上任意电流元 Id l 的方向都与该处 B垂直 ，所以各

边所受磁场力计算如下 ．

对于 CD边 ，将其分割为无限个电流元 Id l ，由于每个电流元所在处磁感应强
度大小相等 ，方向一致 ．由安培力公式可知 F的大小为

FCD ＝ BIl ＝ μ０ I０
２π（a ＋ b） Ia ＝

μ０ I０ Ia
２π（a ＋ b）

方向沿 x 轴负方向 ．

对于 AC边 ，每个电流元受到的安培力方向相同 ，但每个电流元所在处的磁感

应强度大小不同 ，所以

FAC ＝∫
a＋ b

b

μ０ I０
２π x Id x ＝

μ０ I０ I
２π ∫

a＋ b

b
d x
x

＝
μ０ I０ I
２π

ln a ＋ b
b

方向沿 y轴正向 ．

对于 DA 边 ，每个电流元受安培力方向相同 ，如图 ９唱２（b）所示 ，因而

d F ＝ Id lB
FDA ＝∫

μ０ I０
２π x Id l

统一积分变量 ，由几何关系可知

－ d x ＝ d lcos π
４

代入 FDA公式可得

FDA ＝∫
b

a＋ b

μ０ I０ I（－ d x）
２π xcos π

４

＝
μ０ I０ I

２π
２

２

∫
a＋ b

b
d x
x

＝
２ μ０ I０ I
２π

ln a ＋ b
b

把 FDA投影到坐标轴上 ，

FDA x ＝ FDA cos π
４

＝
μ０ I０ I
２π

ln a ＋ b
b ，方向沿 x 轴正向 ．

FDAy ＝ FDA sin π
４

＝
μ０ I０ I
２π

ln a ＋ b
b ，方向沿 y轴负向 ．
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　 　线圈受到的合力为

F ＝ ∑ Fx i ＋ ∑ Fy j

＝
μ０ I０ I
２π

ln a ＋ b
b －

a
a ＋ b i

说明 　本题是应用安培力公式求通电导线在非均匀磁场中受力的问题 ，基本解题

思路为 ：先确定电流元受到的作用力 dF ，再对整个通电导线积分 ，即 F ＝∫dF ．在

具体处理过程中 ，一般将 dF投影到直角坐标系的各个轴上 ，把矢量积分变成标量

积分 ，最后求出合力的大小和方向 ．

图 ９唱３

9唱3 　一长直同轴电缆 ，其横截面尺寸如图所

示 ，中间充满磁导率为 μ的各向同性非铁磁质 ，传

导电流从内芯流入 ，又从外导体流出 ，试求磁场强

度 H和磁感应强度 B的分布 ．

解 　由电流和磁介质的轴对称分布可知 ，磁场

分布具有轴对称性 ，可利用安培环路定理求解 ．

在横截面内取半径为 r 、圆心在电缆轴线上的
圆形积分回路 L ，L 的绕向与内芯传导电流的方向
满足右手螺旋法则 ．

（１）当 r ＜ R１ 时 ，积分回路 L 只包含导线中传
导电流的一部分 ．由磁介质中安培环路定理得

促
L
H · d l ＝ ２π rH ＝

I
π R２

１

π r２ ＝
Ir２
R２

１

所以

H ＝
Ir

２π R２
１

B ＝ μ０ H ＝
μ０ Ir
２πR２

１

B的方向与 L 绕向相同 ．

（２）当 R１ ＜ r ＜ R２ 时 ，穿过回路 L 的电流为通过内芯的电流 ，因此

促
L
H · d l ＝ ２π rH ＝ I

所以

H ＝
I

２π r

B ＝
μI
２π r
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　 　 B的方向与 L 绕向相同 ．

（３）当 R２ ＜ r ＜ R３ 时 ，穿过回路 L 的电流为内芯上的电流和外导体中电流的
一部分 ，但二者流向相反 ．故有

∮ H · d l ＝ ２π rH ＝ I －
π（ r２ － R２

２ ）

π（R２
３ － R２

２ ）
I

所以

H ＝
I

２π r
R２

３ － r２
R２

３ － R２
２

B ＝
μ０ I（R２

３ － r２ ）
２π r（R２

３ － R２
２ ）

　 　 B的方向与 L 绕向相同 ．

（４）当 R３ ＜ r时 ，穿过回路 L 的传导电流为零 ，于是有

∮ H · d l ＝ ２π rH ＝ ０

由此得

H ＝ ０

B ＝ ０

说明 　从上面的计算可以看出 ，对电流分布对称且有磁介质存在的情况下 ，应用磁

介质中的安培环路定理可以很方便地得到磁场强度 H的分布 ，进而可以求出 B
的分布 ．与安培环路定理相比较 ，避免了求束缚电流的分布 ．

三 、习题详解

9畅1 　选择题
（１）有两条长直导线各载有 ５ A 的电流 ，分别沿 x ，y轴正向流动 ．在（４０ ，２０ ，

０）（cm）处的 B是（B） ．

（A）３畅５ × １０
－ ６ T 沿 z 负向 ．　 　 　 　 　 殮（B）２ ．５ × １０

－ ６T 沿 z 正向 ．

（C）４ ．５ × １０
－ ６ T 沿 z 负向 ． （D）５ ．５ × １０

－ ６T 沿 z 正向 ．

图 ９畅１（２）

（２）半径为 a１ 的载流圆形线圈与边长为 a２ 的方形载流线圈 ，通有相同的电
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流 ，若两线圈中心 O１ 和 O２ 的磁感应强度大小相同 ，则半径与边长之比 a１∶ a２ 为
（D） ．

（A）１∶１ （B） ２π∶１

（C） ２π∶４ （D） ２π∶８

（３）无限长空心圆柱导体的内外半径分别为 a和 b ，电流在导体截面上均匀分

布 ，则在空间各处 B的大小与场点到圆柱中心轴线的距离 r 的关系 ，定性地分析

如图 ９畅１（３）所示（D） ．

图 ９畅１（３）

（４）氢原子处在基态（正常状态）时 ，它的电子可看作是沿半径为 a ＝ ０ ．５３ ×

１０
－ ８ cm的轨道作匀速圆周运动 ，速率为 ２ ．２ × １０

８ cm／s ，那么在轨道中心 B的大
小为（B） ．

（A）８畅５ × １０
－ ６ T 　 　 　 　 （B）１２ ．５ T 　 　 　 　 （C）８畅５ × １０ － ４ T

（５）回旋加速器的结构是由两个半圆形空心金属容器作为电极（通常称为 D
形电极）固定在巨大功率电磁铁两极之间 ，如图 ９畅１（３）所示 ．设有一电荷量为 q 、
质量为 m 的带电粒子 ，以速率 v 在垂直于磁感应强度为 B的匀强磁场中运动 ，B
的方向垂直纸面向外 ，粒子作圆周运动的半径为 r ，单位时间内圆周运动的圈数即
频率 f （也是 D形电极电势差的交换频率）为（B） ．

（A）
Bv

２π m 　 　 　 　 （B） qB
２πm 　 　 　 （C） qBv

２π
２ m

（６）无限长载流直导线与一个无限长薄电流板构成闭合回路 ，电流板宽为 a ，

导线与板在同一平面内 ，则导线与电流板间单位长度上的作用力大小为（C） ．

·２０２·



（A）
μ０ I２
２π

２ aln２ 　 　 　 　 　 　 　 儍（B） μ０ I
２

２π a２ ln２
（C） μ０ I２

２π a ln２ （D）
μ０ I２
２π

２ a２ ln２

图 ９畅１（５） 图 ９畅１（６）

（７）有一磁铁棒 ，其矫顽力为 ４ × １０
３ A／m ，把它插入长 １２ cm 绕有 ６０ 匝的螺

线管中 ，使它去磁 ，此螺线管应通过的电流为（C） ．

图 ９畅１（８）

（A）６ A 　 　 　 　 t（B）３ A
（C）８ A （D）４ A
（８）如图所示 ，一细螺绕环 ，它由表面绝

缘的导线在铁环上密绕而成 ，每厘米绕 １０

匝 ，当导线中的电流 I 为 ２ ．０ A 时 ，测得铁

环内的磁感应强度的大小为 １ ．０ T ．则可求

得铁环的相对磁导率为（B） ．

（A）７畅９６ × １０
２
　 　 　 ;（B）３ ．９８ × １０

２

（C）１ ．９９ × １０
２

（D）６３ ．３ × １０
２

（真空磁导率 μ０ ＝ ４π × １０
－ ７ T·m·A － １

）

9畅2 　填空题
（１）在同一平面内有两条互相垂直的导线 L１ 和 L２ ，L１ 为无限长直导线 ，L２

为长 ２ a的直导线 ，二者相对位置如图所示 ．若 L１ 和 L２ 同时通以电流 I ，那么作

用在 L２ 上对于 O点的磁力矩为 皛 � 
μ０ I２ a
π

（２ln３ － １） ．

（２）矩形截面的螺绕环尺寸如图 ９畅２（２）所示 ，绕有 N 匝线圈 ，则在截面中 r

处的磁感应强度为 皛 事μ０ NI／２π r ；通过截面（用阴影画出的部分）的磁通量为 皛 事
μ０ NIh
２π

·３０２·



皛 磦

·ln D１

D２
．

图 ９畅２（１） 图 ９畅２（２）

图 ９畅２（３） 图 ９畅２（４）

（３）每单位长度的质量为 ０ ．００９ kg／m的导线 ，取东西走向放置在赤道的正上

方 ，如图 ９畅２（３）所示 ．在导线所在的地点的地磁水平朝北 ，大小为 ３ × １０
－ ５ T ，试问

要使磁力正好支承导线的重量 ，导线中的电流应为 皛 茐２ ９４０ A ．

（４）一等腰直角三角形 ACD ，直角边长为 a ，线圈维持恒定电流 I ，放在磁感
应强度为 B的匀强磁场中 ，线圈平面与磁场方向平行 ，如图所示 ．如果 AC 边固
定 ，D点绕 AC边向纸面外旋转 π／２ ，则磁力所作的功为 皛 萿－ IBa２ ／２ ；如果 CD 边固
定 ，A 点绕 CD边向纸面外旋转 π／２ ，则磁力所作的功为 皛 � ０ ；如果 AD 边固定 ，C点

绕 AD边向纸面外旋转 π／２ ，则磁力所作的功为 ２
４
IBa２ ．

（５）一线圈半径为 R ，载有电流 I ，放在均匀的外磁场 B中 ，如图 ９畅２（５）所示 ，

此线圈中的张力为 皛 藧IBR ．

·４０２·



（６）图 ９畅２（６）所示的是一块半导体样品 ，其体积是 a × b × c ．沿 X 方向通有
电流 I ，在 Z方向有匀强磁场 B ．实验所得的数据是 ：a ＝ ０ ．１０ cm ，b ＝ ０ ．３５ cm ，c ＝
１ ．０ cm ，I ＝ １ ．０ mA ，B ＝ ０ ．３ T ，两侧电压 UAA′ ＝ ６ ．５５ mV ．该半导体样品的载流

子浓度是 皛 � ２ ．８６ × １０
１４
／cm３

，该半导体是正电荷导电（p）型还是负电荷导电（n）型 皛 � n ．

图 ９畅２（５） 图 ９畅２（６）

（７）如图 ９畅２（７）所示 ，一个载流线圈绕组中通有电流 I ＝ ３ A ，分别写出 ：

促
L
１

H · d l ＝ 皛 繷－ ６A ；　 　 　 牋促
L
２

H · d l ＝ 皛 繷１２A ；

促
L
３

H · d l ＝ 皛 翣１５A ； 促
L
４

H · d l ＝ 皛 翣－ ３A ．

图 ９畅２（７） 图 ９畅２（８）

（８）在两块无限大的导体平板上均匀地通有电流 ，每块导体板单位宽度的电流

均为 I ，两块板上的电流互相平行 ，方向相反 ．两块导体板之间插有两块相对磁导

率为 μr１及 μr２的顺磁介质 ，如图所示 ．则两板之间的 H１ ＝ 皛 擅　 I 　 ；H２ ＝ 皛 擅　 I 　 ；B１

＝ 皛 蔭μ０ μr１ I ；B２ ＝ 皛 蔭μ０ μr２ I ．
9畅3 　如图 ９畅３所示 ，载流正方形线圈边长为 ２ a ，电流为 I ，试求此线圈轴线

上距中心为 x 处的磁感应强度 ．

·５０２·



图 ９畅３

解 　 P点的磁感应强度是由正方形线圈的四根导线在 P点产生的磁感应强
度叠加而成 ．由对称性可知 ，每根导线在 P点产生的 B的大小相等 ，而总的磁感应

强度的方向沿 x 轴方向 ，所以只须求出一根载流导线在 P点产生的 B的 x 分量 ，

即可很容易得到总的 B ．

导线 AB在 P点的磁感应强度 B１ 的大小为

B１ ＝
μ０ I
４π r（cosθ１ － cosθ２ ）

式中 r ＝ x２ ＋ a２ ，cosθ１ ＝ a
x２ ＋ a２ ＋ a２

＝
a

x２ ＋ ２ a２
，θ２ ＝ １８０° － θ１

所以

B１ ＝
μ０ I
４π r２cosθ１ ＝

μ０ Ia
２π x２ ＋ a２ x２ ＋ ２ a２

B１ 在 x 方向上的分量为

B１ x ＝ B１cosα ＝ B１ ·
a

x２ ＋ a２
＝

μ０ Ia２

２π（ x２ ＋ a２ ） x２ ＋ ２ a２

　 　整个正方形线圈在 P点的磁场沿 x 方向 ，磁感应强度大小为

B ＝ Bx ＝ ４B１ x ＝
２ μ０ Ia２

π（ x２ ＋ a２ ） x２ ＋ ２ a２

方向沿 x 轴正向 ．

9畅4 　将一无限长直导线弯成如图 ９畅４（a）所示的形状 ，其上载有电流 I ，试计
算圆心 O点处 B的大小 ．

解 　如图 ９畅４（b）所示 ，圆心 O 点处的 B是由长直导线 AB 、DE和 １
３
圆弧导线

BCD三部分电流产生的磁场叠加而成 ，因此可用叠加原理求解 ．

BCD在 O点产生的磁感应强度 B１ 的大小为

·６０２·



图 ９畅４（a） 图 ９畅４（b）

B１ ＝
μ０

４π∫
Id l
r２ ＝

μ０

４π∫
Irdθ
r２ ＝

μ０ I
６ r

方向垂直纸面向里 ．载流长直导线 AB在 O点产生磁感应强度 B２ 的大小为

B２ ＝
μ０ I
４π a（cosθ１ － cosθ２ ）

其中 θ１ ＝ ０° ，θ２ ＝
５π
６

，a ＝ rcos６０°＝ r
２

故

B２ ＝
μ０ I
２π r １ －

３
２

方向垂直纸面向里 ．

载流直导线 DE在 O点产生的磁感应强度 B３ 的大小为

B３ ＝
μ０ I
４π a（cosθ′１ － cosθ′２ ）

θ′１ ＝
５π
６

，　 θ′２ ＝ π ，　 a ＝ rcos６０° ＝
r
２

故

B３ ＝
μ０ I
２π r １ －

３
２

方向垂直纸面向里 ．

O 点的合磁感应强度的大小为
B ＝ B１ ＋ B２ ＋ B３

＝
μ０ I
６ r ＋

μ０ I
２π r １ －

３
２

＋
μ０ I
２π r １ －

３
２

＝ ０ ．２１
μ０ I
r

方向垂直纸面向里 ．

9畅5 　半径为 R的圆片上均匀带电 ，面密度为 σ０ ，若该片以角速度 ω 绕它的

轴旋转 ，如图 ９畅５所示 ．试求轴线上距圆片中心为 x 处的磁感应强度 B的大小 ．

解 　在圆盘上取一半径为 r 、宽度为 d r的细环 ，所带电量为 d q ＝ σ０２π rd r ，细
·７０２·



图 ９畅５

环转动相当于一圆电流 ，其电流大小为

d I ＝ σ０２π rd r ω
２π

＝ σ０ ωrd r
　 　它在轴线上距盘心为 x 处所产生的磁感应强度大小为

dB ＝
μ０ r２d I

２（ r２ ＋ x２ ）３／２ ＝
μ０ r２

２（ r２ ＋ x２ ）３／２ σ０ ωrd r
＝

μ０ σ０ ω

２
r３d r

（ r２ ＋ x２ ）３／２

　 　总磁感应强度大小为

B ＝
μ０ σ０ ω

２ ∫
R

０

r３
（ r２ ＋ x２ ）３／２d r

＝
μ０ σ０ ω

２

R２
＋ ２ x２

R２
＋ x２

－ ２ x

　 　 9畅6 　在半径为 R的木球上 ，绕有细导线 N 匝 ，若导线中通有电流 I ，试求在
球心处的磁感应强度 ．（设所绕线圈是彼此平行且紧密相靠的以单层盖住半个球

面 ．）

图 ９畅６（a） 图 ９畅６（b）

解 　平行导线绕在球面上 ，取弧长 d l 所对应的一个圆环 ，如图 ９畅６（b）所示 ，

把此环看成一圆线圈 ，通过它的电流为

d I ＝
N
π R
２

Id l ＝ ２ N
π R IRdθ ＝

２ N
π
Idθ

它在球心产生的磁感应强度为

dB ＝
μ０

２
r２d I

（ r２ ＋ x２ ）３／２

图中 r ＝ Rsin θ ，x ＝ Rcosθ ，所以

·８０２·



dB ＝
μ０

２
r２d I

（R２sin２ θ ＋ R２cos２ θ）３／２
＝

μ０

２
r２
R３

２ N
π
Idθ ＝

μ０ NI
π R sin２ θdθ

那么所有线圈在球心处产生的磁感应强度为

B ＝ ∫dB ＝∫
π／２

０

μ０ NI
π R sin２ θdθ ＝

μ０ NI
４ R

其方向沿 x 轴正向 ．

9畅7 　有一长为 b 、线密度为 λ的带电线段 AB ，可绕一端距离为 a的 O 点旋
转 ，如图所示 ．设旋转角速度为 ω ，转动过程中线段 A 端距轴 O 的距离 a保持不
变 ，试求带电线段在 O点产生的磁感应强度和磁矩 ．

图 ９畅７（a） 图 ９畅７（b）

解 　由于带电线段 AB不同位置绕 O 点转动的线速度不同 ，在 AB上任取一
线元 d r ，它距 O点的距离为 r ，如图 ９畅７（b）所示 ，其上带电量为 d q ＝ λd r ，当 AB
以角速度 ω旋转时 ，d q形成环形电流 ，其电流强度为

d I ＝
ωd q
２π

＝
λω
２π

d r
根据圆电流在圆心 O的磁感应强度为

dB ＝
μ０d I
２ r

则有

dB ＝
λωμ０

４π
d r
r

　 　带电线段 AB旋转时在 O点的总磁感应强度为

B０ ＝ ∫dB ＝
λωμ０

４π ∫
a＋ b

a
d r
r ＝

λμ０ ω

４π
ln a ＋ b

a
·９０２·



方向垂直纸面向里（当 λ ＞ ０时） ．

旋转带电线元 d r的磁矩为
d pm ＝ π r２d I ＝

λω
２
r２d r

转动带电线段 AB的总磁矩

pm ＝ ∫d pm ＝∫
a＋ b

a
λω
２
r２d r ＝

λω
６
［（a ＋ b）３ － a３ ］

方向垂直纸面向里 ．

图 ９畅８（a）

9畅8 　有两根平行长直导线 ，相距为 d ，

载有大小相等而方向相反的电流 i ，如图 ９畅８

（a）所示 ．设有一点 P ，与这两根导线的距离

相等 ，试证 P点处的 B由下式给出 ，即

B ＝
２ μ０ id

π（４ R２
＋ d２ ）

图 ９畅８（b）

　 　证明 　 P点处的 B由两根平行长直导线
在 P点产生的磁感应强度 B１ 、B２ 矢量叠加而

成 ．如图 ９畅８（b）所示 ，由对称性可知 ，B沿 Ox
方向 ，B１ ，B２ 的大小相等 ．所以

B ＝ ２B１cosα
＝ ２ ·

μ０ i

２π R２
＋

d
２

２ １／２ sinβ

＝
μ０ id

２π R２
＋
d２
４

·０１２·



＝
２ μ０ id

π（４ R２
＋ d２ ）

图 ９畅９

　 　 9畅9 　 （a）有一根导线 ，作成 n边的正多边
形 ，这多边形的外接圆半径为 a ．设该导线载有

电流 i ，试求证在这外接圆中心处的磁感应强
度由下式给出 ：

B ＝
μ０ ni
２π a tan π

n
　 　 （b）求证 ：当 n → ∞时 ，上式就简化成载流

圆线圈在中心处产生磁感应强度的结果 ．

证明 　 （a）这外接圆中心 O处的磁感应强
度由组成 n 边的正多边形的 n 条载流直导线
叠加而成 ．由对称性可知 ，每条载流直导线在

O处的 B大小相等 ，而且方向相同 ．所以

B ＝ nB１ ＝ n μ０ i
４π r（cosθ１ － cosθ２ ）

由图可知 ，r ＝ acos π
n ，θ１ ＝

１
２

π －
２π
n ，θ２ ＝ π － θ１

代入 B中 ，得

B ＝ n μ０ i
４π acos π

n
cos π

２
－

π
n ＋ cos π

２
－

π
n

＝
μ０ ni
２π a

sin π
n

cos π
n

＝
μ０ ni
２π a tan π

n

　 　 （b） 　 lim
n → ∞

B ＝ lim
n → ∞

μ０ ni
２π a tan π

n ＝
μ０ i
２ a

图 ９畅１０

显然 ，此时 O点的 B就是圆电流在 O点的磁感应强度 ．原命题得证 ．

9畅10 　一个圆形铜线回路 ，半径为 ０ ．１ m ，

载有电流 １５ A ．在这回路的中心处放着第二个

回路 ，第二个回路的半径为 ０ ．０１ m ，共有 ５０匝 ，

载有电流 １ ．０ A ．试求（a）铜线在第二个回路中
心处产生的磁感应强度 B为多少 ？ （b）作用在
第二个回路上的磁力矩有多大 ？假定两个的平

面互相垂直 ，而且由铜线回路所产生的磁感应

强度 B在第二个回路所占据的整个体积中 ，基

·１１２·



本上是均匀的 ．

解 　 （a）由圆电流在轴线上任一点产生的磁感应强度公式可知 ，铜线在第二个

回路中心处产生的 B０ 的大小为

B０ ＝
μ０ I１
２ R１

＝
４π × １０

－７
× １５

２ × ０ ．１

＝ ９畅４２ × １０
－５
（T）

　 　方向垂直于铜线回路构成的平面 ．

（b）因为假定第二个回路所在处 B是均匀的 ，所以 ，由 M ＝ pm × B可得所要
求的结果 ．

pm ＝ N２ I２ S２
B ＝ B０

所以

| M | ＝ pm · B０ ＝ ５０ × １ ．０ × π × （０ ．０１）
２
× ９ ．４２ × １０

－５

＝ １ ．４８ × １０
－６
（N · m）

　 　 9畅11 　电缆由导体圆柱和一同轴的导体圆筒构成 ，使用时电流 I 从导体流
出 ，从另一导体流回 ，电流均匀分布在横截面上 ，如图 ９畅１１所示 ．设圆柱体的半径

为 r１ ，圆筒的内外半径分别为 r２ 和 r３ ，若场点到轴线的距离为 r ，试求 r 从 ０ 到

∞范围内各处磁感应强度的大小 ．

图 ９畅１１

解 　在导体横截面内以导体轴线为圆心作半径为 r 的圆为积分环路 ，则根据

安培环路定理有

∮ B · d l ＝ ２π rB ＝ μ０ I

　 　当 r ＜ r１ 时 ，有

∮ B · d l ＝ ２π rB ＝ μ０
π r２
π r２１ I

B ＝
μ０ Ir
２π r２１

·２１２·



　 　当 r１ ＜ r ＜ r２ 时 ，有

∮ B · d l ＝ ２π rB ＝ μ０ I

B ＝
μ０ I
２π r

　 　当 r２ ＜ r ＜ r３ 时 ，有

∮ B · d l ＝ ２π rB ＝ μ０ I

B ＝
μ０ I（ r２３ － r２ ）
２π（ r２３ － r２２ ） r

　 　当 r ＞ r３ 时 ，有

∮ B · d l ＝ I － I ＝ ０

B ＝ ０

　 　 9畅12 　一半径为 R的球面上均匀分布着电荷 ，面密度为 σ０ ，当它以角速度 ω

绕直径旋转时 ，试求在球心处的磁感应强度 B的大小 ．

图 ９畅１２

解 　将绕直径旋转的带电球面可视为

无数个位于球面上的同轴圆电流 ．如图所

示 ，位于（ r ，θ）处的电流 d I 在球心 O 处产
生的磁感应强度的大小为

dB ＝
μ０

２
r２d I
R３

其中 d I ＝ σd sf ，而 d s ＝ ２π R２sinθdθ ，r ＝

Rsinθ ，f ＝ ω
２π

，代入得

d I ＝ σ２π R２sinθdθ ω
２π

＝ σωR２sinθdθ
因为各 dB方向相同 ，所以

B ＝∫
π

０
dB

＝
μ０ σωR
２ ∫

π

０
sin３ θdθ

＝
μ０ σωR
２

cos３ θ
３

－ cosθ π

０

＝
２ μ０ σωR

３

·３１２·



　 　 9畅13 　有一个导体 ，由无限多根邻近的导线组成 ，每根导线都无限长并且各载

有电流 i ．试求证 ：（a）磁感应线将如图 ９畅１３（a）所示 ；（b）这个无限大电流片前面所
有各点处 B的大小由下式给出 ：

B ＝
１
２
μ０ ni

式中 n表示每单位长度上导线的数目 。试用安培环路定理导出此式 ．

图 ９畅１３（a） 图 ９畅１３（b）

图 ９畅１３（c）

证明 　 （a）分析磁场中任一点 P处的磁场方向 ．如图（a）所示 ，以 OP为对称
轴 ，取一对关于 OP对称的长直电流 d I′和 d I″（d I′＝ d I″＝ i） ，它们在 P点产生的
磁场分别为 dB′和 dB″ ．由于二者大小相等 ，所以其合磁场 dB的方向一定平行于
电流平面 ．这样 ，无数对对称直电流在 P点的总磁场方向也一定平行于电流平面 ．

但在该平面两侧的 B的方向相反 ．磁感应线如图 ９畅１３（c）所示 ．

（b）取矩形闭合路径 abcda为闭合积分路径 L ，使 ab边 ，cd边平行于导体面
且关于导体面对称 ，积分环绕方向与电流方向满足右螺旋法则 ，如图 ９畅１３（c）所
示 ，因此由安培环路定理有

促
L
B · d l ＝∫ab

B · d l ＋∫bc
B · d l ＋∫cd

B · d l ＋∫da
B · d l

＝ Bx ＋ ０ ＋ Bx ＋ ０ ＝ ２Bx ＝ μ０ nix

·４１２·



式中 x ＝ ab ＝ cd ．

故

B ＝
１
２
μ０ ni

　 　原命题得证 ．

9畅14 　 图 ９畅１４（a）所示是一根无限长的圆柱形导体 ，半径为 R１ ，其内有一半

径为 R２ 的无限长圆柱形空腔 ，它们的轴线相互平行 ，轴间距离为 a（R２ ＜ a ＜ R１

－ R２ ） ，I沿导体轴线方向流动 ，且均匀地分布在横截面上 ．试求 ：

（１）圆柱体轴线上 B的大小 ；

（２）空腔部分轴线上 B的大小 ；

（３）设 R１ ＝ １０ mm ，R２ ＝ ０ ．５ mm ，a ＝ ５ ．０ mm ，I ＝ ２０ A ，分别计算上述两处 B
的大小 ．

图 ９畅１４（a） 图 ９畅１４（b）

解 　如图 ９畅１４（b）所示 ，设圆柱形导体可看作电流沿 y 轴正向 ，半径为 R１ 的

圆柱导体和电流沿 y轴负方向半径为 R２ 的圆柱导体所组成 ．其中

I１ ＝
I

π（R２
１ － R２

２ ）
π R２

１ ＝
I

（R２
１ － R２

２ ）
R２
１

I２ ＝
I

π（R２
１ － R２

２ ）
π R２

２ ＝
I

（R２
１ － R２

２ ）
R２
２

应用叠加原理 ，圆柱体轴线上一点 O的磁感应强度为

·５１２·



B０ ＝ BR
１
＋ BR

２

因 R１ ＝ ０ ，BR
１
＝ ０ ．根据磁场中安培环路定理 ，得

B０ ＝ BR
２

＝
μ０ IR２

２

２π a（R２
１ － R２

２ ）

＝ ２ × １０
－６T

　 　同理 ，空腔轴线上的磁感应强度

B０′ ＝ B０′１ ＋ B０′２

因 R２ ＝ ０ ，B０′２ ＝ ０ ，故

B０′１ ＝
μ０ Ia

２π（R２
１ － R２

２ ）
＝ ２ × １０

－４T

图 ９畅１５

　 　 9畅15 　有一根金属导线 ，长为 ０ ．６ m ，质

量为 １畅０ × １０
－ ２ kg ，用两根柔软的细导线悬

在磁感应强度为 ０ ．４０ T 的磁场中 ．如图所

示 ．试求金属导线中的电流的大小和方向要

为何 ，才能抵消悬线中的张力 ？

图 ９畅１６

解 　显然 ，题设要求金属导线受安培力

方向向上 ，且

IBl ＝ mg
所以

I ＝
mg
Bl ＝

１ ．０ × １０
－２

× ９畅８
０ ．４ × ０ ．６

＝ ０ ．４１（A）

方向向右 ．

9畅16 　如图 ９畅１６所示 ，一半径为 a的导线圆环与一个径向对称的发散磁场
处处正交 ．在环上各点处磁感应强度 B都有相同的大小 ，而在环上各点处这个磁

感应强度的方向都和环平面的法线成 θ角 ．

扭在一起的接线对本问题没有影响 ．如图

９畅１６中所示 ，若导线环上载有一电流 i ，试
求磁场作用在环上的力的大小和方向 ．

解 　由安培力 dF＝ Id I × B知
F ＝ ∫L

dF ＝ ∫L
Id l × B

　 　由对称性可知 ，导线圆环所受合力方向

向上 ，所以其大小为

·６１２·



F合 ＝∫L
d Fsinθ ＝∫L

Id l · Bsinθ ＝ IBsinθ∫L
d l

＝ IBsinθ · ２π a
＝ ２π IBasinθ

方向竖直向上 ．

图 ９畅１７（a）

9畅17 　一细导线弯成半径为 ４ ．０ cm 的
圆环 ，置于不均匀的外磁场中 ，磁场方向对

称于圆心并都与圆平面的法线成 ６０°角 ，如

图９畅１７ （a）所示 ．导线所在处 B 的大小是
０ ．１ T ．试求当电流 I ＝ １５ ．８ A 时线圈所受
的合力 ．

解 　因为 dF＝ Id l × B
dF＝ d Fx i ＋ d Fy j

由对称性可知导线受合力方向沿 y 轴
方向 ，如图 ９畅１７（b）所示 ，所以

图 ９畅１７（b）

d Fy ＝ BId lsin６０° ＝
３
２
BId l

F ＝∫d Fy ＝ ２∫
半圆

d Fy ＝ ∫
半圆

３ IBd l
＝ ３ IB∫半圆d l ＝ ３π RIB ＝ ０ ．３４ N

方向垂直向下 ．

9畅18 　设真空中有两条长均为 L 相距为 a ，分别通有平行反向电流 I１ 和 I２
的载流直导线 ，试求它们之间的相互作用力 ．

解 　如图 ９畅１８所示 ，在载流导线 I２ 上选一电流元 I２d l ，则该电流元受到的磁
场力大小为

·７１２·



图 ９畅１８

| dF | ＝ | I２d l × B | ＝ I２ Bd x
其中 B ＝

μ０ I１
４π a （cosα１ － cosα２ ）

作用在载流导线 I２ 上的安培力为

F ＝∫
L

０
d F ＝

μ０ I１ I２
４π a ∫

L

０

x
x２ ＋ a２

＋
L － x

a２ ＋ （L － x）２ d x
＝

μ０ I１ I２
４π a a２ ＋ x２ － a２ ＋ （L － x）２

L

０

＝
μ０ I１ I２
４π a ２（ L２

＋ a２ － a） ＝
μ０ I１ I２
２π a L２

＋ a２ － a

　 　 F 方向竖直向下 ．同理可计算知电流 I２ 对 I１ 的作用力为
μ０ I１ I２
２π a ·

L２
＋ a２ － a ，方向竖直向上 ．

9畅19 　如图 ９畅１９（a）所示 ，一半径为 R的无限长半圆柱面导体 ，其上电流与其

轴线上一无限长直导线的电流等值反向 ，电流 I在半圆柱面上均匀分布 ．试求 ：

（１）轴线上导线单位长度所受的力 ．

（２）若将另一无限长直导线（通有大小 、方向与半圆柱面相同的电流 I）代替圆
柱面 ，产生同样的作用力 ，该导线应放在何处 ？

解 　 （１）先求出半圆柱面上的电流在轴线处的磁感应强度 ．将载流圆柱面视为

一系列载流长直导线的组合 ，则

i ＝ I
π R ，　 　 dB ＝

μ０d I
２π R ＝

μ０ id l
２πR

　 　由对称性可知 B沿 x 轴方向（如图 ９畅１９（b）所示）

dBx ＝
μ０ iRdθ
２π R cosθ

B ＝∫dBx ＝ ２∫
π／２

０

μ０ icosθdθ
２π

＝
μ０ i
π

·８１２·



图 ９畅１９（a） 图 ９畅１９（b）

＝
μ０ I
π
２ R

所以

F ＝ BIl ＝ μ０ I２
π
２ R

矢量表示为

F ＝
μ０ I ２

π
２ R j

　 　 （２）设该异线应放在 y ＝ － d处 ，显然 ，该异线在轴线处产生的磁成应强度应

与原来的半圆柱面产生的磁感应强度相同 ，即

μ０ I
２π d ＝

μ０ I
π
２ R

所以

d ＝
π R
２

　 　因面 ，另一导线应放在 y ＝ －
π R
２
处 ．

9畅20 　载有电流 I１ 的无限长直导线 ，旁边有一个正三角形线圈 ，边长为 a ，电

流为 I２ ，它们共面 ，如图 ９畅２０（a）所示 ，一边与长直导线平行 ，三角形中心到直导线

的距离为 b ，试求 I１ 对该三角形线圈的作用力 ．

解 　如图 ９畅２０（b）所示 ，I１ 在 AB线上各点的磁感应强度的大小均相等 ：

B１ ＝
μ０ I

２π b －
３
６
a

而作用在 AB上力的大小则为
·９１２·



图 ９畅２０（a） 图 ９畅２０（b）

F１ ＝ I２ B１ a ＝
μ０ I１ I２ a

２π b －
３
６
a

　 　 F１ 的方向如图 ９畅２０（b）所示 ．在 BC上任取电流元 I２d l ，它距直导线距离为
x ，则该电流元受力的大小为

d F２ ＝ I２ B２d l ＝ μ０ I１ I２
２π x d l

因为 d l ＝ d xcos３０° ，所以 BC上受力大小为

F２ ＝ ∫d F２ ＝
μ０ I１ I２

２πcos３０°∫
b＋ ３

３
a

b － ３
６
a
d x
x ＝

μ０ I１ I２
３π

ln
b ＋

a
３

b －
a

２ ３

方向如图 ９畅２０（b）所示 ．

F２ x ＝ F２cos６０° ＝
μ０ I１ I２
２ ３π

ln
b ＋

a
３

b －
a

２ ３

F２ y ＝ F２sin６０° ＝
μ０ I１ I２
２π

ln
b ＋

a
３

b －
a

２ ３

同理可求得作用于 AC边上的力 F３ 及 F３ x和 F３ y ，但 F２ y ＝ F３ y方向相反 ，互相抵

消 ．

·０２２·



F３ x ＝
μ０ I１ I２
２ ３π

ln
b ＋

a
３

b －
a

２ ３

故线圈所受的合力为

F ＝ F２ x ＋ F３ x － F１

＝
μ０ I１ I２
２π

２

３
ln

b ＋
a
３

b －
a

２ ３

－
a

６ －
３
６
a

方向向右 ．

9畅21 　如图 ９畅２１（a）所示 ，矩形线圈的面积是 ８畅０ × ６ ．０ cm２
，每厘米长的质量

为 ０ ．１０ g ，可绕 ab边自由转动 ．磁场沿 y轴正方向 ．当线圈中电流为 １０ A 时 ，线

圈偏离平衡位置与铅直方向成 ３０°角 ．试求 ：

图 ９畅２１（a） 图 ９畅２１（b）

（１）B的大小 ；

（２）若 B沿 x 轴方向 ，线圈又将如何 ？

解 　 （１）线圈所受磁力矩为

M ＝ ISBsinθ ＝ ISBsin（９０° － ３０°） ＝ Il１ l２ Bsin６０°
M方向沿 z 轴方向 ．

线圈所受重力矩为

MG ＝ Mbc ＋ Mcd ＋ Mda

Mbc ＝ Mda ＝ ∫
l
２

０
ρd lg · lsin３０° ＝ ρgsin３０° · l２２

２

Mcd ＝ ρl１ g · l２sin３０°
所以

·１２２·



MG ＝ （ l１ ＋ l２ ）ρgl２sin３０° 　 （ρ为导线的密度）

MG 方向沿 z 轴负方向 ．线圈平衡时 ，有

Il１ l２ Bsin６０° ＝ （ l１ ＋ l２ ）ρgl２sin３０°
所以

B ＝
ρg
I １ ＋

l２
l１ tg３０°

＝
０ ．０１ × ９畅８

１０
× １ ＋

８
６

× ０ ．５８ ＝ １ ．３２ × １０
－２T

　 　 （２）由 M ＝ pm × B知 ，若 B沿 x 轴方向 ，则 θ ＝ ０ ，可得 M ＝ ０ ，线圈不受磁力

矩作用 ，将静止在垂直位置不偏转 ．

9畅22 　一根导线长 L ，载有电流 i ．试求证 ：如果把这根导线弯成一个圆形线

圈 ，则当线圈只有一匝时 ，它在给定的匀强磁场 B中所受的最大磁力矩的数值为

τ ＝
１
４π

L２ iB

　 　证明 　线圈在均匀磁场 B中所受的力矩为
M ＝ pm × B ＝ iSn × B

　 　若 S取其最大值 ，且 n与 B垂直时 M为最大 ，而我们知道 ，长为 l的线围成
的平面图形中圆的面积最大 ，所以

| M | max ＝ iS圆 B ＝ iπ L
２π

２

B ＝
１
４π

L２ iB

　 　 9畅23 　半径为 R ＝ ０ ．１０ m的半圆形闭合线圈 ，载有电流 I ＝ １０ A ，置于匀强

磁场中 ，磁场方向与线圈平面平行 ，B的大小为 ５ ．０ × １０
－ １T ．试求 ：

（１）线圈所受的磁力矩 ；

（２）在磁力矩作用下 ，线圈转过 ９０°角时 ，磁力矩作的功是多少 ？

解 　 （１）M q＝ pm Bsin９０°＝ IBS ＝ I π R
２

２
B

＝ １０ ×
π × ０ ．１

２

２
× ５ ．０ × １０

－ １
＝ ７畅８５ × １０

－ ２
（N·m）

（２）由于回路中电流不变 ，所以

A ＝ IΔ Φm ＝ I（BScos０° － BScos９０°）
＝ IBS ＝ １０ × ５ ．０ × １０

－１
×
π × ０ ．１

２

２

＝ ７畅８５ × １０
－２
（J）

　 　 9畅24 　盘面与匀强磁场 B成 φ角的带正电圆盘 ，半径为 R ，电荷量 Q 均匀分
布在表面上 ．圆盘以角速度 ω绕通过盘心 ，与盘面垂直的轴转动 ．试求此带电旋转

圆盘在磁场中所受的磁力矩 ．

·２２２·



图 ９畅２４

解 　取距盘心为 r处宽度为 d r 的圆环 ，设其带电

量为 d q ，则

d q ＝ σd S ＝ σ（２π rd r）
　 　由于圆盘以 ω旋转 ，故圆环中电流

d I ＝
d q
T ＝

d qω
２π

＝ σωrd r 　 　 　 式中 σ ＝
Q

π R２

　 　环中电流的磁矩 d pm ＝ d IS ＝ σπ ωr３d r
故

pm ＝ ∫d pm ＝ ∫
R

０
σωπ r３d r ＝

１
４
σπ ωR４

＝
１
４
ωQR２

　 　磁力矩为

M ＝ pm Bsin π
２

－ φ） ＝
１
４
ωQR２ Bcos φ

　 　方向按 M ＝ pm × B决定 ，垂直于 pm 和 B所组成的平面 ，即垂直纸面向里 ．

9畅25 　真空有一半径为 R的圆线圈通有电流 I１ ，另有一电流 I２ 的无限长直
导线 ，与圆线圈平面垂直 ，且与圆线圈相切（彼此绝缘） ，如图 ９畅２５所示 ，试求 ：

图 ９畅２５（a） 图 ９畅２５（b）

（１）圆线圈在图示位置时所受到的磁力矩 ；

（２）圆线圈将怎样运动 ；

（３）若无限长直导线 I２ 改放在圆线圈中心位置 ，此时线圈受到的磁力矩为多

大 ．

解 　 （１）取如图 ９畅２５（b）所示的坐标系 ，在圆环 p 处取一电流元 I１d l ，长直导
线在该处产生的磁感应强度为 B ＝

μ０ I２
２π r ，方向如图 ９畅２５（b）所示 ．

电流元 I１d l所受到的安培力为
d F ＝

μ０ I２
２π r I１d lsinθ

·３２２·



　 　方向垂直圆环平面（即纸面）向外 ．该安培力对 y轴的力矩为

dM ＝ d Frsin θ ＝
μ０ I１ I２
２π

sin２ θd l
　 　由图 ９畅２５（b）可知

d l ＝ Rd（２ θ） ＝ ２ Rdθ

图 ９畅２５（c）

　 　整个圆线圈受到的磁力矩为

M ＝ ∫dM ＝ ∫
π／２

－π／２

μ０ I１ I２
２π

sin２ θ２ Rdθ ＝
１
２
μ０ I１ I２ R

　 　 （２）圆线圈在磁力作用下将发生转动 ，迎着 y轴看其
转动方向为顺时针方向 ，如图（c）所示 ．最后处于圆线圈

与长直导线共面的平衡位置 ．

（３）当长直导线 I２ 处于圆线圈中心 ，且 I２ 流向与圆
线圈平面垂直时 ，由于电流元 I１d l 所受到的安培力 dF
＝ Id l × B ＝ ０（此时 I１d l与 B之间夹角处处为零 ，故线

圈所受到的磁力矩 M ＝ ０线圈不转动） ．

9畅26 　一无限长直载流导线 ，通有电流 ５０ A ，在离它 ０ ．０５ m处有一电子以速
率 v ＝ １ ．０ × １０

７m／s运动 ．已知电子电荷的数值为 １ ．６ × １０
－ １９ C ，试求（１） v 平行于

导线电流时 ，作用在电子上的洛伦兹力 ；（２）v 垂直于导线并向着导线时 ，作用在电

子上的洛伦兹力 ；（３） v 垂直于导线和电子所构成的平面时 ，作用在电子上的洛伦

兹力 ．

解 　由安培环路定理可解得电子所经处的磁感应强度为

B ＝
μ０ I
２π r

　 　由洛伦兹公式可知

（１）F z＝ qvBsin９０°＝ qv μ０ I
２π r

＝ １ ．６ × １０
－ １９

× １ ．０ × １０
７
×
４π × １０

－ ７
× ５０

２π × ０ ．０５

＝ ３ ．２ × １０
－ １６N

若 v 与电流同向时 ，F的方向垂直导线并背离导线 ，若 v 与电流反向时 ，F指
向导线 ．

（２）F ＝ qvBsin９０°＝ ３ ．２ × １０
－ １６N

F的方向与电流同向 ．

（３）F ＝ qvBsin９０°＝ ０

9畅27 　电子在 B ＝ ２ × １０
－ ３T 的匀强磁场中运动 ，其轨迹是半径为 ２ ．０ cm 、螺

距为 ５ cm的螺旋线 ，试求这个电子的速度大小 ．

·４２２·



图 ９畅２７

解 　电子螺旋线运动可分解为匀速率圆周运动和匀速直

线运动 ，电子作圆周运动的半径为

R ＝
mv ⊥

eB 　 而 　 T ＝
２π R
v ⊥

＝
２πm
eB

螺旋线的螺距为

h ＝ v ∥ T ＝ v ∥

２πm
eB

所以 　 v ∥ ＝
h
T ＝

eBh
２πm

v ⊥ ＝
eBR
m

故

v ＝ v２∥ ＋ v２⊥ ＝
eB
m

h２
４π

２ ＋ R２

＝
１ ．６ × １０

－１９
× ２ × １０

－３

９畅１ × １０
－３１

（５ × １０
－２
）
２

４π
２ ＋ （２ ．０ × １０

－２
）
２

＝ ７畅５７ × １０
６
（m／s）

图 ９畅２８

　 　 9畅28 　 在显像管里 ，电子沿水平方向从

南向北运动 ，动能是 １ ．２ × １０
４eV ，该处地球磁

场的磁感应强度在竖直方向的分量的方向向

下 ，大小是 ０ ．５５ × １０
－ ４T ，试求 ：

（１）由于地球磁场的影响 ，电子如何偏

转 ？

（２）电子的加速度多大 ？

（３）电子在显像管内运动 ２０ cm时 ，偏转

有多少 ？

解 　 （１）运动电子受到地磁场的作用由

洛伦兹力 f ＝ － e（ v × B）可以确定电子向东偏转 ．

（２）电子所受洛伦兹力的大小为

f ＝ evB
又因

f ＝ man ＝ evB
故

an ＝
evB
m

·５２２·



　 　电子动能 Ek ＝ １
２
mv２ 故

v ＝
２ Ek
m ＝

２ × １ ．２ × １０
４
× １ ．６ × １０

－１９

９畅１ × １０
－３１

＝ ６ ．５ × １０
７
（m／s）

an ＝
evB
m

＝
１ ．６ × １０

－１９
× ６ ．５ × １０

７
× ５ ．５ × １０

－５

９畅１ × １０
－３１

＝ ６ ．３ × １０
１４
（m／s２ ）

　 　 （３）电子受洛伦兹力作用而沿圆弧运动 ，其轨道半径为

R ＝
mv
eB ＝

９畅１ × １０
－３１

× ６ ．５ × １０
７

１ ．６ × １０
－１９

× ５ ．５ × １０
－５ ＝ ６ ．７（m）

　 　由图可知 ，电子偏转距离为

b ＝ R － Rcosθ ＝ R １ － cos l
R

＝ ６ ．７ × １ － cos ２０ × １０
－２

６ ．７

＝ ９畅１ × １０
－７
（m）

　 　由于偏转距离微小 ，所以地磁对电视的影响可以忽略 ．

9畅29 　一质子 、一氘核与一 α粒子通过相同的电势差加速后进入一匀强磁场

中 ，这些粒子进入磁场时的运动方向与 B成正交 ．（a）试比较这些粒子的动能 ；（b）
如果质子在磁场中运动的圆轨道半径为 ０ ．１ m ，试求氘核与 α粒子的轨道半径各

有多大 ？

解 　 （a）在各粒子经电场加速过程中 ，由动能定理知

qu ＝
１
２
mv２ ＝ E （１）

因为

q质子 ＝ q氘核 ＜ qα ，　 u相同
所以

E质子 ∶ E氘核 ∶ Eα ＝ q质子 ∶ q氘核 ∶ qα ＝ １ ∶ １ ∶ ２

　 　 （b）粒子受洛伦兹力作圆周运动 ，则

qvB ＝ m v２
R （２）

式（１） 、（２）联立 ，消去 v ，得 R ＝
２ mu
qB２

·６２２·



因为 u ，B 相同 ，所以半径之比为 m
q 之比 ，即

R质子 ∶ R氘核 ∶ Rα ＝
m质子
q质子 ∶

m氘核
q氘核 ∶

mα

qα ＝ １ ∶ ２ ∶ ２

所以氘核与 α粒子的轨道半径均为 １４ ．４ cm ．

9畅30 　质量为 m的带电粒子 ，带有电荷量 q ，以速度 v 射入匀强磁场中 ，v 的
方向与 B垂直 ，粒子从磁场出来后 ，继续运动 ，如图所示 ．已知磁场在 x 轴方向的
宽度为 l ，粒子从磁场出来后 ，在 x 方向又前进了 L － l／２ ，试求它的偏转距离 y ．

解 　粒子在磁场区域中沿圆弧轨道运动的圆半径为

R ＝ mv ／qB

图 ９畅３０（a） 图 ９畅３０（b）

　 　由图 ９畅３０（b）可知
y１ ＝ R － R２

－ l２

　 　粒子离开磁场后作匀速直线运动 ，如图 ９畅３０（b）所示 ．速率未变 ，但方向发生

了变化 ，这时速度方向与 x 轴夹角为 θ０ ，所以有

v x ＝ vcosθ ，vy ＝ vsinθ
带电粒子沿 x 方向前进距离 L －

l
２
所需时间为

t ＝
L －

l
２

v x ＝
L － l／２
vcosθ

故

y２ ＝ vy t ＝ vsinθ （L － l／２）
vcosθ

＝ L －
l
２

tanθ
＝ l（L － l／２）／ R２

－ l２

·７２２·



故总偏转为

y ＝ y１ ＋ y２ ＝ R － R２
－ l２ ＋

l（L － l／２）
R２

－ l２

式中 R ＝
mv
qB ，当 R 冲 L 时 ，上式可化简为 y ≈ lL

R ＝
qlLB
mv

9畅31 　一质子 、一氘核与一 α粒子都具有相同的动能 ，进入匀强磁场 ，其运动

方向与 B成正交 ．试比较这些粒子的圆轨道半径 ．

解 　由 Ek ＝ １
２
mv２ 及 qvB ＝ m v２

R知

R ＝
２ mEk
qB

所以

R质子 ∶ R氘核 ∶ Rα ＝
m质子
q质子 ∶

m氘核
q氘核 ∶

mα

qα ＝ １ ∶ ２ ∶ １

即 R氘核 ＝ ２ R质子 ，Rα ＝ R质子 ．

图 ９畅３２

9畅32 　质谱仪 ．如图 ９畅３２ 所示 ，德姆斯

特测定离子质量所用的装置 ．离子源 S 产生
一个质量为 M 电荷为 ＋ q的离子 ，离子产生

出来时基本上是静止的 ．离子源是气体正在

放电的小室 ．离子产生出来后 ，被电势差所

加速 ，再进入磁感应强度为 B的磁场中 ．在

磁场中 ，离子沿一半圆周运动后射到离入口

缝隙 x 远处的照相底片上 ，并由照相底片把

它记录下来 ．试证明离子的质量 M 由下式
给出

M ＝
B２ q
８ V x２

　 　证明 　在离子加速过程中 ，由动能定理知

qV ＝
１
２
Mv２ （１）

　 　离子在磁场中受洛伦兹力作圆周运动时 ，由牛顿定律知

qvB ＝ M v２
R （２）

又已知

R ＝
x
２

（３）

·８２２·



式（１） 、（２） 、（３）联立解得 M ＝
B２ q
８ V x２ ．

原命题得证 ．

9畅33 　有两个与纸面垂直的磁场以平面 AA′为界面 ，如图 ９畅３３（a）所示 ，已知

它们的磁感应强度的大小分别为 B和 ２B ，设有一质量为 m ，电荷量为 q的粒子以
速度 v 自下向上地垂直射达界面 AA′ ，试画出带电粒子运动的轨迹 ，并求出带电

粒子运动的周期和沿分界面方向的平均速率 ．

图 ９畅３３（a） 图 ９畅３３（b）

解 　带电粒子在磁场中作圆周运动时 ，有

mv２
r ＝ Bqv 　 即 　 r ＝

mv
Bq

　 　由于界面 AA′上下磁场不同 ，粒子在 AA′面上方圆运动半径大 r１ ＝ mv
Bq ，下

方圆运动半径小 r２ ＝ mv
２ Bq ，故得 r２ ＝ １

２
r１ ，轨迹如图 ９畅３３（b）所示 ．又因 t１ ＝ T１

２

＝
π r１
v ，t２ ＝ π r２

v ，所以粒子运动的周期为

T ＝ t１ ＋ t２ ＝
π（ r１ ＋ r２ ）

v ＝
π（３ r２ ）

v ＝
３ mπ
２ Bq

　 　每一周期粒子沿 AA′平面移动的距离为
l ＝ ２（ r１ － r２ ） ＝ r１

故带电粒子沿 AA′平面向右移动的平均速率为

v ＝
r１
T ＝

２ v
３π

　 　 9畅34 　飞行时谱仪 ．歌德斯密设计过测量重离子质量的准确方法 ，这个方法是

测量重离子在已知磁场中的旋转周期 ．一个单独的带电碘离子 ，在 ４畅５ × １０
－ ２ T 的

磁场中 ，旋转 ７周所需的时间约为 １畅２９ × １０
－ ３秒 ．试求 ，这个碘离子的质量有多少

千克（近似的） ？实际上 ，质量测定时所达到的准确度远比这些近似数据所能表示

的高得多 ．

·９２２·



解 　假定带电碘离子仅受洛伦兹力 ，则

qvB ＝ mω
２ r

而

v ＝ ωr
所以

qB ＝ mω

m ＝
qB
ω

＝
qB
２π

２π
ω

＝
qB
２π

T ＝
qB
２π

·
t
７

＝
１ ．６ × １０

－１９
× ４ ．５ × １０

－２

２π
×
１ ．２９ × １０

－３

７

＝ ２ ．１１ × １０
－２５

（kg）
即这个带电碘离子的质量近似为 ２ ．１１ × １０

－ ２５kg ．

9畅35 　将磁导率为 μ ＝ ５０ × １０
－ ４Wb·A － １

·m － １的铁磁质做成一个细圆环 ，环

上密绕线圈 ，单位长度匝数 n ＝ ５００ ，形成有铁心的螺绕环 ．当线圈中电流 I ＝ ４A
时 ，试求 ：（１）环内 B ，H的大小 ；（２）磁化电流产生的附加磁感应强度 B′ ．

解 　 （１）由介质中的安培环路定理知

H ＝ nI ＝ ５００ × ４ ＝ ２ × １０
３
（A／m）

B ＝ μH ＝ ５０ × １０
－４

× ２ × １０
３
＝ １０ （T）

　 　 （２） 　 　 忖B′＝ B － B０

B０ ＝ μ０ nI ＝ ４π × １０
－ ７

× ２ × １０
３
× ４ ＝ ０ ．０１（T）

B′＝ B － B０ ＝ １０ － ０ ．０１ ＝ ９畅９９ ≈ １０ （T）
9畅36 　螺绕环平均周长 l ＝ ０ ．１ m ，环上线圈 N ＝ ２００ 匝 ，线圈中电流 I ＝ １００

mA ，试求 ：（１）管内 B和 H的大小 ；（２）若管内充满相对磁导率 μr ＝ ４２００ 的磁介

质 ，管内的 B和 H的大小 ．

解 　 （１）由介质中的安培环路定理知

∮ H · d l ＝ ΣI０

H２π r ＝ NI０

H ＝
NI０
２π r ＝

２００ × ０ ．１
０ ．１

＝ ２００ （A／m）

B０ ＝ μ０ nI０ ＝ ４π × １０
－７

×
２００
０ ．１

× ０ ．１ ＝ ２ ．５ × １０
－４
（T）

　 　 （２） 　 　 　 NB ＝ μH ＝ μ０ μr H ＝ ４π × １０
－ ７

× ４２００ × ２００ ＝ １ ．０５ （T）
B′＝ B － B０ ＝ １ ．０５ － ２ ．５ × １０

－ ４
≈ １ ．０５ （T）

9畅37 　在平均半径为 ０ ．１ m ，横截面积为 ６ × １０
－ ４ m２ 的铸钢圆环上 ，均匀密

·０３２·



绕 ２００匝线圈 ，当线圈内通入 ０ ．６３ A 的电流时 ，钢环中的磁通量为 ３畅２４ × １０
－ ４

Wb ，当电流增至 ４ ．７ A时 ，磁通量为 ６ ．１８ × １０
－ ４Wb ．试求两种情况下钢环的磁导

率 μ ．

解 　当环上的线圈绕得很密时 ，则其磁场几乎全部集中在环内 ，环内的磁场线

都是同心圆 ，环外的磁场可以忽略 ．由对称性可知 ，在同一条磁场线上各点的磁感

应强度 B的大小相等 ，方向沿着圆的切线方向 ．选取半径为 r 的磁场线为积分路
径 L ，根据介质中的安培环路定理 ，有

促
L
H · d l ＝ NI

由此得

H ＝
NI
２π r

　 　因为圆环的横截面积很小 ，所以 r ≈ r ，环内任一点的磁场强度大小为

H ＝
NI
２π r

所以

B ＝ μH ＝
μNI
２π r

Φm ＝ BS ＝
μNIS
２π r

故

μ ＝
Φm２π r
NIS

μ１ ＝
Φm１２π r
NI１ S ＝

３ ．２４ × １０
－４

× ２π × ０ ．１

２００ × ０ ．６３ × ６ × １０
－４ ＝ ２ ．６９ × １０

－３
（N／A２

）

μ２ ＝
Φm２２π r
NI２ S ＝

６ ．１８ × １０
－４

× ２π × ０ ．１

２００ × ４ ．７ × ６ × １０
－４ ＝ ６ ．８８ × １０

－４
（N／A２

）
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第 10章 　变化的磁场和变化的电场

一 、基本内容和主要公式

1 ．电动势

E ＝ ∫
＋

－（电源内）
Ek · d l

　 　即非静电力把单位正电荷从负极通过电源内部搬移到正极所作的功 ，称为电

源电动势 ．

如果一个闭合电路 L 上处处都有非静电力 Fk 存在 ，这时整个闭合电路内的

总电动势为

E ＝ ∮L

Fk
q · d l ＝ ∮ L

Ek · d l
　 　电源的电动势是表征电源本身性质的物理量 ，它与外电路的性质以及电源所

在电路是否接通无关 ．

2 ．法拉第电磁感应定律

（１）法拉第电磁感应定律 ：Ei ＝ －
d Φd t

此定律表明导体回路中产生的感应电动势 Ei 的大小与穿过回路的磁通量的

变化率d Φd t成正比 ．“ － ”号是楞次定律的数学表示 ，即闭合回路中感应电流的方向

总是使得它自身所产生的磁通量反抗引起感应电流的磁通量的变化 ．

若回路由 N 匝线圈串联组成 ，则

Ei ＝ －
dd t（ Φ１ ＋ Φ２ ＋ ⋯ ＋ ΦN ） ＝ －

d ψd t ψ ＝ ∑
N

i ＝ １

Φ i ，称为磁链数

　 　 （２）感应电流 ：Ii ＝
Ei
R ＝ －

１
R

d Φd t
（３）感应电荷 ：Δ qi ＝ １

R ｜Φ２ － Φ１ ｜

3 ．动生电动势和感生电动势

（１）动生电动势 ：Ei ＝ ∫
b

a
Ek · d l ＝ ∫

b

a
（ v × B） · d l

（２）感生电动势 ：Ei ＝ ∮ L
Ev · d l ＝ － 簇 S

抄B
抄 t · d S

其中 ，Ek 为与洛伦兹力相对应的非静电性场强 ，Ev 是变化磁场产生的有旋电场的
·２３２·



电场强度 ．

动生电动势和感生电动势是从感应电动势的产生原因的不同进行分类的 ．

4 ．自感和互感

（１）自感电动势 ：EL ＝ －
d ψd t ＝ － L d Id t

其中 ，L ＝
ψ
I ，称为自感系数 ．如果回路周围不存在铁磁质时 ，L 与电流无关 ，仅由

回路的匝数 、几何形状和大小以及周围磁介质的磁导率而决定 ．

（２）互感电动势 ：EM ＝ － M d I
d t

其中 ，M ＝
ψ２１

I１ ＝
ψ１２

I２ ，M 称为互感系数 ．M 由回路的几何形状 、尺寸 、匝数 、周围介

质（非铁磁质）的磁导率以及回路的相对位置决定 ，与回路的电流无关 ．如果回路周

围有铁磁质存在 ，M 与回路中的电流有关 ．

自感电动势和互感电动势是从感应电动势的产生方式的不同进行的分类 ．自

感电动势是由导体回路自身电流发生变化而在自己回路中产生的感应电动势 ，而

互感电动势是由于一个导体回路中的电流发生变化而在邻近其它导体回路中产生

的感应电动势 ．

5 ．磁场的能量

（１）自感磁能 ：W m ＝
１
２
L I２

（２）磁能密度 ：wm ＝
１
２
BH ＝

B２

２ μ
＝

１
２
μH２

（３）磁场能量 ：Wm ＝ 簇 V
wmd V ＝ 簇 V

１
２
BHd V ＝ 簇 V

B２

２ μ
d V

6 ．位移电流和全电流安培环路定理

（１）位移电流 ：ID ＝
d ΦDd t

（２）全电流安培环路定理 ：∮ L
H · d l ＝ ∑ （ I ＋ ID ）

其中 ∑ （ I ＋ ID）称为全电流 ，此定理表明不仅传导电流 I能产生磁场 ，位移

电流 ID 也能产生磁场 ．

7 ．麦克斯韦方程组

（１）电场的高斯定理 ：促 S
D · dS ＝ ∑

i
qi

它说明尽管电荷和变化的磁场都能产生电场 ，但总的电场和电荷的联系总服

从这一定理 ．

（２）法拉第电磁感应定律 ：∮ L
E · d l ＝ － 簇 S

抄B
抄 t · d S

·３３２·



此定律说明了变化的磁场和电场的联系 ．虽然电场与电荷也有联系 ，但总的电

场和磁场的联系总符合这一规律 ．

（３）磁场的高斯定理 ：促
S
B · dS ＝ ０

此定理说明目前的电磁场理论认为自然界中没有“磁单极”存在 ．

（４）全电流的安培环路定理 ：∮ L
H · d l ＝ ∑ （ ID ＋ I）

此定理定量说明了磁场和电流以及变化的电场的联系 ．

从这一组方程式出发 ，通过数学推导 ，可以得出电磁场的各种性质 ．在已知电

荷和电流分布的情况下 ，这组方程可以给出电场和磁场的惟一分布 ．

（５）对于各向同性介质 ，D和 E及 B和 H满足以下物质方程
D ＝ εE
B ＝ μH

图 １０唱１

二 、典型例题

10唱1 　在半径为 R 的圆柱形空间里 ，有垂直纸面向里的均匀磁场且此磁场以

恒定的变化率dBd t增加 ．边长为 R的等边三角形金属线框 Oab放在圆柱形磁场中 ，

如图所示 ，其平面垂直于 B ．试求线圈中感应电动势的大小和方向 ．

解法一 　用感生电动势的定义来求

选取 OabO为积分绕行正方向 ，由感生电动势的定义可知 ，

EOab ＝ ∫
a

O
E感 · d l ＋∫

b

a
E感 · d l ＋∫

O

b
E感 · d l

但由于在 Oa和 bO两条边上处处 E感 与 d l垂直 ，故积分为零 ，所以

EOab ＝ Eab ＝∫
b

a
E感 · d l

我们已知在圆柱形空间内任意半径 r 处感生电场

的数值为 r
２

dBd t ，方向为以 O 为圆心 ，以 r 为半径
的圆的切线方向 ，此题为逆时针方向 ．将其代入上

式中有

Eab ＝ ∫
b

a
r
２

dBd t · cosθd l

由几何关系可知 ，cosθ＝
３
２

R
r ，所以

·４３２·



Eab ＝∫
b

a
３
４

dBd t R · d l ＝
３
４

dBd t R２

　 　因为 EOab ＝ Eab ＞ ０ ，所以所求线圈中的电动势沿逆时针方向 ．

解法二 　用法拉第电磁感应定律计算

设均匀磁场为 B ，则通过正三角形面积 S内的磁通量为

Φm ＝ B · S ＝
R
２
·

３
２

R · B ＝
３
４

R２ B

由法拉第电磁感应定律可得三角形线圈内的感应电动势大小为

E ＝
d Φmd t ＝

３
４

dBd t R２

由楞次定律可知感应电动势的方向沿 Oab方向 ．

说明 　上面所用的两种方法是计算感生电动势的基本方法 ．判断感生电动势的方

向时既可由楞次定律直接判断 ，也可以用数学计算得到感生电动势的方向 ．如本题

第一种解法用计算得出 Eab的方向 ；第二种解法则用楞次定律直接判断得到 ．

图 １０唱２

10唱2 　如图 １０唱２所示 ，一个半径为 a的
小线圈 ，起初和一个半径为 b（ a 虫 b）的大线
圈共面并同心 ，大线圈通入一恒定电流 I２ 并
保持不动 ，而小线圈以角速度 ω绕直径转动 ．

小线圈的电阻为 R ，其感抗可以忽略不计 ．试

求 ：

（１）两线圈的互感系数 ；

（２）小线圈中的电流 （表示成时间的函

数） ；

（３）大线圈的感生电动势（表示成时间的函数） ．

解 　 （１）设小线圈为线圈 １ ，大线圈为线圈 ２ ．线圈 ２在其中心处所产生的磁感

应强度为 B２ ＝
μ０ I２
２ b ．由题意知 a 虫 b ，线圈 １所在处的磁场可视为均匀磁场 ．则通

过线圈 １的磁通量为

ψ１２ ＝ B２ · S１ ＝ B２ S１cosθ ＝
μ０ I２π a２
２ b cos ωt

式中角 θ＝ ωt为 t时刻两线圈平面法线之间的夹角 ．则两线圈的互感系数为

M ＝
ψ１２

I２ ＝
μ０π a２
２ b cos ωt

　 　 （２）由法拉第电磁感应定律 ，得小线圈中的感应电动势为

E１ ＝ －
d ψ１２d t ＝

μ０ I２ π a２
２ b ωsin ωt
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故小线圈中的电流为

I１ ＝
E１
R ＝

μ０ I２π a２
２ bR ωsin ωt

　 　 （３）由式（１）和（２）知 ，小线圈中的电流 I１ 所产生的磁场穿过大线圈的磁通量
为

ψ２１ ＝ MI１ ＝
μ０π a２
２ b

２ I２
R ωsin ωtcos ωt

＝
μ０π a２
２ b

２ I２
R ω

sin２ ωt
２

由法拉第电磁感应定律得大线圈中的感生电动势为

E２ ＝ －
d ψ２１d t ＝ －

μ０π a２ ω
２ b

２ I２
Rcos２ ωt （３）

说明 　用 M ＝
ψ２１

I１ 或 M ＝
ψ１２

I２ 均可计算互感系数 ，但选择哪一个线圈通电 ，计算的

难易程度不同 ，本题选择给大线圈通电方便于计算 ．本题中因为小线圈相对于大线

图 １０唱３

圈转动 ，即二线圈的相对位置是变化的 ，所

以互感系数 M 成为变量 ；另外 ，因为大线圈

中的电流不随时间变化 ，所以不会产生自感

电动势 ．若电流 I２ 是时间的函数 ，则在大线

圈的感生电动势中应加上自感电动势 ．

10唱3 　一环形螺线管 ，共 N 匝 ，横截面

为长方形 ，其尺寸如图所示 ．试证此螺线管

的自感系数为

L ＝
μ０ N２ h
２π

ln b
a

　 　证法一 　假设螺线管中通有电流 I ，则通过长方形截面的磁通量为

Φ ＝ 簇 S
B · dS ＝ ∫

b

a
Bhd r ＝∫

b

a

μ０ NI
２π r hd r ＝

μ０ NIh
２π

ln b
a

由自感定义 ，得

L ＝
N Φ
I ＝

μ０ N２ h
２π

ln b
a

　 　证法二 　由安培环路定理 ，有

B ＝
μ０ NI
２π r

又

d V ＝ ２π rd rh
·６３２·



所以管内磁场能量为

W ＝ 蹿 V
B２

２ μ０
d V ＝∫

b

a
１
２
μ０

NI
２π r

２

２π rhd r

＝
μ０ N２ I２ h

４π ∫
b

a
d r
r ＝

μ０ N２ I２ h
４π

ln b
a

与能量公式 W ＝
１
２
L I２ 比较 ，可得

L ＝
μ０ N２ h
２π

ln b
a

说明 　通过计算 ，可以看出自感系数 L 是一个与电流 I无关 ，仅由回路的匝数 、几

何形状和大小及周围介质的磁导率决定的物理量 ．在此 ，我们总结以上两种求解自

感系数的方法如下 ：

方法一 ： 忖① 在被研究的线圈回路中 ，假设通入电流为 I ；
② 根据电流 I及其分布 ，求出它所产生的磁感应强度 B的分布 ；

③ 求出该磁场在线圈自身回路中穿过的磁链数 ψ ；

④ 将 I 、ψ代入公式 L ＝
ψ
I 求出自感系数 ．

方法二 ： 忖① 、②同方法一 ；

③ 利用 W ＝ 蹿 V
B２

２ μ
d V 求出磁场能量 ；

④ 将磁场能量与 W ＝
１
２
L I２ 比较可得 L ．

另外 ，如果已知电流的变化率
d Id t和自感电动势 Ei ，或者通过其它条件能将d Id t

及Ei求出 ，则用公式 L ＝
Eid Id t
也可求出自感系数 ，这种方法被广泛地应用于实验测

量 L ．

三 、习题详解

10 ．1 　选择题
（１）两个闭合的金属环 ，穿在一光滑的绝缘杆上 ，如习题图所示 ．当条形磁铁 N

极自右向左插向圆环时 ，两圆环的运动是（C）
（A）边向左移动边分开 ；

（B）边向右移动边合拢 ；

（C）边向左移动边合拢 ；

（D）同时同向运动 ．
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图 １０畅１ （１） 图 １０畅１ （２）

（２）导体棒 AB在均匀磁场中绕 OO′轴匀角速度转动 ．磁感应强度为 B ，方向

平行 OO′轴 ，角速度为 ω ．OO′轴垂直于 AB且通过其中点 C ，棒长为 l ，如图所示 ．

A 、B 、C三点的电势以 uA 、uB 、uC 表示 ，则（A）和（C）是正确的 ．

（A） uA ＞ uC ；

（B）uC ＞ uA ；

（C）uB ＞ uC ；

（D）uB ＜ uC ．

（３）一半圆形的闭合金属导线 ，绕轴 O 在矩形均匀分布稳恒磁场中作逆时针
方向匀速转动 ，如图 １０畅１（３a）所示 ．图 １０畅１（３b）中哪一条曲线能表示导线中感应
电动势 Ei唱t的函数关系 ？ （ 表 ）

图 １０畅１（３）

（４）如图 １０畅１（４）所示 ，在圆形均匀分布的磁场中 ，磁场的磁感应强度变化率

dBd t ＜ ０ ，在磁场中有三条导线 ，分别为直线 ab 、曲线 acb和折线 acb ，导线中感应电动

势最大的是（曲线 acb） 、最小的是（直线（ab）） ．
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图 １０畅１ （４）

（５）E和 EV 分别表示静电场和有旋电场的电场强度 ，

下列关系式中正确的是（A ，D）

（A）∮ E · d l ＝ ０ ；　 　 　 　 　 （B）∮ E · d l ≠ ０ ；

（C）∮ Ev · d l ＝ ０ ； （D）∮ Ev · d l ≠ ０ ．

10 ．2 　填空题
（１）一导线被弯折成图 １０畅２（１）所示的扇形回路 ，两半

径 ac与 cb长为 l ，夹角为 θ ，在垂直纸面的均匀磁场中按

图示方向运动 ，① cb 段上的动生电动势 Ecb为 皛 籟vBlcosθ ；② adb段上的动生电动势
Eadb的大小和方向为 皛 积vBl（１ － cosθ） ．

图 １０畅２（１） 图 １０畅２（２）

（２）长为 l的导体棒 ，放在磁感应强度为 B 的均匀磁场中 ，棒与磁场垂直 ，见

图 １０ ．２（２） ．①当棒在垂直于磁场平面内 、与选定的参考线 ４５°角 ，以速度 v 平行于

参考线向右运动时 ，棒两端的动生电动势 Eab为 皛 胔－
２
２

vBl ；② 当棒以角速度 ω绕 a

点运动时 ，棒两端的动生电动势 Eab为 皛 膎１
２
ωBl２ ．

（３）一宽为 l的金属框架 ，放在均匀磁场 B中 ，如图 １０ ．２（３）所示 ，一长为 l ，
质量为 m 的导体杆 ab 可在框架上无摩擦地滑动 ，现给导体杆一向右的初速度

v０ ，当导体棒的瞬时速度为 v 时 ，其加速度的大小为 a ＝ 皛 袚B２ l２ v ／mR ，方向为 皛 袚向左 ，

v 随时间 t变化的函数关系为 v ＝ v０e －
B２ l２
mR t

，回路中的感应电流 i ＝ 皛 莮Bl
R v０e －

B２ l２
mR t

．若

忽略辐射引起的能量损失 ，当 t → ∞时 ，电阻 R放出总焦耳热为 皛 葌１
２
mv２０ ．

（４）一无限长导线通以 I ＝ I０e － αt
的电流 ，式中 I０ 和 α均为常量 ，紧靠长直线

有一矩形线圈 ，长直导线与线圈共面 ，直导线和线圈的互感系数为 皛 蔋
μ０ b
２π

ln３ ；线圈内

的互感电动势为 皛 薥
μ０ b
２π

αI０ln３e － αt
．
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图 １０畅２（３） 图 １０畅２（４）

（５）如果均匀电场中的能量密度与一个 B ＝ ０ ．５T 的磁场中所具有的能量密度
相同 ，则电场强度的大小为 皛 粺１ ．５ × １０

８ N ／C ．

图 １０畅３

10畅3 　一半径为 r ＝ ０ ．２０ m ，具有轴对称的电磁

铁 ，如图 １０畅３所示 ，在它的半径范围内磁场可以认为

是均匀的 ，超过此半径 ，磁场可以忽略不计 ，今欲在不

击穿空气的情况下 ，使磁场的磁感应强度在尽可能短

的时间 τ内 ，由零线性的升高至 １０T ，试确定 τ ．设空

气击穿电场强度为 ３ × １０
６ V／m ．

解 　变化的磁场产生有旋电场 ，由于磁场分布具

有轴对称性 ，所以产生的有旋电场的磁力线是以轴上

各点为圆心的同心圆 ．由感生电动势的公式

Ei ＝ ∮ L
Ev · d l ＝ － 簇 S

抄B
抄 t · dS

可知

r′＜ r时

Ev · ２π r′ ＝
抄B
抄 t π r′

２

Ev ＝
r′
２

抄B
抄 t ＝

r′
２

１０ － ０
τ

＝
５ r′
τ

r′＞ r时 Ev·２π r′＝ 抄B
抄 t π r

２

Ev ＝
r２
２ r′

抄B
抄 t ＝

５ r２
τr′

由此得

Ev max ＝
５ r
τ

≤ E击穿

故

τmin ＝
５ r
E击穿 ＝

５ × ０ ．２０

３ × １０
６ ＝ ３ ．３３ × １０

－７
（s）

·０４２·



图 １０畅４

　 　 10畅4 　 在地球南半球某地 ，地磁场的磁感应

强度大小 B ＝ ４２ μT ，指向向上并与铅垂线夹角为

５７° ，见 １０畅４图 ，试计算通过平面上面积为 ２畅５ m２

的磁通量 ．

解 　取向上的方向为平面法线正方向 ，则

　 　 　 　 Φm  ＝ 簇
S
B · dS ＝ 簇

S
Bd Scosθ

＝ Bcosθ簇
S
d S ＝ BScosθ ＝ ４２ × １０

－６
× ２ ．５ × cos５７°

＝ ５ ．７ × １０
－５
（Wb）

　 　 10畅5 　在高频电视天线线圈直径 d ＝ １１ cm ，电视信号的匀强磁场方向与线圈

平面垂直 ．时刻 t ，磁感应强度大小的变化率dBd t ＝ ０ ．６ T ／s ；试求天线线圈中的感应
电动势 ．

解 　由法拉第电磁感应定律知 ：

| Ei | ＝ －
d Φmd t ＝ －

dd t簇
S
B · dS ＝

dd t簇
S
Bd S ＝

dBd t簇
S
d S ＝

dBd t · π r２

＝ ０ ．６ × ３ ．１４ ×
１１ × １０

－２

２

２

＝ ５ ．７ × １０
－３
（V）

　 　 10畅6 　电阻为 R ＝ ２０ mΩ 、边长为 ２０ cm的正方形线圈 ；它的平面与匀强磁场

方向垂直 ，磁感应强度大小为 B ＝ ２ ．０ T ．如果在线圈的相对两边拉线圈 ，则另两相

对边将自动相互靠近 ，以致线圈面积逐渐减小 ．设线圈面积在时间 Δ t ＝ ０ ．２０ s内
减小到零 ．试求 ：（１）线圈中的平均感应电动势 ；（２）在 Δ t 时间内线圈中平均感应
电流 ．

解 　 （１）取线圈的环绕正方向与 B满足右螺旋法则

Ei ＝ －
d Φmd t ＝ －

dd t簇
S
B · dS ＝ －

dd t簇
S
Bd S ＝ － B簇

S

d Sd t
所以

－E i ＝ － B ·
０ － S０

Δ t ＝ ２ ．０ ×
０ ．２ × ０ ．２

０ ．２０
＝ ０ ．４ 　 （V）

　 　 （２） －i ＝
－E i
R ＝

０ ．４

２０ × １０
－ ３ ＝ ２ ．０ × １０

５
　 （A）

10畅7 　将半径 r ＝ ３ ．７ cm的圆形闭合回路沿其直径 ab折叠成相互垂直的两
个半圆 ，匀强磁场的磁感应强度大小 B ＝ ７６ mT ，指向垂直于直径 ab并与两半圆
平面成 ４５°角 ，见图 ，磁感应强度在 ４ ．５ ms内均匀的减小到零 ．试求 ：（１）回路中感

·１４２·



应电动势的大小和方向 ；（２）回路中感应电流的方向 ．

解 　 （１）取 acbda方向为绕行正方向 ，则通过闭合回路的磁通量为

Φm ＝ B · S１ ＋ B · S２
＝ BS１cos１３５° ＋ BS２cos１３５° ＝ BScos１３５°

由法拉第电磁感应定律知回路中的感应电动势为

Ei ＝ －
d Φmd t ＝ － Scos１３５° dBd t ＝ － π r２cos１３５° ×

０ － B
Δ t

＝ ３ ．１４ × （３ ．７ × １０
－２
）
２
×

２
２

×
０ － ７６ × １０

－３

４ ．５ × １０
－３

＝ － ５ ．１ × １０
－２
（V） ＜ ０

方向与所取绕行正方向相反 ，即沿 adbca方向 ．

（２）回路中感应电流方向为 adbca方向 ．

图 １０畅７ 图 １０畅８

10畅8 　长为 L 的直导线 AC ，在均匀磁场中与竖直方向 AO 夹角为 θ ，以角速

度 ω沿顺时针方向转动 ，见图 ．试求 ：

（１）当转到图示位置时 ，A ，C两点间的动生电动势的大小和方向 ；

（２）当 C点转到 D点处时 ，A ，C两点间的电动势的大小 ．

解 　 （１）EAC ＝ ∫
C

A
（ v × B） · d l ＝∫

L

０
vBsin φcosθd l

式中 φ为v 与 B的夹角 ，此处 φ ＝
π
２

，v ＝ ωlsinθ ，所以

EAC ＝ Bωsinθcosθ∫
L

０
ld l ＝

１
２
BwL２cosθsinθ

方向为由 A 指向 C ，即 A 处电势低 ，C处电势高 ．

（２）在 D点处 ，φ ＝
π
４

，所以

EA D ＝ Bωsinθcosθsin４５°∫
L

０
ld l ＝ ２

４
BωL２cosθsinθ

·２４２·



　 　 10畅9 　质量为 m ，宽为 L ，电阻为 R 的导体线圈悬挂在 aa线以上 、与纸面垂

直向里的匀强磁场中 ，如图所示 ，剪断悬挂处 ，线圈加速下落直至达到一终极速率 ，

不计阻力 ，试求终极速率（假定线圈足够长） ．

解 　释放线圈后 ，线圈在重力作用下必加速下落 ，在下落过程中线圈一边切割

磁力线必产生感应电流 ，感应电流会受到磁场向上的磁力的作用 ．这两种力相互作

用的结果 ，使线圈由加速运动逐渐趋于匀速直线运动 ，此时的速度的大小即为终极

速率 ．所以线圈达到终极速率时 ，必有

mg ＝ ILB

I ＝
mg
LB ＝

Ei
R ＝

∫L
（ v × B） · d l

R ＝
１
R∫ vBd l ＝ vB

R L

故

v ＝
mgR
B２ L２

图 １０畅９ 图 １０畅１０

　 　 10畅10 　如图所示 ，质量为 M ，长度约为 l 的金属棒 ab从静止开始沿倾斜的
绝缘框架下滑 ，设磁场 B竖直向上 ，（１）求棒内的动生电动势与时间的函数关系 ．

设摩擦可忽略不计 ．（２）如果金属棒 ab 沿光滑的金属框架下滑 ，试求金属杆下滑

时达到的稳定速度为多大 ？回路电阻 R已知 ．

解 　 （１）金属棒从绝缘框架下滑的加速度为 a ＝ gsinθ ，时刻 t时的速度为 v ＝
at ＝ gtsinθ ．金属棒下滑切割磁力线 ，产生的感生电动势为

Ei ＝ ∫
l

０
（ v × B） · d l ＝ ∫

l

０
Bvcosθd l ＝ Blgsinθcosθ · t

　 　 （２）对于金属框架 ，金属棒 ab中产生的 Ei 将在 aBCb回路中产生感应电流

i ＝ Ei
R ＝

Bv lcosθ
R

于是金属棒 ab受到沿斜面向上的安培力

·３４２·



Fm ＝ Blicosθ ＝
（Blcosθ）２

R v

金属棒沿斜面下滑的运动方程为

Mgsinθ －
（Blcosθ）２

R v ＝ M d vd t
解此微分方程 ，并代入初始条件 t ＝ ０ ，v ＝ ０ ，可得

v ＝
MgRsinθ
（Blcosθ）２ （１ － e－ （Blcosθ）２ t／MR

）

当 t → ∞时达到稳定速度

v f ＝ lim
t → ∞

MgRsinθ
（Blcosθ）２ （１ － e－ （Blcosθ）２ t／MR

） ＝
MgRsinθ
（Blcosθ）２

图 １０畅１１

　 　 10畅11 　 如图 １０畅１１ 所示 ，长直载流为 I的导线与
一直角导线回路 abc共面 ，长为 l１ 的边 ab起始时与导
线的距离为 d ，边 bc长为 l２ ，现使回路以速度 v１ 垂直于
长直导线向右运动 ．试求在时刻 t 回路中的动生电动
势 ．

解 　本题为导体在恒定的非均匀磁场中运动 ，产生

动生电动势的情况 ．利用Ei ＝∫（ v × B）· d l分别求出导
体的三个边中的动生电动势 ，即可得整个回路中的动

生电动势 ，即

Ei ＝∫
b

a
（ v１ × B） · d l ＋∫

c

b
（ v１ × B） · d l ＋∫

a

c
（ v１ × B） · d l

＝∫
b

a
v１ Bd l ＋ ０ ＋∫

a

c
v１ Bd lcosθ

＝ v１∫
l
１

０

μ０ I
２π（d ＋ v１ t）d l ＋ v１∫

d＋ v
１
t

l
２
＋ d＋ v

１
t

μ０ I
２π xd lcosθ

其中 ，第二项中 d l ＝ －
l２１ ＋ l２２
l２ d x ，cosθ＝ －

l１
l２１ ＋ l２２

，所以

Ei ＝
μ０ Iv１ l１

２π（d ＋ v１ t） －
μ０ Iv１
２π

cosθ l２１ ＋ l２２
l２ ∫

d＋ v
１
t

d＋ l
２
＋ v

１
t
d x
x

＝
μ０ Iv１ l１

２π（d ＋ v１ t） ＋
μ０ Iv１
２π

l１
l２ ln

d ＋ v１ t
d ＋ l２ ＋ v１ t

　 　 10畅12 　如图 １０畅１２所示 ，长直载流 I导线与一导体棒 OM 共面 ，棒长为 l ．今
棒以角速度 ω绕端点 O转动 ，导线至点 O的距离为 r０ ．试分别计算出棒转至与导

·４４２·



图 １０畅１２

线平行和垂直两位置时 ，棒中动生电动势的大小

和方向 ．

解 　与导线平行时 ：

Ei ＝∫
M

０
（ v × B） · d l ＝ ∫

l

０
vB · d l

＝∫
l

０
v μ０ I
２π r０d l ＝ ∫

l

０
ωr μ０ I

２π r０d r ＝
μ０ Iωl２
４π r０ ＞ ０

所以 Ei 的方向为由 O 指向 M ，即 M 点的电势高 ．

与导线垂直时 ：

Ei ＝∫
N

０
（v × B） · d l ＝∫

l

０
vBd l

＝∫
l

０
ωr μ０ I

２π（ r０ ＋ r）d r ＝
μ０ Iω
２π

l － r０ ln r０ ＋ l
r０ ＞ ０

所以此时 Ei 的方向为从 O指向 N ，即 N点电势高 ．

10畅13 　均匀磁场 B被限制在半径 R ＝ ０ ．１０ m 的无限长圆柱空间内 ，方向垂

直纸面向外 ，设磁场以dBd t ＝ １００ T ／s的匀速率增加 ，已知 θ ＝
π
３

，Oa ＝ Ob ＝ ０ ．０４

m ，试求等腰梯形导线框 abcd内的感应电动势 ，并判断感应电流的方向 ．

解 　根据法拉第电磁感应定律 ，感生电动势的大小为

Ei ＝ d Φd t ＝
dBd t S ＝

dBd t １
２
R２

θ －
１
２

ab · h

＝
１００
６

π － ４ ３ × １０
－２ V

式中 h为由 O到ab的垂直距离 ，感应电流沿顺时针方向 ．

此题也可用 Ei ＝ ∮ Ev · d l公式直接积分求解 ．

图 １０畅１３ 图 １０畅１４

10畅14 　半径 R ＝ １０ cm圆柱形空间的横截面 ，如图 １０畅４所示 ，圆柱形内有匀

·５４２·



强磁场 ，其磁感应强度按dBd t ＝ ０ ．１ T ／s的规律变化 ，已知 ra ＝ ５ cm ，rb ＝ １５ cm ．试

求 a 、b两点的有旋电场 ．

解 　在圆柱形内 ，即 r ＜ R 的区域 ，取以 O 为圆心 ，以 ra 为半径的圆形闭合
路径 ，按逆时针方向进行积分 ，由感生电动势公式可知

Ei ＝ ∮ L
Ev · d l ＝ Ev · ２π ra ＝

dBd t · π r２a

所以

Ev a ＝
ra
２

dBd t ＝
５ × １０

－２

２
× ０ ．１ ＝ ２ ．５ × １０

－３
（N／C）

方向垂直于 Oa且沿逆时针方向 ．

同样 ，以 O为圆心 ，以 rb 为半径作圆形闭合路径 ，按逆时针方向进行积分 ，由

感生电动势公式知

Ei ＝∮ L
Ev · d l ＝ Ev · ２π rb ＝

dBd t · π R２

Ev ＝
R２

２ rb
dBd t ＝

（１０ × １０
－２
）
２

２ × １５ × １０
－２ × ０ ．１ ＝ ３ ．３ × １０

－３
　 （N ／C）

　 　方向垂直于 Ob且沿逆时针方向 ．

图 １０畅１５

10畅15 　圆柱形空间的横截面如图所示 ，圆柱形

内匀强磁场的磁感应强度按dBd t ＝ ０ ．１ T ／s的规律变
化 ．管内有一边长 l ＝ ０ ．２ m的正方形导体回路 ，正方

形中心在圆柱的轴线上 ，b为 ac的中点 ，试求 ：（１） a 、
b两点的有旋电场强度 ；（２） abcd 折线上的感生电动
势 ．

解 　 （１）以 O 为圆心 ，分别以 Oa 、Ob 为半径作
圆形闭合回路 ，按逆时针方向进行积分 ，则

Ei ＝ ∮ L
Ev · d l ＝ Ev · ２π r ＝

dBd t π r２
所以

Ev ＝
r
２

dBd t

Ev a ＝

１
２

２ l
２

dBd t ＝
２
４

× ０ ．２ × ０ ．１ ＝ ７ ．１ × １０
－３

　 （V ／m）

方向垂直于 Oa且沿逆时针方向 ．

·６４２·



Ev b ＝

１
２
l

２
dBd t ＝

１
４

× ０ ．２ × ０ ．１ ＝ ５ × １０
－３

　 （V ／m）

　 　方向垂直于 ob且沿逆时针方向 ．

（２）连接时 ad ，由 abcda构成三角形闭合回路 ，由法拉第电磁感应定律知

Ei ＝ －
d Φmd t ＝ －

dd t簇
S
B · dS ＝ －

dd t簇
S
Bd S

＝ －
dBd t簇

S
d S ＝ －

dBd t １
２
l２

＝ Eabcd ＋ Eda

对 da段 ，由于 Ev 与 d l处处垂直 ，所以 Eda ＝ ∫Ev · d l ＝ ０

Eabcd ＝ －
dBd t · １

２
l２ ＝ － ０ ．１ ×

１
２

× ０ ．２
２
＝ － ２ × １０

－３
　 （V）

　 　方向为与积分绕行方向相反 ，即沿 dca方向 ．

10畅16 　面积为 S 、电阻为 R的天线线圈平面垂直于磁感应强度为 B的匀强
磁场 ．在时间 Δ t内 ，磁感应强度线性地减小到零 ．试计算线圈在 Δ t时间内耗散的
势能 ．

解 　由法拉第电磁感应定律知电势大小为

| Ei | ＝ －
d Φmd t ＝

dBd t S ＝
B － ０
Δ t · S ＝

BS
Δ t

i ＝ EiR ＝
BS
RΔ t

图 １０畅１７

所以

d q ＝ id t ＝ BS
RΔ td t

E势 ＝∫Eid q ＝ ∫
Δ t

０

BS
Δ t

BS
RΔ td t ＝

BS
Δ t

２
Δ t
R ＝

B２ S２

RΔ t
　 　 10畅17 　 有一由金属丝绕成的没有铁芯的螺

绕环 ，单位长度上的匝数 n ＝ ５０００ m － １
，截面为 S

＝ ２ × １０
－ ３ m２

．金属丝两端和电源 E以及可变电阻
串联成一闭合电路 ，在环上再绕一线圈 A ，匝数 N
＝ ５ ，电阻 R ＝ ２ ．０ Ω ，如图 １０畅１７所示 ．调节可变电

阻 ，使通过螺绕环的电流强度 I 每秒降低 ２０ A ．

（１）求线圈 A 中产生的感应电动势 Ei 及感应电流
I ；（２）求 ２ s钟内通过线圈 A 的感应电量 q ．

解 　 （１）若螺绕环中的电流为 I ，则可知螺绕
·７４２·



环中的磁感应强度 B ＝ μ０ nI ，所以线圈 A 中的感应电动势大小为

Ei ＝ NS螺dBd t ＝ NS螺 μ０ n d Id t
＝ ５ × ２ × １０

－３
× ４π × １０

－７
× ５０００ × ２０

＝ １ ．２６ × １０
－３

　 （V）

　 　感应电流为

I ＝
Ei
R ＝

１ ．２６ × １０
－３

２ ．０
＝ ６ ．３ × １０

－４
　 （A）

　 　 （２）感应电量为

q ＝ ∫ Id t ＝ IΔ t ＝ ２ × ６ ．３ × １０
－４

＝ １ ．２６ × １０
－３

　 （C）
　 　 10畅18 　某地地球磁场的磁感应强度大小 B ＝ ０ ．５９０ Gs（１ T ＝ １０

４ Gs） ，方向向

下与水平面夹角为 ７０ ．０° ，半径为 １０ ．０ cm ，总电阻为 ８５ ．０ Ω ，有 １０００匝水平放置

的圆线圈与一内阻为 １４０ Ω 电表相联 ，今使线圈绕其直径翻转 １８０°又回到水平位

置 ，试计算在翻转过程中 ，通过电表的电量大小 ．

解 　 q 换＝ ∫ id t ＝ ∫
Ei
Rd t ＝ ∫

１
R

d Φd t d t ＝ ∫
１
R∫d Φ ＝

１
R （ Φ２ － Φ１ ）

＝
１
R ［nBScos２０° － nBScos（９０° ＋ ７０°）］ ＝

２ nBS
R cos２０°

＝
２ × １０００ × ０ ．５９ × １０

－４
× π × （１０ × １０

－２
）
２

８５ ．０ ＋ １４０
cos２０°

＝ １ ．５５ × １０
－５
　 （C）

　 　 10畅19 　在半径 r１ ＝ ２０ ．０ cm和 r２ ＝ ３０ ．０ cm的圆形区域 R１ 和 R２ 中有匀强

磁场 ．R１ 中的磁感应强度大小 B１ ＝ ５０ ．０ mT ，方向垂直纸面向里 ；R２ 中的 B２ ＝

７５ ．０ mT ，方向垂直纸面向外（不考虑两磁场边缘情况） ，这两个磁场按同一速率

８ ．５０ mT ／s减小 ，试对习题 １０ ．１９图上的三条路径分别计算∮ E · d l ．
解 　 @∮ L

１

E · d l 9＝ －
d Φd t ＝ －

dd t簇 S
B１ · dS

＝
dd t簇 B１d S ＝

dB１d t π r２１
＝ （－ ８ ．５０ × １０

－３
） × ３ ．１４ × （２０ ．０ × １０

－２
）
２

＝ － １ ．０７ × １０
－３

　 （V）

∮ L
２

E · d l 9＝ －
dd t簇 S

B２ · d S ＝
dd t簇 B２d S ＝

dB２d t π r２２
＝ （－ ８ ．５ × １０

－３
） × ３ ．１４ × （３０ ．０ × １０

－２
）
２

＝ － ２ ．４０ × １０
－３

　 （V）

·８４２·



图 １０畅１９

∮ L
３

E· d l  ＝ －
d Φd t ＝ －

dd t 簇R
１

B１ · dS ＋ 簇R
２

B２ · dS ＝
dBd t （π r２１ － π r２２ ）

＝ － ８ ．５ × １０
－３

× ３ ．１４ × ［（２０ × １０
－２
）
２
－ （３０ × １０

－２
）
２
］

＝ １ ．３３ × １０
－３

　 （V）

　 　 10畅20 　一螺绕环 ，横截面的半径为 a ，中心线的半径为 R ，R 冲 a ，其上由表面

绝缘的导线均匀地密绕两个线圈 ，一个 N１ 匝 ，另一个 N２ 匝 ，试求 ：

（１）两个线圈的自感 L１ 和 L２ ；

（２）两个线圈的互感 M ；

（３） M 与 L１ 和 L２ 的关系 ．

解 　 （１）设匝数为 N１ 的螺绕环中通以电流 I１ ，它在本螺绕环中产生的磁感应

强度为

B１ ＝ μ０ n１ I１ ＝
μ０ N１

２π R I１

故

L１ ＝
N１ Φ１

I１ ＝
N１ B１ S１

I１ ＝
μ０ N２

１π a２
２π R ＝

μ０ N２
１ a２

２ R
同理

L２ ＝
N２ Φ２

I２ ＝
μ０ N２

２ a２
２ R

　 　 （２ ）设螺绕环 １ 中通电流 I１ ，它在螺绕环 ２ 中产生的总磁通量为

Φ２１ ＝ N２ B１ S２ ＝ N２ μ０ n１ I１π a２ ，故互感系数为

M ＝
Φ２１

I１ ＝ N２ μ０ n１π a２ ＝
μ０ N１ N２ a２

２ R
　 　 （３）M ＝ L１ L２ 此两线圈为完全耦合 ．

　 　 10畅21 　 在一纸筒上绕有两个相同的线圈 ab 和 a′b′ ，两个线圈的自感都是

·９４２·



图 １０ ．２１

０ ．０５ H ，如图所示 ．试求 ：

（１）a和 a′相接时 ，b和 b′间的自感 ；

（２）a′与 b相接时 ，a和 b′间的自感 ．

解 　 （１）当 a′与 a相接 ，在 b 与 b′之间通
以电流时 ，两线圈中的电流等值反向 ，穿过线圈

的总磁通量的 ０ ，故

L ＝
Φ
I ＝ ０

　 　 （２）a′与 b相接 ，对 a和 b′两端 ，则为两个线圈顺接串联 ，此时穿过线圈的总磁

通量为

Φ ＝ Φ１１ ＋ Φ１２ ＋ Φ２１ ＋ Φ２２ ＝ L１ I１ ＋ M１２ I２ ＋ M１２ I１ ＋ L２ I２
此处 　 I１ ＝ I２ ＝ I ，M１２ ＝ M２１ ＝ M ＝ L２ L１ ，所以

L ＝
Φ
I ＝ L１ ＋ ２M ＋ L２

＝ ０ ．０５ ＋ ２ × （０ ．０５）
２
＋ ０ ．０５ ＝ ０ ．２ H

　 　 10畅22 　如图 １０畅２２（a）所示 ，两条平行长直载流输电导线 ，和一矩形的导线框

共面 ，已知两导线中的电流同为 I ＝ I０sin ωt ，但方向相反 ，导线框的长为 a ，宽为

b ．试求 ：

（１）输电回路与导线框之间的互感系数 ；

（２）回路中的感应电动势 ．

图 １０畅２２

解 　 （１）建立如图 １０ ．２２（b）所示的坐标系 ，两条载流长直导线在空间一点产

生的磁感应强度为

B ＝
μ０ I
２π

１
x －

１
x － （ l１ － l２ ）

·０５２·



　 　通过线框的磁通量为

Φ ＝ 簇 S
B · dS ＝ ∫Bad x

＝
μ０ Ia
２π

∫
l
１
＋ b

l
１

d x
x －∫

l
１
＋ b

l
１

d x
x － l１ ＋ l２

＝
μ０ Ia
２π

ln l１ ＋ b
l１ ·

l２
l２ ＋ b

所以互感系数为

M ＝
Φ
I ＝

μ０ a
２π

ln l１ ＋ b
l１ ·

l２
l２ ＋ b

　 　 （２） 　 EM  ＝ － M d Id t ＝ －
μ０ a
２π

ln l１ ＋ b
l１ ·

l２
l２ ＋ b

d Id t
＝ －

μ０ I０ aω
２π

cos ωtln l２ （ l１ ＋ b）
l１ （ l２ ＋ b）

图 １０畅２３

　 　 10畅23 　一截面为矩形的螺绕环 ，内 、外半径分别为 R１ 和 R２ ，高为 h ，共有 N
匝 ，螺绕环的轴处 ，置一无限长直导线 ．试求当螺绕环中通以 I ＝ I０sin ωt的交变电
流时 ，长直导线中的感应电动势 ．

解 　设无限长直电流通以电流 I ，则在螺绕环中产生的总磁通量为

Φ ＝ N簇 S
B · dS ＝ N∫

R
２／２

R
１／２

μ０ I
２π rhd r ＝

μ０ NIh
２π

ln R２

R１

则长直导线对螺绕环的互感系数为

M ＝
Φ
I ＝

μ０ Nh
２π

ln R２

R１

由于长直导线对螺绕环的互感系数与螺绕环对长直导线的互感系数相等 ，所以当

螺绕环通以 I ＝ I０sin ωt电流时 ，长直导线中的感应电动势为

·１５２·



Ei ＝ － M d Id t ＝ －
μ０ NhωI０

２π
cos ωtln R２

R１

　 　 10畅24 　一根同轴电缆由内圆柱体和与它同轴的外圆筒构成 ，内圆柱的半径为

a ，圆筒的内 、外半径为 b和 c ．电流 I由外圆筒流出 ，从内圆柱体流回 ．在横截面上

电流都是均匀分布的 ．

（１）求下列各处每米长度内的磁通密度 wm ：圆柱体内 、圆柱体与圆筒之间 、圆

筒内 、圆筒外 ；

（２）当 a ＝ １ ．０ mm ，b ＝ ４ ．０ mm ，c ＝ ５ ．０ mm ，I ＝ １０ A时 ，每米长度同轴电缆

中储存多少磁能 ？

解 　 （１）在 r ＜ a的圆柱体内 ，由安培环路定理得

H ＝
Ir

２π a２ ，　 B ＝
μ０ Ir
２π a２ 　 （此处视导体内 μr ＝ １）

则

wm ＝
１
２
BH ＝

μ０ I２ r２
８π

２ a４

圆柱体内每米长度的磁场能量为

W m１ ＝ 蹿 wmd V ＝ ∫
a

０

μ０ I２ r２
８π

２ a４ ２π rd r ＝
μ０ I２
１６π

　 　在 b ＜ r ＜ a区域内

H ＝
I

２π r ，　 　 B ＝
μ０ I
２π r

故此区域中

wm ＝
１
２
BH ＝

μ０ I２ r２
８π

２ a４

此区域中每米长的磁场能量为

W m２ ＝ 蹿 wmd V ＝ ∫
b

a

μ０ I２
８π

２ r２２π rd r ＝
μ０ I２
４π

ln b
a

　 　在 c ＜ r ＜ b区域内 ，环形截面积为 π（c２ － b２ ） ，此区域内单位截面积上的电流

为 I
π（c２ － b２ ） ，由安培环路定理

∮ H · d l ＝ ２π rH ＝ I －
I

π（c２ － b２ ）π（ r
２
－ b２ ）

知

H ＝
I

２π r
c２ － r２
c２ － b２ ，　 　 　 B ＝

μ０ I
２π r

c２ － r２
c２ － b２

所以

·２５２·



wm ＝
１
２
BH ＝

μ０ I２
８π

２ r２
c２ － r２
c２ － b２

２

内外半径分别为 b ，c的环形柱筒内 ，每米长度的磁场能量为

W m３ ＝ 蹿
１
２
BHd V ＝ ∫

c

b

μ０ I２
８π

２ r２
c２ － r２
c２ － b２

２

２π rd r

＝
μ０ I２

４π（c２ － b２ ）２∫
c

b
（c２ － r２ ）２

r d r

＝
μ０ I２

１６π（c２ － b２ ）２ ４ c４ ln c
b － ３ c４ ＋ ４ c２ b２ － b４

　 　在 r ＞ c区域内 ，H ＝ ０ ，B ＝ ０ ，所以 wm ＝ ０ ，W m ＝ ０

（２）每米长度同轴电缆内储存的磁能为上述磁能之和

W ＝ W m１ ＋ W m２ ＋ W m３

＝
μ０ I２
４π

１
４

＋ ln b
a ＋

１

４（c２ － b２ ）２ （４ c
２ln c

b － ３ c４ ＋ ４ b２ c２ － b４ ）

≈ １ ．７ × １０
－５ J · m －１

　 　 10畅25 　 （１）地球磁场的磁感应强度大小 B ＝ ５０ μT ，试计算地球磁场能量密

度 ；（２）在地球表面附近 ，与地球半径相比小的距离范围内 ，设地球磁场能量密度为

常量 ，试计算在地面与离地面 １６ Km间储藏的地球磁能 ．

解 　 （１）wm ＝
B２

２ μ０
＝
（５０ × １０

－ ６
）
２

２ × ４π × １０
－ ７ ＝ ９ ．９ × １０

－ ４
（J／m３

）

（２） 　 W m ^＝ ∫ wmd V ＝ ∫
１６× １０

３
＋ R

R
wm４π r２d r ＝

４π
３

r３ wm
１６ × １０

３
＋ R

R

＝ ８ ．１ × １０
１５
（J） 　 　 （R为地球半径 ，R ＝ ６３７０ km）

　 　 10畅26 　 设电荷在半径为 R 的圆形平行板电容器极板上均匀分布（边缘效应

忽略不计） ．当它接在圆频率为 ω 的简谐交流电路中 ，电流为 i ＝ I０cos ωt ．计算电
容器极板间磁感应强度的分布（用 r表示离极板轴线的距离） ．

解 　利用安培环路定律 ，则对离轴线为 r的各点 ，有

∮ H · d l ＝ ２π rH ＝ ID ＝
i

π R２ π r２ ＝
r２
R２ i

所以

H ＝
rI０

２πR２cos ωt
B ＝ μ０ H ＝

μ０ rI０
２π R２ cos ωt

　 　 10畅27 　平行板电容器正方形极板的边长为 １ ．０ m ，如图 １０ ．２７所示 ，设 ２ ．０ A
充电电流在极板间产生的匀强电场垂直于极板 ，试求 ：

·３５２·



（１）极板间的位移电流 ；（２）极板间的d Ed t ；（３）极板间 ，虚线区域的位移电流 ；

（４）沿虚线路径的∮ B · d l ．
解 　 （１）由全电流安培环路定理∮ L

H · d l ＝ I ＋ ID 及极板间 I ＝ ０ ，极板外

ID ＝ ０ ，知

ID ＝ ∮ L
H · l ＝ I外传 ＝ ２ ．０（A）

　 　 （２）由 ID ＝
d ΦDd t ，ΦD ＝ DS ＝ E０ ES 知

ID ＝
d（DS）d t ＝

d（E０ ES）d t
所以

d Ed t ＝
ID
E０ S ＝

２ ．０

８ ．８５ × １０
－１２

× １ ．０
２ ＝ ２ ．２６ × １０

１１
（V／m · s）

　 　 （３）假设极板间位移电流是均匀分布的 ，则

I′D ＝
ID
S · S′ ＝

２ ．０

１ ．０
２ × ０ ．５

２
＝ ０ ．５（A）

　 　 （４）由∮ L虚
H · d l ＝ I′D ，H ＝

B
μ０
知

∮ L虚
B · d l ＝ μ０ I′D ＝ ４π × １０

－７
× ０ ．５ ＝ ２π × １０

－７
（N · A －１

）

图 １０ ．２７ 图 １０ ．２８

　 　 10畅28 　设电子是一半径为 a的小球 ，电荷 e分布在它的表面上 ．当电子以速

度 v 运动时 ，电子在周围的空间建立磁场 ．计算磁场中的总能量 ．

解 　在球面坐标中 ，设电子 e在坐标原点处以速度 v 沿 z 轴运动 ，根据毕奥

·４５２·



萨伐尔定律可得

B ＝
μ０

４π
evsinθ
r２

H ＝
B
μ０

＝
evsinθ
４π r２

在 r处取体积元
d V ＝ r２sinθd rdθd φ

故磁场中的总能量为

W m ＝ 蹿 V
１
２
BHd V

＝
μ０

２ 蹿 V

evsinθ
４π r２

２

r２sinθd rdθd φ
＝

μ０

３２π
２e２ v２∫

∞

a
d r
r２∫

π

０
sin３ θdθ∫

２π

０
d φ

＝
μ０

３２π
２e２ v２ －

１
r

∞

a
－

１
３
cosθ（sin２ θ ＋ ２）

π

０
［ φ］

２π
０

＝
μ０e２ v２
１２π a

·５５２·



第三篇 　 热 　 　 学

第 11章 　 热力学基础

一 、基本内容及主要公式

1 ．热力学过程

平衡态 ：在没有外界影响的条件下 ，系统各部分的宏观性质不随时间发生变化

的状态 ．

热力学过程 ：热力学系统的状态随时间变化过程叫热力学过程 ．

准静态过程 ：如果在系统所经历的热力学过程中 ，任一中间状态都无限接近平

衡态 ，则此过程叫准静态过程 ，准静态过程可用过程方程描述 ．

2 ．功 、热量 、内能及热力学第一定律

功和热量 ：功和热量是系统与外界交换能量的两种形式 ，是与热力学过程有关

的量 ，它们的值都与状态的变化过程相关 ．

内能 ：内能是系统状态的单值函数 ，是一个状态量 ，系统内能的变化只与系统

的始 、末状态有关 ，与过程无关 ．

热力学第一定律 ：

Q ＝ （E２ － E１ ） ＋ A
　 　对于微小的元过程

dQ ＝ dE ＋ dA
其中 ，Q表示系统从外界吸收的热量 ，A 表示系统对外界作功 ，E２ － E１ 表示内能

的增量 ．

3 ．准静态过程功的计算

A ＝ ∫
V
２

V
１

pd V
4 ．准静态过程系统从外界吸收的热量

Q ＝ ∫
T
２

T
１

νCd T
其中 ，ν为系统的摩尔数 ，C为系统在过程中的摩尔热容 ．
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5 ．摩尔热容

C ＝
１
ν

lim
Δ T → ０

Δ Q
Δ T

　 　定体摩尔热容

CV ＝
１
ν

lim
Δ T → ０

Δ Q
Δ T V

　 　定压摩尔热容

Cp ＝
１
ν

lim
Δ T → ０

Δ Q
Δ T P

　 　理想气体 Cp 和 CV 关系

Cp ＝ CV ＋ R
　 　比热容比

γ ＝
Cp

CV
＝ １ ＋

R
CV

6 ．理想气体的典型过程和多方过程

典型过程见表 １１ ．１

表 11畅1 　理想气体在一些典型过程中的重要公式

过程 特征 过程方程 吸收热量 Q 对外作功 A 内能增量 Δ E
等

体
V ＝常量 p

T ＝ 常量 νCV （T２ C－ T１ ） ０ 悙νCV （T２ 北－ T１ ）

等

压
p ＝常量 V

T ＝ 常量 νCV （T２ C－ T１ ）
p（V ２ n－ V １ ）

νR（T２ － T１ ）
νCV （T２ 北－ T１ ）

等

温
T ＝常量 pV ＝常量

νRTln V ２ v／V １

νRTln p１ ／p２ A ＝ Q ０ Ё

绝

热
Q ＝ ０ [

pV γ
＝ C１ 弿

V γ － １ T ＝ C２

pγ － １ T － γ
＝ C３

　 　 　 ０ K
－ νCV （T２ 缮－ T１ ）

１
γ － １

（p１ V １ － p２ V ２ ）
νCV （T２ 北－ T１ ）

多方过程 pV n
＝常数 ．

7 ．循环过程和卡诺循环效率

热机效率

·７５２·



η ＝
A
Q１

＝ １ －
Q２

Q１

其中 ，A 为循环过程对外作的功 ，Q１ 为循环过程吸收热量的总和 ，Q２ 为循环过程

放出热量的总和 ．

致冷效率

w ＝
Q２

A
其中 ，Q２ 为致冷循环中 ，从冷库吸取的热量 ，A 为制冷循环中外界对系统所作功
之总和 ．

卡诺热机效率

η ＝ １ －
T２

T１

其中 ，T１ 为高温热源的温度 ，T２ 为低温热源的温度 ．

卡诺逆循环的致冷系数

w ＝
T２

T１ － T２

其中 ，T２ 为冷库的温度 ，T１ 为高温热源的温度 ．

8 ．热力学第二定律

开尔文表述 ：不可能只从单一热源吸收热量 ，使之完全转变为功而不引起其他

变化 ．

克劳修斯表述 ：不可能使热量从低温物体传向高温物体而不引起其他变化 ．

9 ．热力学第二定律的实质是一切与热现象有关的实际过程都是单方向进行的

不可逆过程 ．

二 、典型例题

11唱1 　理想气体的多方过程用过程方程 pV n
＝ C表示 ，对同一过程 ，n和 C都

为常数 ，不同的 n值对应不同的过程 ，分析过程中热量交换与 n的关系 ，设过程中

d V ＞ ０ ．

解 　令理想气体的摩尔数为 ν ，则

dQ ＝ d E ＋ pd V （１）

　 　对理想气体

dE ＝ νCV d T （２）

pV ＝ νRT
得
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d（pV ） ＝ νRd T （３）

且满足过程方程

pV n
＝ C

微分后得

V d p ＋ npd V ＝ ０ （４）

将式（２） 、（３） 、（４）代入式（１） ，消去 d T 和 d p ，得

dQ ＝
CV
R ＋ １ － n CV

R pd V
当 dQ ＞ ０时 ，过程吸热 ，又 P＞ ０ ，d V ＞ ０

所以 dQ ＞ ０ ，即
CV ＋ R

R － n CV
R ＞ ０ ，

n ＜ CV ＋ R
CV

＝
Cp
CV

＝ γ ，过程吸热 ．

当 dQ ＜ ０时 ，过程放热 ，即 n ＞ γ时过程放热 ．

因而 ，对于理想气体 ，当其进行多方过程 pV n
＝ C ，且 d V ＞ ０时 ，若 n ＜ γ ，则

过程为吸热 ；若 n ＞ γ ，则过程为放热 ．

说明 　对理想气体的任意准静态过程 ，分析其热量交换情况常用热力学第一定律

的元过程表示形式 dQ ＝ d E ＋ pd V 来讨论 ，当 dQ ＞ ０时 ，该元过程吸热 ；当 dQ ＜

０时 ，该元过程放热 ．

11唱2 　除非温度很低 ，许多物质的定压摩尔热容都可以表示为

Cp ＝ a ＋ ２ bT － cT２

式中 ，a ，b ，c均为常数 ．试求 ：

（１）在定压情况下 ，１ mol物质的温度从 T１ 升至 T２ 时需要吸收的热量 ；

（２）在温度 T１ 和 T２ 之间的平均摩尔热容 ．

解 　 （１）温度从 T１ 升至 T２ 的等压过程中 ，系统吸收的热量为

QP ＝∫
T
２

T
１

Cpd T ＝ ∫
T
２

T
１

（a ＋ ２ bT － cT２
）d T

＝ a（T２ － T１ ） ＋ b（T２
２ － T２

１ ） －
１
３
c（T３

２ － T３
１ ）

　 　 （２）在 T１ 和 T２ 之间的平均摩尔热容为

Cp ＝
Qp

T２ － T１
＝

∫
T
２

T
１

Cpd T
T２ － T１

＝ a ＋ b（T２ ＋ T１ ） －
１
３
c（T２

２ ＋ T１ T２ ＋ T２
１ ）

说明 　物质的摩尔热容 C可用实验方法测定 ，则物质在过程中的吸热可用 Q ＝

∫
T
２

T
１

νCd T 来计算 ，过程的平均摩尔热容为过程吸收的总热量除以系统在过程始末
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两态的温度增量 ．

11唱3 　 １ mol服从范德瓦尔斯状态方程 p ＋ a
V ２ （V － b） ＝ RT 的气体 ，如果

它的内能由式 E ＝ cT －
a
V （V 为摩尔体积 ，a为状态方程的常数之一 ，c 为常量）

给出 ，计算摩尔热容 Cp 和 CV ．

解 　 @CV 觋＝
dQd T V

＝
d E ＋ pd Vd T V

＝
d cT －

a
Vd T V

＋
pd Vd T V

＝ c

Cp 圹＝
dQd T p

＝
dE ＋ pd Vd T p

＝
dEd T p

＋ p d Vd T p

＝ c ＋ a １

V ２

d Vd T p
＋ p d Vd T p

＝ c ＋ a
V ２ ＋ p d Vd T p

由状态方程 p ＋ a
V ２ （V － b）＝ RT 求等压下 d Vd T p

有

d Vd T p
＝

R
p －

a
V ２ ＋

２ ab
V ３

因此

Cp ＝ c ＋
R a

V ２ ＋ p

p －
a
V ２ ＋

２ ab
V ３

再把状态方程代入消去 p 得

Cp ＝ c ＋ R
１ －

２ a（V ２
－ b２ ）

RTV ３

说明 　若已知气体的状态方程和内能函数就可根据定压摩尔热容和定容摩尔热容

的定义求出 CV 和 Cp ；计算结果表明 ，摩尔热容与表示气体性质的状态方程和进行

的热力学过程有关 ．因此 ，计算摩尔热容时 ，一定要和过程相对应 ．

11唱4 　 由 ν１mol氦气和 ν２mol的氮气组成混合理想气体 ，若此混合气体经历

一准静态绝热过程 ，求 ：（１）混合气体的状态方程 ，定容摩尔热容和定压摩尔热容 ．

（２）混合气体在准静态绝热过程中的过程方程 ．

解 　 （１）设混合气体在任意平衡态时有状态参量 p ，V ，T ，此时氦气和氮气的
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压强分别为 p１ 和 p２ ，对氦气和氮气有

p１ V ＝ ν１ RT
p２ V ＝ ν２ RT

两式相加得

（ p１ ＋ p２ ）V ＝ （ν１ ＋ ν２ ）RT
　 　对混合气体有

p ＝ p１ ＋ p２ ，　 　 　 　 ν ＝ ν１ ＋ ν２

则

pV ＝ νRT
此为混合气体的状态方程 ，其中 ν＝ ν１ ＋ ν２ 为混合气体的总摩尔数 ．

混合气体在等体过程中 ，温度升高 Δ T 时 ，系统吸收的热量为

Q ＝ νCV Δ T ＝ ν１ CV １ Δ T ＋ ν２ CV ２ Δ T
式中 CV 为混合气体定体摩尔热容 ，CV １和 CV ２分别为氦气和氮气的定体摩尔热

容 ，因此

CV ＝
（ν１ CV １ ＋ ν２ CV ２ ）Δ T

νΔ T ＝
ν１ CV １ ＋ ν２ CV ２

ν１ ＋ ν２

同样 ，对于定压摩尔热容有

CP ＝
ν１ Cp１ ＋ ν２ Cp２

ν１ ＋ ν２

其中 Cp１和 Cp２分别为氦气和氮气的定压摩尔热容 ．

（２）混合气体经绝热准静态过程有 dQ ＝ ０ ，即

dQ ＝ d E ＋ pd V ＝ ０ （１）

其中

dE ＝ ν１ CV １d T ＋ ν２ CV ２d T （２）

　 　对混合气体状态方程 pV ＝ （ν１ ＋ ν２ ）RT 微分得
pd V ＋ V d p ＝ （ν１ ＋ ν２ ）d T （３）

将式（２） 、（３）代入式（１）并消去 T ，得

ν１ CV １ ＋ ν２ CV ２
R（ν１ ＋ ν２ ）

（pd V ＋ V d p） ＋ pd V ＝ ０

d p
p ＋ １ ＋

（ν１ ＋ ν２ ）R
ν１ CV １ ＋ ν２ CV ２

d V
V ＝ ０

令
（ν１ ＋ ν２ ）R

ν１ CV １ ＋ ν２ CV ２
＋ １ ＝ γ ，且 γ ＝

CP
CV

积分上式得

pV γ
＝ 常数
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此为混合气体的准静态绝热过程方程 ．

说明 　对混合气体分析其状态方程的关键是应用道尔顿分压定律 ，求摩尔热容是

用普适关系 Q ＝ νCΔ T ，求过程方程是要用过程的热力学第一定律的微分形式和

内能的微分形式 ．

图 １１唱５

11唱5 　 试证明如图 １１唱５ 所示的循环

过程其摩尔热容不能为常量 ．

解 　用反证法 ．假设该循环的摩尔热

容 C为常数 ．当系统从某一初态开始经图

１１唱５所示循环又回到初态时 ，系统内能不

变 ，即

Δ E ＝ ０

　 　由图可以看出 ，在该循环中 ，系统对外

作功 A ＞ ０ 由热力学第一定律 ，系统在一

个循环中吸收的热量

Q ＝ Δ E ＋ A ＞ ０

由于 C为常数 ，则循环中 Q ＝ νCΔ T ，经过循环后 Δ T ＝ ０ ，则 Q ＝ ０ ．

这与 Q ＞ ０的结论相矛盾 ，因而假设不成立 ，即循环过程的摩尔热容不可能为

常量 ．

说明 　循环过程的摩尔热容不能为常量 ，从本质上讲它是热力学第一定律的结果 ．

对于这类问题 ，一般用反证法处理 ，使其和热力学第一定律或热力学第二定律相矛

盾 ．

11唱6 　地球上的人要在月球上居住 ，首要问题就是保持他们的起居室处于一

个舒适的温度 ，现考虑用卡诺循环机来作温度调节 ，设月球的白昼温度为 １００ ℃ ，

而夜间温度为 － １００ ℃ ，起居室温度要保持在 ２０ ℃ ，通过起居室墙壁导热的速率为

每度温差 ０ ．５ kW ，试求白昼和夜间给卡诺机所供的功率 ．

解 　在白昼室内温度低 ，卡诺机工作示意图如 １１唱６（a）所示 ，工作于致冷机状

态 ，从室内吸取热量 Q２ ，向室外放出热量 Q１ ，单位时间给卡诺机供的功为 A ，因

致冷系数 ω有

ω ＝
Q２

A ＝
T２

T１ － T２

　 　当外界通过室壁单位时间透入室内的热量 C（T１ － T２ ）等于 Q２ 时 ，室内温度

恒定 ，其中 C ＝ ０ ．５ kW／℃ ，所以

A ＝
Q２

ω
＝ Q２

T１ － T２

T２
＝ C（T１ － T２ ）

２
／T２

＝ ０ ．５ × １０
３
× （１００ － ２０）

２
／（２７３ ＋ ２０） ＝ １０ ．９ × １０

３ W
·２６２·



图 １１唱６

　 　在黑夜里室内温度比室外高 ，卡诺机工作示意图如 １１唱６（b）所示 ，从室外低温

T１ 处吸取热量 Q１ ，向室内放热 Q２ ，单位时间给卡诺机提供功为 A ，室壁单位时

间内向室外放出热量 C（T２ － T１ ） ，当其放热等于 Q２ 时 ，室内恒温 ，此时有

Q２ ＝ Q１ ＋ A ＝ C（T２ － T１ ）

而

ω ＝
Q１

A ＝
T１

T２ － T１
　 　 Q１ ＝

T１

T２ － T１
A

所以

C（T２ － T１ ） ＝ A ＋
T１

T２ － T１
A ＝

T２

T２ － T１
A

A ＝
C（T２ － T１ ）

２

T２
＝

０ ．５ × １０
３
× ［２０ － （－ １００）］

２

２０ ＋ ２７３

＝ ２４ ．６ × １０
３W

即白天需给卡诺机提供 １０ ．９ kW的功率 ，晚上提供 ２４ ．６ kW 功率 ，才能保持室内

温度 ２０ ℃ ．

说明 　本题是卡诺机效率的应用题 ，关键是要根据具体情况分析吸热 ，放热 ，做功

以及温度平衡条件 ，再用循环理想效率估算 ，结果表明此种用逆循环原理制作的空

调装置既可加热 ，又可降温 ，这即是所谓的冷暖双制空调 ．
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三 、习题解答

11畅1 　选择题
（１）一绝热的封闭容器 ，用隔板分成相等的两部分 ．左边充有一定量的某种气

体 ，压强为 p ；右边为真空 ．若把隔板抽去（对外不漏气） ，当又达到平衡时 ，气体的

压强为（B）
（A） p 　 　 （B） p

２
　 　 （C）２ p 　 　 （D） p／２γ

　 　 （E）２γp
（２）一定量的理想气体 ，其内能 E随体积 V 的变化关系为一直线（其延长线过

原点） ，则此过程为（C）
（A）等温过程 　 　 （B）等体过程 　 　 （C）等压过程 　 　 （D）绝热过程

图 １１畅１（２） 图 １１畅１（３）

（３）如图所示 ，理想气体由状态 a到达状态 f ，经历四个过程 ，其中 acf 为绝热
过程 ，则平均摩尔热容最大的过程为（D）

（A） acf 　 　 （B）adf 　 　 （C）aef 　 　 （D）abf
（４）如图 １１ ．１（４）所示 ，某热力学系统经历一个 ced 过程 ，其中 c 、d为绝热过

程曲线 ab上的任意两点 ．则系统在该过程中（E）
（A）不断向外界放出热量

（B）不断从外界吸收热量
（C）有的阶段吸热 ，有的阶段放热 ，吸收的热量等于放出的热量

（D）有的阶段吸热 ．有的阶段放热 ，吸收的热量大于放出的热量

（E）有的阶段吸热 ，有的阶段放热 ，吸收的热量小于放出的热量

（５）如图 １１ ．１（５）所示 ，T１ 和 T２ 为两条等温线 ．若 ab为一绝热压缩过程 ，则

理想气体由状态 c经 cb过程被压强到 b状态 ，在该过程中气体的热容 C为（B）
（A）C ＞ ０ 　 　 （B）C ＜ ０ 　 　 （C）C ＝ ０ 　 　 （D）不能确定

·４６２·



图 １１畅１（４） 图 １１畅１（５）

图 １１畅１（６）

图 １１畅１（７）

（６）理想气体经历如图 １１ ．１（６）所示的循

环过程由两个等温和两个等体过程构成 ，其效

率为 η ．若以 T ＝
１
２
（T１ ＋ T２ ）的等温过程将该

循环剖为两个循环 ，其效率分别为 η１ 和 η２ ．则

（A）

（A）η ＞ η２ ＞ η１ 　 　 （B）η ＜ η１ ＜ η２

（C）η ＞ η１ ＞ η２ 　 　 （D）η ＝ η１ ＝ η２

（７）下列四个循环过程中（见图 １１ ．１（７）） ，

从理论上看能够实现的循环过程是图（a）

·５６２·



11畅2 　填空题
（１）一定量的理想气体在 p唱V 图中 ，如等温线与绝热线交点处的斜率之比为

０ ．７１４ ，则该气体的定体摩尔热容为 皛 穀２１ J／K·mol ．
（２）氢气和氦气可视为理想气体 ，如果从同一初态出发 ，分别作绝热膨胀 ，则在

p唱V 图上两者的绝热线是否重合 ？ 皛 笣　否 　 ．因为 皛 笣γ不同 ．

（３）一定量的理想气体从同一初态开始 ，分别经 ad ，ac ，ab过程到达具有相同
温度的终态 ．其中 ac为绝热过程 ，如图 １１ ．２（３）所示 ，则 ab过程是 皛 贯放热 ；ad过程
是 皛 簝吸热 ．（填吸热或放热）

图 １１畅２（３）

（４）设 １mol的理想气体的压强 p 随体积 V 变化的函数关系为 p ＝ p０ － αV ２
，

式中 p０ 和 α为常数 ，则该气体最大的可能温度 Tmax ＝ 皛 禄
２ p０
３ R

p０
３ a ．

图 １１畅２（６）

（５）一设计者企图设计一热机 ，它能从温度为 ４００ K 的热源中吸热
１ ．０６ × １０

７ J ，向温度为 ２００ K的冷源中放出 ４ ．２２ × １０
６ J的热量 ，这样的热机能否

制造成功 ？ 皛 � 　否 　 ．因为 η ＞
T１ － T２

T１
．

（６）某理想气体进行如图 １１ ．２（６）所示的循环 ．第一个循环中 ，ab 为等温过

·６６２·



程 ，bc为绝热过程 ，cd 为等温过程 ，da为绝热过程 ；第二个循环中 ，bc′为等体过
程 ．循环效率较高的是 皛 斗第一个循环 ．

11畅3 　一打气机 ，每打一次可将压强 p０ ＝ １ atm ，温度 t ＝ － ３ ℃ ，体积 V ＝

４ ．０ × １０
－ ３ m３的气体压至容器内 ．设容器容积为 V ０ ＝ １ ．５ m３

，试问需打多少次 ，才

能使容器内气体在温度升为 ４５ ℃时 ，可达压强为 ２ atm ，设原来容器中气体的压强

为 １ atm ，温度为 － ３ ℃ ．

解 　设气体的摩尔质量为 M ，容器中原来气体的质量为 m０ ，每次打进的质量

为 m１ ，容器最后质量为 m ，最后压强为 p ＝ ２ atm ，温度 T ＝ ２７３ ＋ ４５ ＝ ３１８ K ，根

据气体状态方程有

p０ V ０ ＝
m０

M RT０ 　 　 　 T０ ＝ ２７３ ＋ （－ ３） ＝ ２７０ K
p０ V ＝

m１

M RT０

pV ０ ＝
m
M RT

需打 n次 ，n ＝ m － m０

m１
，将以上各式代入此式得

n ＝

pV ０

T －
p０ V ０

T０

p０ V
T０

＝

２ × １ ．５
３１８

－
１ × １ ．５
２７０

１ × ４ ．０ × １０
－３

２７０

＝ ２６２（次）

　 　 11畅4 　容器内贮有 １０ L氢气 ，因开关损坏而漏气 ．在温度为 ７ ℃时 ，容器上压

强计的读数为 ５ ．０６７ × １０
６ Pa ．过一段时间后温度升到 １７ ℃ ，但压强计读数未变 ，

问漏去氢气的质量是多少 ？

解 　设氢气原来质量为 m１ ，漏去的质量为 m２ ，则有

pV ＝
m１

M RT１ ，　 pV ＝
（m１ － m２ ）

M RT２

由以上二式可得

m２ ＝ m１ １ －
T１

T２
＝

pVM
RT１

１ －
T１

T２

＝
５ ．０６７ × １０

６
× １０ × １０

－３
× ２ × １０

－３

８ ．３１ × （２７３ ＋ ７）

× １ －
２７３ ＋ ７
２７３ ＋ １７

＝ １ ．５ × １０
－３ kg

　 　 11畅5 　一定质量理想气体的状态按 p唱V 图中的曲线沿箭头所指的方向变化 ．

（１）已知在状态 a时气体的温度是 Ta ＝ ３００ K ，求气体在状态 b ，c ，d的温度 ．
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（２）将上述变化过程在 p唱T 图和 V唱T 图上画出 ，并标明过程的方向 ．

解 　对 a 、b 、c 、d各态写出状态方程 ，有

paV a ＝ νRTa

pbV b ＝ νRTb

pcV c ＝ νRTc

pdV d ＝ νRTd

则当 Ta ＝ ３００ K时 ，代入数据 ，可求出 Tb ＝ ６００ K ，Tc ＝ ６００ K ，Td ＝ ３００ K ．

过程的 V唱T 及 p唱T 图线如图 １１ ．５（b） 、（c）所示 ．

图 １１畅５

11畅6 　试求上题图 １１ ．５所示的变化中 ，气体在 a － b ，b － c ，c － d过程以及
整个过程 a － b － c － d中所作的功 ．

解 　设气体在 a － b ，b － c ，c － d及 a － b － c － d过程中作功分别为 A ab ，Abc ，

Acd和 A ，则有

A ab ＝ pa（V b － V a）

＝ ４ × １ ．０１３ × １０
５
× （２０ － １０） × １０

－３

＝ ４０５２（J）

·８６２·



Abc ＝ pc（V c － V b ） ＋
１
２
（ pa － pc）（V c － V b ）

＝ ２ × １ ．０１３ × １０
５
× （４０ － ２０） × １０

－３
＋

１
２
（４ － ２）

× １ ．０１３ × １０
５
× （４０ － ２０） × １０

－３

＝ ６０７８（J）
Acd ＝ pc（V d － V c）

＝ ２ × １ ．０１３ × １０
５
× （２０ － ４０） × １０

－３

＝ － ４０５２（J）
A ＝ A ab ＋ Abc ＋ Acd ＝ ４０５２ ＋ ６０７８ － ４０５２ ＝ ６０７８（J）

　 　 11畅7 　一定质量气体从外界吸收热量 １７３１ ．８ J ，并保持在压强为１ ．０１３ × １０
５ Pa

下 ，体积从 １０ L膨胀到 １５ L ．问气体对外作功多少 ？内能增加多少 ？

解 　在等压条件下 ，气体对外作功

A ＝ p（V ２ － V １ ） ＝ １ ．０１３ × １０
５
× （１５ － １０） × １０

－３

＝ ５０７（J）
　 　气体的内能增加为

Δ E ＝ Q － A ＝ １７１３ ．８ － ５０７ ＝ １２０６ ．８（J）
　 　 11畅8 　质量为 ０ ．０２ kg 的氦气 CV ＝

３
２
R ，温度由 １７ ℃升为 ２７ ℃ ，若在升

温过程中 ：（１）体积保持不变 ；（２）压强保持不变 ；（３）与外界不交换热量 ．试分别计

算各过程中气体吸收的热量 、内能的改变和对外所作的功 ．

解 　已知氦气的摩尔质量 M ＝ ４ × １０
－ ３ kg／mol ，则 ０ ．０２ kg氦气的摩尔数 ν＝

０ ．０２

４ × １０
－ ３ ＝ ５ mol ，内能变化 Δ E ＝ νCV （ T２ － T１ ）

Δ E ＝ ５ ×
３
２

× ８ ．３１ × （３００ － ２９０） ＝ ６２３（J）
　 　 （１）体积不变时 ，A ＝ ０且

Q ＝ Δ E ＋ A ＝ Δ E ＝ ６２３ J
　 　 （２）压强不变时

Q ＝ νCP（T２ － T１ ） ＝ ５ ×
５
２

× ８ ．３１ × （３００ － ２９０） ＝ １０４０ （J）
A ＝ Q － Δ E ＝ １０４０ － ６２３ ＝ ４１６ （J）

　 　 （３）与外界不交换热量 ，Q ＝ ０ ，则

Q ＝ A ＋ Δ E ＝ ０ ，　 　 A ＝ － Δ E ＝ － ６２３J
　 　 11畅9 　 标准状态下 １畅６ × １０

－ ２ kg 的氧气 ，分别经过下列过程并从外界吸热

３３４ ．４ J
·９６２·



（１）经等体过程 ，求末状态的压强 ；

（２）经等温过程 ，求末状态的体积 ；

（３）经等压过程 ，求气体内能的改变 ．

解 　已知氧气的摩尔质量为 M ＝ ３２ × １０
－ ３ kg／mol

Q ＝ ３３４ ．４ J
　 　 （１）在等体过程中 ，Q ＝

m
MCV （ T － T０ ） ，则

T ＝
MQ
mCV

＋ T０ ＝
３２ × １０

－３
× ３３４ ．４

０ ．０１６ ×
５
２

× ８ ．３１
＋ ２７３ ＝ ３０５（K）

由 p ／T ＝ p０ ／T０ 得

p ＝
p０
T０

T ＝
１
２７３

× １ ．０１３ × １０
５
× ３０５

＝ １ ．１３ × １０
５
（Pa）

　 　 （２）在等温过程中 ，Q ＝
m
M RT０ ln V

V ０
，且已知

V ０ ＝
m
M × ２２ ．４ × １０

－２
＝

０ ．０１６

３２ × １０
－３ × ２２ ．４ × １０

－２
＝ １ ．１２ × １０

－２
（m３

）

而

ln V
V ０

＝
MQ

mRT０
＝

３２ × １０
－３

× ３３４ ．４
０ ．０１６ × ８ ．３１ × ２７３

＝
３３４
１１３４

所以有

V ＝ V ０e３３４／１１３４ ＝ １ ．１２ × １０
－２

× １ ．３４ ＝ １ ．５０ × １０
－２
（m３

）

　 　 （３）在等压过程中 ，Q ＝
m
MCp （ T － T０ ） ，则

T ＝
MQ
mCp

＋ T０ ＝
３２ × １０

－３
× ３３４ ．４

０ ．０１６ ×
７
２

× ８ ．３１
＋ ２７３ ＝ ２６９（K）

Δ E ＝
m
MCV （ T － T０ ）

＝
０ ．０１６

３２ × １０
－３ ×

５
２

× ８ ．３１ × （２９６ － ２７３）

＝ ２３９（J）
　 　 11畅10 　压强为 １ ．０１３ × １０

６ Pa 、温度为 ２７ ℃的氮气 ５６ g ，使它先作等温膨胀 ，

待压强变为 １ ．０１３ × １０
５ Pa后再等压加热 ，直到其体积增加一倍为止 ．试求氮气在

整个过程中吸收的热量 、增加的内能和对外所作的功 ．

解 　依题意设氮气初态为（ p０ ，V ０ ，T０ ） ，等温膨胀到（ p１ ，V １ ，T０ ） ，再等压加

热到末态（p１ ，V ２ ，T ） ，且 V ２ ＝ ２ V １ ，如图所示 ，已知氮气的摩尔质量为 M ＝ ２８ ×

·０７２·



10 － ３ kg／mol ．则
V １ ＝

p０ V ０

p１ ＝
１ ．０１３ × １０

６

１ ．０１３ × １０
５ V ０ ＝ １０ V ０

T ＝
V ２

V １
T０ ＝

２ V １

V １
T０ ＝ ２ × ３００ ＝ ６００（K）

图 １１畅１０

对等温膨胀过程有

QT ＝ A T ＝
m
MRT０ ln V １

V ０

＝
５６ × １０

－３

２８ × １０
－３ × ８ ．３１ × ３００ln １０ V ０

V ０

＝ １ ．１４８ × ‘１０
４
（J）

Δ ET ＝ ０

对等压加热过程

Δ Ep ＝
m
MCV （ T － T０ ）

＝
５６ × １０

－３

２８ × １０
－３ ×

５
２

× ８ ．３１ × （６００ － ３００）

＝ １ ．２４７ × １０
４
（J）

Qp ＝
m
MCp （ T － T０ ）

＝
５６ × １０

－３

２８ × １０
－３ ×

７
２

× ８ ．３１ × （６００ － ３００）

＝ １ ．７４５ × １０
４
（J）

A p ＝ Qp － Δ Ep ＝ １ ．７４５ × １０
４
－ １ ．２４７ × １０

４
＝ ４９８６（J）

故知

Δ E ＝ Δ Ep ＋ Δ ET ＝ １ ．２４７ × １０
４ J

A ＝ A T ＋ A p ＝ １ ．１４８ × １０
４
＋ ４９８６

＝ １ ．６４７ × １０
４
（J）

Q ＝ QT ＋ Qp ＝ １ ．１４８ × １０
４
＋ １ ．７４５ × １０

４

＝ ２ ．９０２ × １０
４
（J）

　 　 11畅11 　 １mol氢气 ，压强为 １ ．０１３ × １０
５Pa ，温度为 ２０ ℃时体积为 V ０ ．（１）保持

体积不变 ，加热使其温度升高到 ８０ ℃ ，然后等温膨胀到体积为 ２ V ０ ；（２）先等温膨

胀到体积为 ２ V ０ ，然后等体加热到 ８０ ℃ ．试分别计算两种过程中气体吸收的热量 、

增加的内能与所作的功 ，并在同一 p唱V 图中作出表示两过程的曲线 ．

·１７２·



图 １１畅１１

　 　解 　过程的 p唱V 曲线如图 １１ ．１１所示 ．

（１）a － b的等体过程中 ，Aab ＝ ０ ，内能增量

为

Δ Eab 佑＝ CV Δ T ＝
５
２
R（T２ － T１ ）

＝
５
２

× ８ ．３１ × （８０ － ２０） ＝ １２４６（J）
　 　在 b － c的等温过程中 ，Δ Ebc ＝ ０ ，气体作功

为

Abc ＝ RTln V
V０

＝ ８ ．３１ × ３５３ × ln ２ V ０

V０
＝ ２０３３ J

在 a － b － c过程中 ，气体作功为

A abc ＝ A ab ＋ Abc ＝ ０ ＋ ２０３３J ＝ ２０３３ （J）
内能变化为

Δ Eabc ＝ Δ Eab ＋ Δ Ebc ＝ １２４６ ＋ ０ ＝ １２４６（J）
吸热为

Qabc ＝ Δ Eabc ＋ A abc ＝ １２４６ ＋ ２０３３ ＝ ３２７９（J）
　 　 （２）在 a － d的等温过程中 ，内能不变 ，气体作功为

A ad ＝ RT０ ln V
V ０

＝ ８ ．３１ × ２９３ × ln２ ＝ １６８７（J）
　 　内能变化 Δ Ead ＝ ０

在 d － c的等体过程中 ，内能增量为

Δ Edc ＝ CV Δ T ＝ Δ Eab ＝ １２４６ J
A dc ＝ ０

在 a － d － c过程中 ，气体作功为

A adc ＝ A ad ＋ A dc ＝ １６８７ J
内能变化为

Δ Eadc ＝ Δ Ead ＋ Δ Edc ＝ １２４６ J
吸热为

Qadc ＝ Δ Eadc ＋ A adc ＝ １２４６ ＋ １６８７ ＝ ２９３３（J）
　 　 11畅12 　 １０ mol单原子理想气体 ，在压缩过程中外界对它作功 ２０９ J ，其温度升
高 １K ．试求气体吸收的热量与内能的增量 ，此过程中气体的摩尔热容是多少 ？

解 　内能增量

Δ E ＝ νCV Δ T ＝ ν
３
２
RΔ T ＝ １０ ×

３
２

× ８ ．３１ × １

＝ １２４ ．７（J）
·２７２·



由于 A ＝ － ２０９ J ，则吸热为

Q ＝ Δ E ＋ A ＝ １２４ ．７ － ２０９ ＝ － ８４ ．３（J）
　 　过程中的热容为

C ＝
Q
Δ T ＝

－ ８４ ．３
１

＝ － ８４ ．３（J／K）

　 　摩尔热容为

Cm ＝
C
ν

＝
－ ８４ ．３
１０

＝ － ８ ．４３（J／mol · K）

　 　 11畅13 　一定质量的理想气体 ，其 γ ＝ １ ．４０ ，若在等压下加热 ，使其体积增大为

原体积的 n倍为止 ．试求传给气体的热量中 ，用于对外作功与增加内能的热量之

比 ．

解 　在等压过程中 ，Δ E ＝ νCV Δ T ，pV ＝ νRT ，所以

pΔ V ＝ νRΔ T ＝ A
A
Δ E ＝

νRΔ T
νCV Δ T ＝

R
CV

＝
Cp － CV

CV
＝

Cp
CV

－ １ ＝ １ ．４ － １ ＝ ０ ．４

　 　 11畅14 　 侧面绝热的气缸内贮有 １ mol单原子理想气体 ，温度为 T１ ＝ ２７３ K ．

活塞外的大气压 p ＝ １ ．０１３ × １０
５ Pa ，活塞面积为 s ＝ ０ ．０２ m２

，活塞质量 m ＝ １０２

kg ．假定活塞绝热 、不漏气并且与气缸壁间的摩擦可以忽略不计 ．

图 １１畅１４

由于气缸内小突出物的阻碍 ，活塞起初停在距气缸底部 l１ ＝ １ m处 ．今从气缸

底部缓慢加热使气体膨胀 ，最后活塞停在原位置上部 l２ ＝ ０ ．５ m处 ，如图 １１ ．１４（a）
所示 ．试作出此过程的 p唱V 图线 ，求出整个过程中气体吸收的热量与内能增量 ．

解 　过程可分为两步 ：

第一步 ：等体吸热过程 p１ → p２ ，T１ → T２

·３７２·



p１ ＝
νRT１

V １
＝

１ × ８ ．３１ × ２７３
０ ．０２ × １

＝ １ ．１３４ × １０
５
（Pa）

又由
T２

T１
＝

p２
p１得

T２ ＝
p２
p１ T１ ＝

p０ ＋ mg／s
p１ T１

＝
１ ．１０３ × １０

５
＋ １０２ × ９ ．８／０ ．０２

１ ．１３４ × １０
５ × ２７３ ＝ ３６４（K）

该过程吸收的热量为

QV ＝ Δ EV ＝ νCV （T２ － T１ ）

＝ １ ×
３
２

× ８ ．３１ × （３６４ － ２７３） ＝ １１３７（J）
　 　第二步 ：等压过程 ，V １ → V ２ ，T２ → T３ ，则

T３ ＝
V ２

V １
T２ ＝

S（ l１ ＋ l２ ）
Sl１ T２ ＝ １ ．５ × ３６４ ＝ ５４６（K）

Δ Ep ＝ νCV （ T３ － T２ ） ＝ １ ×
３
２

× ８ ．３１ × １８２ ＝ ２２６９（J）
Qp ＝ νCp （ T３ － T２ ） ＝ １ ×

５
２

× ８ ．３１ × １８２ ＝ ３７８１（J）

图 １１畅１５

最后有

Q ＝ QV ＋ Qp ＝ １１３７ ＋ ３７８１ ＝ ４９１８（J）
Δ E ＝ Δ EV ＋ Δ Ep ＝ １１３７ ＋ ２２６９ ＝ ３４０６（J）
　 　过程的 p唱V 图线如图 １１ ．１４（b）所示 ．

11畅15 　试分析理想气体在如图 １１ ．１５

所示过程 a － b 中的热容 CR 是大于 、等于

还是小于零 ，并说明理由 ．

解 　过 b 点作气体的等温线交绝热线
于 c ，过 a ，b ，c作垂直 V 轴线交 V 轴于 d ，

e ，f ，则 a － b过程中 ，内能变化 Δ Eab ，

Δ Eab ＝ － Sacf da ＝ νCV Δ T ＜ ０ ，

则 Δ T ＜ ０

A ab ＝ Sabeda

Qab ＝ Δ Eab ＋ A ab ＝ Sabefca ＞ ０

Ck ＝
Qab
Δ Tab

＜ ０

所以 a － b过程中热容 Ck ＜ ０ ．

·４７２·



　 　 11畅16 　 利用过程方程直接证明在绝热线和等温线的交点 A 处 ，绝热线斜率

的绝对值比等温线斜率的绝对值大 ．

解 　绝热过程中 ，pV γ
＝ C
V γd p ＋ rV γ －１ pd V ＝ ０

d pd V Q
＝ － γ

p
V

等温过程中 ，p ＝ C／V ，则

d pd V T
＝ －

C
V ２ ＝ －

pV
V ２ ＝ －

p
V

由于 γ ＞ １ ，所以
d pd V Q

＞
d pd V T

．

11畅17 　 如果图 １１ ．１７ 中 AB ，DC 是绝热线 ，COA 是等温线 ．已知系统在

COA 过程中放热 １００ J ，OAB的面积是 ３０ J ，ODC的面积 ７０ J ，试问在 BOD过程
中系统是吸热还是放热 ？热量是多少 ？

解 　整个循环中 ，Δ E ＝ ０ ，

A ＝ SODCO － SOABO ＝ ７０ － ３０ ＝ ４０（J）
且有

Q ＝ A ＋ Δ E
Q ＝ QBOD ＋ QCOA ＝ QBOD － １００ ＝ ４０ J ＝ A

　 　故 BOD过程中吸热为
QBOD ＝ A － QCOA ＝ ４０ － （－ １００） ＝ １４０（J）

图 １１畅１７ 图 １１畅１８

　 　 11畅18 　如图 １１畅１８ ，一容积为 ４０L 的绝热容器 ，中间由一无摩擦的绝热可动

活塞隔开 ．A ，B两部分各贮有 １mol氮气 ，最初压强都是 １ ．０１３ × １０
５ Pa而活塞停

在中间 ．现使微小电流 i通过 A 中的电阻（体积可忽略不计）而缓慢加热 ，直到 B
中气体体积缩小到一半为止 ．试问 ：（１）在无限小时间 d t内 ，A 中气体发生的微小

·５７２·



变化过程中 ，热力学第一定律应写成怎样的表示形式 ？ （２）两部分气体各自的最后

温度是多少 ？ （３）A 中气体在整个过程中吸收的热量是多少 ？

解 　 （１） t时刻 ，A 中气体状态为 P ，V ，T ，在 t → t ＋ d t时刻的 d t时间内 ，A

中气体作功为 pdV ，内能变化为 d E ＝
５
２

Rd T ，吸收热量 dQ ＝ i２ rd t （ r 为电阻
值） ．

因此有

５
２
Rd T ＋ pd V ＝ i２ rd t

　 　 （２）B中气体为绝热压缩 ，且 V A （２０ L） → V′A （３０ L） ，VB（２０ L） → V′B （１０ L） ，

因此有

初态 TB ＝
pBV B
R ＝

１ ．０１３ × １０
５
× ２０ × １０

－３

８ ．３１
＝ ２４４（K）

末态 T′B ＝
V B
V′B γ － １ · TB ＝

２０
１０

０ ．４

× ２４４ ＝ ３２２（K）

　 　对 A 中气体 ，pA → p′A ，pB → p′B ，TA ＝ TB → T′A ，则由

p′A V′A ＝ RT′A ，　 　 p′BV′B ＝ RT′B
得

T′A ＝
p′A V′A
R ＝

p′BV′A
R ＝

RT′BV′A
RV′B ＝

V′A
V′B T′B

＝ ３ × ３２２ ＝ ９６６（K）

　 　 （３）由于

Δ EA ＝ CV （T′A － TA ）

＝
５
２

× ８ ．３１ × （９６６ － ２４４） ＝ １ ．５０ × １０
４
（J）

　 　 A 中气体对 B中气体作功为
A ＝ Δ EB ＝ CV （ T′B － TB）

＝
５
２

× ８ ．３１ × （３２２ － ２４４） ＝ １ ．６２ × １０
３
（J）

　 　 A 中气体在整个过程中吸收的热量为
Q ＝ Δ EA ＋ A ＝ １ ．５０ × １０

４
＋ １ ．６２ × １０

３
＝ １ ．６６ × １０

４
（J）

　 　 11畅19 　 １mol氧气 ，温度为 ３００K时体积是 ２ × １０
－ ３ m３

．若氧气经（１）绝热膨胀

到体积为 ２ × １０
－ ２ m３

；（２）等温膨胀到体积 ２ × １０
－ ２ m３ 后 ，再等体冷却到绝热膨胀

最后达到的温度 ．试计算两种过程中氧气所作的功 ，并说明这两种功值有差别的原

因 ．

解 　 （１）绝热膨胀中

·６７２·



T２ ＝
V １

V ２

γ －１

· T１ ＝
２ × １０

－３

２ × １０
－２

０ ．４

× ３００ ＝ １１９（K）

Q ＝ A ＋ Δ E ＝ ０

则

A ＝ － Δ E

A ＝ － νCV （T２ － T１ ） ＝ １ ×
５
２
R（３００ － １１９） ＝ ３７６０（J）

　 　 （２）等温膨胀到 V ２ 再冷却到 T２ ，后一过程为等体过程 ，气体不作功 ，所以整

个过程中作功为

A′ ＝ νRT１ ln V ２

V １
＝ １ × ９ ．３１ × ２７３ × ln１０ ＝ ５２２４（J）

　 　 11畅20 　下面是一种测定气体 γ ＝ Cp ／CV 的方法 ．取一定质量的气体 ，初始时

压强 、温度和体积分别为 p０ ，T０ ，V ０ ．用一根通电的铂丝对它加热 ，第一次保持气

体体积 V ０ 不变 ，使压强与温度分别变为 p１ 与 T１ ；第二次加热时 ，保持气体压强

p０ 不变而温度和体积分别变为 T２ 和 V ２ ．假定两次加热的电流和时间都相同 ，试

证明 ：

γ ＝
（ p１ － p０ ）V ０

（V ２ － V ０ ） p０
　 　解 　由题中条件知 QV ＝ Qp ，但

QV ＝ νCV （T１ － T０ ） ，　 　 Qp ＝ νCP（T２ － T１ ）

并且

p０ V ０ ＝ νRT０ ，　 　 p１ V １ ＝ νRT１ ，　 　 p０ V ２ ＝ νRT２

图 １１畅２１

由以上各式联立求解易得

γ ＝
CP
CV

＝
（ p１ － p０ ）V ０

（V ２ － V ０ ） p０
　 　 11畅21 　 ０ ．２５kg氧气作如图所示循环 ，此循

环由两个等体过程和两个等温过程组成 ．已知

V b ＝ ２ V a ，试求 ：

（１）循环的效率 ；

（２）若 a ，b ，c ，d 各状态的压强分别为 pa ，
pb ，pc ，pd ，证明 ：papc ＝ pbpd

解 　 （１）d － a与 a － b过程中吸热分别为

QV ＝
m
MCV （ Ta － Td）

·７７２·



QT ＝ A T ＝
m
M RTaln V b

V a
＝

m
M RT２ ln２

　 　 c － d过程中气体作功为

A′T ＝ －
m
MRTcln V b

V a
＝

m
MRT２ ln２

　 　注意到 Ta ＝ Tb ＝ T１ ＝ ３００ K ，Tc ＝ Td ＝ T２ ＝ ２００ K ，CV ＝
５
２

R ，M ＝ ３２ ×

１０
－ ３kg／mol ，所以循环的效率为

η ＝
A
Q ＝

A T ＋ A′T
QV ＋ QT

＝

m
MRT１ln２ －

m
M RT２ ln２

m
M ·

５
２
R（ T１ － T２ ） ＋

m
M RT１ ln２

＝
（T１ － T２ ）ln２

５
２
（ T１ － T２ ） ＋ T１ ln２

＝
１００ × ln２

５
２

× １００ ＋ ３００ × ln２ ＝ １５ ．１％

　 　 （２）由于 paV a ＝ pbV b ，pcV c ＝ pdV d ，且 V a ＝ V d ，V b ＝ V c ，所以

paV c ＝ pbV b
V b
V a

·
V d
V c

＝ pbpd

　 　 11畅22 　 图 １１畅２２示 １ mol单原子理想气体所经历的循环过程 ，其中 ab为等
温线 ．假定 V ２ ／V １ ＝ ２ ，求循环的效率 ．

解 　在 c － a的等体过程中 ，气体吸热为

Qca ＝ QV ＝ CV （Ta － Tc） ＝
３
２
R（Ta － Tc）

＝
３
２
（pa － pc）V １

　 　在 a － b等温过程中 ，气体吸热为

Qab ＝ QT ＝ RTaln Vb
V a

＝ paV １ ln V ２

V １

　 　在 b － c等压过程中 ，气体放出的热量为

Qbc ＝ Qp ＝ Cp （ Tb － Tc） ＝
５
２
R（Tb － Tc） ＝

５
２
pc（V ２ － V １ ）

　 　整个循环中 Δ E ＝ ０ ，Q ＝ Δ E ＋ A ＝ A
Q吸 ＝ Qca ＋ Qab

Q放 ＝ Qbc

Q ＝ Q吸 － Q放
·８７２·



η ＝
A
Q吸 ＝

A
Qca ＋ Qab

＝
Qca ＋ Qab － Qbc

Qca ＋ Qab

＝ １ －
Qp

Qv ＋ QT
＝ １ －

５
２
pc（V ２ － V １ ）

３
２
（ pa － pc）V １ ＋ paV １ ln V ２

V １

已知 paV １ ＝ pcV ２ ，所以

η ＝ １ －
５（V ２ － V １ ）

３（V ２ － V １ ） ＋ ２ V ２ ln V ２

V １

＝ １ －
５ V １

３ V １ ＋ ４ V １ ln２ ＝ １３ ．４％

图 １１畅２２ 图 １１畅２３

　 　 11畅23 　图 １１畅２３ 示为理想气体的一个循环过程 ，其中 ab ，cd 为绝热过程 ，

bc ，da分别是等压和等体过程 ．试证明循环效率为

η ＝ １ － γ
Tb － Tc
Ta － Td

式中 Ta ，Tb ，Tc ，Td 分别是 a ，b ，c ，d各状态的温度 ，γ为比热容比 ．

解 　在 d － a等体过程中 ，气体吸热

Qda ＝ QV ＝ νCV （Ta － Td）

　 　在 b － c等压过程中 ，气体放热为

Qbc ＝ QP ＝ νCp （Ta － Tc） ＝ νγCV （ Tb － Tc）

Qab ＝ Qcd ＝ ０

整个循环中 Q吸 ＝ Qda ，Q放 ＝ Qbc ，Q ＝ Q吸 － Q放 ，且 Δ E ＝ ０ ，则

A ＝ Q ＝ QV － QP

所以

η ＝
A
Q吸 ＝

QV － QP
QV

＝ １ －
νγCV （Ta － Tc）

νCV （Ta － Td）
＝ １ － γ

Tb － Tc
Ta － Td

·９７２·



　 　 11畅24 　 １ mol理想气体 ，CV ＝
３
２
R ，进行图 １１ ．２４示的循环 ．ab ，cd为等压过

程 ，bc ，da为等体过程 ．已知

图 １１畅２４

Pa ＝ ２ ．０２６ × １０
５Pa

V a ＝ １ ．０ L
pc ＝ １ ．０１３ × １０

５Pa
V b ＝ ２ ．０L

试求循环的效率 ．

解 　 由定义知 η ＝ １ －
Q放
Q吸 ＝

Q
Q吸 ，所以

只要求出循环中气体吸收的热量 Q吸 与放
出的热量 Q放 ，或者求气体所作的功 A ，就可

求出循环的效率 η ．在循环中气体作功
A ＝ pa（V b － V a） － pc（V b － V a） ＝ （ pa － pc）（V b － V a）

＝ （２ － １） × １ ．０１３ × １０
５
× （２ － １） × １０

－３

＝ １ ．０１３ × １０
２J

　 　在 da等体过程及 ab等压过程 ，气体吸热

Q吸 ＝ Qda ＋ Qab ＝ CV （Ta － Td） ＋ Cp （Tb － Ta）

因为

Ta ＝
paV a
R ＝

２ ．０２６ × １０
５
× １ × １０

－３

８ ．３１
＝ ２４ ．４（K）

Tb ＝
pbV b
R ＝

２ ．０２６ × １０
５
× ２ × １０

－３

８ ．３１
＝ ４８ ．８（K）

Td ＝
pdV d
R ＝

１ ．０１３ × １０
５
× １ × １０

－３

８ ．３１
＝ １２ ．２（K）

代入前式得

Q吸 ＝
３
２

× ８ ．３１ × （２４ ．４ － １２ ．２） ＋
５
２

× ８ ．３１ × （４８ ．８ － ２４ ．４）

＝ ６５９（J）
故知

η ＝
A
Q吸 ＝

１ ．０１３ × １０
２

６５９
＝ １５ ．４％

　 　 11畅25 　计算柴油机狄塞尔循环的效率 ．它与奥托循环不同之处是先吸入空

气 ，燃料则在空气被压缩到一定的高压和高温时 ，喷入气缸中燃烧 ．所以 ，循环的第

一步可以看成绝热压缩过程 ，气体由状态 Ⅰ （V １ ，T１ ）达到状态 Ⅱ （ V ２ ，T２ ） ；第二

·０８２·



图 １１畅２５

个过程中气体在定压下燃烧膨胀 ，达到 Ⅲ

（V ３ ，T３ ） ；接着气体在绝热膨胀中达到状态

Ⅳ （ V １ ，T４ ） ；最后等体放热回到初态 ，完成

一个循环 ．

解 　狄塞尔循环曲线如图所示 ．只在等

压过程 Ⅱ — Ⅲ中吸热 Qp ，在等体过程 Ⅳ 唱 Ⅰ

中放热 QV ．而且

Q吸 ＝ Qp ＝ νCp （T３ － T２ ）

Q放 ＝ QV ＝ νCV （T４ － T１ ）

所以

　 　 　 　 　 　 η 摀＝ １ －
QV
Qp

＝ １ －
νCV （T４ － T１ ）

νCp （T３ － T２ ）

＝ １ －
（T４ － T１ ）

γ（T３ － T２ ）

　 　而对等压过程 Ⅱ — Ⅲ有

V ２

T２
＝

V ３

T３
　 或 　

T３

T２
＝

V ３

V ２
＝ ρ

式中 ρ称为定压膨胀比 ．对绝热过程 Ⅲ — Ⅳ和 Ⅰ — Ⅱ中 ，分别有

T３

T４
＝

V １

V ３

γ －１

，　 　
T２

T１
＝

V １

V ２

γ －１

＝ δ
γ －１

式中 δ称为绝热压缩比 ．把 T１ 、T２ 、T４ 的表示式代入 η的表示式中 ，并消去 T３ 得

η ＝ １ －
１
γ

V ３

V １

γ －１

－
V ２

V ３

V ２

V １

γ －１

１ －
V ２

V ３

＝ １ －
１
γ

V ３

V ２

γ －１

－ １

V １

V ２

γ －１ V ３

V ２
－ １

＝ １ －
１
γ

ρ
γ
－ １

δ
γ －１

（ρ － １）

＝ １ －
ρ
γ
－ １

γ（ρ － １）
δ
１ － γ

　 　 11畅26 　一卡诺热机工作于温度为 １０００ K与 ３００ K的两个热源之间 ，如果（１）

将高温热源的温度提高 １００ K ；（２）将低温热源的温度降低 １００ K ，试问理论上热机

的效率各增加多少 ？

解 　卡诺机工作在 １０００ K与 ３００ K之间时 ，其效率为

η ＝ １ －
T２

T１
＝ １ －

３００
１０００

＝ ７０％

·１８２·



　 　 （１）若把高温热源提高 １００ K时 ，其效率为

η１ ＝ １ －
T２

T′１ ＝ １ －
３００
１１００

＝ ７３％

即效率提高了 η － η１ ＝ ３％ ．

（２）若把低温热源温度降低 １００ K时 ，其效率为

η２ ＝ １ －
２００
１０００

＝ ８０％

　 　可见效率提高了 η２ － η ＝ １０％ ．

11畅27 　一台电冰箱 ，为了制冰从 ２６０ K 的冷冻室取走热量 ２０９ kJ ．如果室温

是 ３００ K ，试问电流作功至少应是多少（假定冰箱为理想卡诺循环致冷机） ？如果

此冰箱能以 ０ ．２０９ kJ／s的速率取出热量 ，试问所需电功率至少应是多少 ？

解 　此卡诺循环的致冷系数为

w ＝
Q２

A ＝
T２

T１ － T２
＝

２６０
３００ － ２６０

＝ ６ ．５

　 　若从冷冻室取走热量 ２０９ kJ时 ，所需电功至少为

A ＝
Q２

w ＝
２０９ × １０

３

６ ．５
＝ ３ ．２２ × １０

４ J ＝ ３２ ．２ kJ
　 　如果冰箱以 ０ ．２０９ kJ／s的速率取出热量 ，所需电功率至少为

p ＝ ０ ．２０９ × １０
３
／６ ．５ ＝ ３２ ．２（W）

　 　 11畅28 　 有一套动力装置 ，用蒸汽机带动致冷机 ．若蒸汽机锅炉的温度为

２１０ ℃ ，用暖气系统作为蒸汽机的冷却器 ，冷却器温度为 ６０ ℃ ；致冷机在温度为

１５ ℃的天然蓄水池中吸热 ，并放热给暖气系统 ．试求每燃烧 １ kg 燃料（燃烧热值

为 ２ ．０９ × １０
７ J／kg）所能供给暖气系统热量的理想值 ．

解 　蒸汽机的效率为

η ＝
A
Q吸 ＝ １ －

T２

T１
＝ １ －

６０ ＋ ２７３
２１０ ＋ ２７３

＝ ３１％

　 　从 １ kg燃料中吸收的热量为
Q１ ＝ ２ ．０９ × １０

７
× １ ＝ ２ ．０９ × １０

７ J
　 　对外作功为

A ＝ ηQ１ ＝ ０ ．３１ × ２ ．０９ × １０
７
＝ ６ ．４８ × １０

６ J
因此放入暖气系统的热量为

Q２ ＝ Q１ － A ＝ １ ．４４ × １０
７ J

　 　致冷机的致冷系数为

w ＝
Q′２
A ＝

T′２
T′１ － T′２ ＝

２８８
３３３ － ２８８

＝ ６ ．４
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则它从天然蓄水池（温度为 T′２ ）中吸取的热量为
Q′２ ＝ wA ＝ ６ ．４ × ６ ．４８ × １０

６
＝ ４ ．１５ × １０

７
（J）

最后可得燃烧 １kg燃料供给暖气系统的热量为
Q ＝ Q２ ＋ Q′１ ＝ Q１ － A ＋ Q′２ ＋ A ＝ Q１ ＋ Q′２

＝ （２ ．０９ ＋ ４ ．１５） × １０
７
＝ ６ ．２４ × １０

７
（J）

　 　 11畅29 　 假定 １ mol单原子理想气体在某过程中的热容为 C ＝ ２ R（R 是摩尔
气体常数） ，试推求气体的压强与体积所遵从的过程方程 ．

解 　按定义

C ＝
dQd T ＝ ２ R

dQ ＝ d E ＋ pd V ＝ CV d T ＋ pd V ＝
３
２
Rd T ＋ pd V

比较可见

１
２
Rd T － pd V ＝ ０ （１）

又由 pV ＝ RT 求微分得
pd V ＋ V d p ＝ Rd T （２）

从式（１） 、（２）中消去 d T ，得

pd V － V d p ＝ ０ 　 　
d V
V －

d p
p ＝ ０

积分上式即得

pV －１
＝ C（常数）

　 　 11畅30 　热机工作于 ５０ ℃与 ２５０ ℃ 之间 ，在一个循环中作功 １ ．０５ × １０
５ J ．试

求热机在一个循环中吸收和放出的热量至少应是多少 ？

解 　 @η ＝
A
Q１

＝ １ －
T２

T１
＝ １ －

２７３ ＋ ５０
２７３ ＋ ２５０

＝ ０ ．３８

Q１ ＝
A
η
＝
１ ．０５ × １０

５

０ ．３８
＝ ２ ．７５ × １０

５ J
Q２ ＝ Q１ － A ＝ （２ ．７５ － １ ．０５） × １０

５
＝ １ ．７０ × １０

５
（J）

Q１ 和 Q２ 分别为热机在一个循环中吸收和放出的热量 ．

11畅31 　图 １１ ．３１示一理想气体的循环过程 ，由 ３ 条等温线和 ３ 条绝热线组

成 ．３个等温过程的温度分别是 T１ ，T２ ，T３ ，等温膨胀过程 ab与 cd中体积增长的
倍数相同 ．求此循环的效率 ．

解 　循环中吸热为

Q１ ＝ Qab ＋ Qcd ＝ νRT１ ln V b
V a

＋ νRT２ ln V d
V c
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图 １１畅３１

　 　放热为

Q２ ＝ νRT３ ln Ve
V f

　 　已知 　
V b
V a

＝
V d
V c

，又由

T１ V γ －１
a ＝ T３ V γ －１

f

T２ V γ －１
d ＝ T３ V γ －１

e

T１ V γ －１
b ＝ T２ V γ －１

c

可得

V e
V f

＝
V d
V a

T１

T２

γ －１

＝
V d
V a

·
Vb
V c

＝
V b
V a

２

所以

η ＝ １ －
Q２

Q１
＝ １ －

νRT３ ln V ３

V f

νRT１ ln V b
V a

＋ νRT２ ln V d
V c

＝ １ －

T３ ln V b
V a

２

T１ ln V b
V a

＋ T２ ln V b
V a

＝ １ －
２ T３

T１ ＋ T２
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第 12章 　 气体动理论

一 、基本内容和主要公式
1 ．理想气体状态方程

pV ＝ νRT
或

p ＝ nkT
其中 ν为理想气体的摩尔数 ，k为玻耳兹曼常数 ，n为分子数密度 ．

2 ．理想气体压强公式

p ＝
n
３
μ v２ ＝

２
３
nε

其中ε为理想气体分子运动的平均平动动能 ，n为分子数密度 ，μ为分子质量 ．

3 ．温度公式的统计意义

ε ＝
３
２
kT

式中ε为理想气体分子运动的平均平动动能 ．

4 ．速率分布函数

速率分布函数 f （ v ）表示气体分子在 v 附近 ，单位速率间隔中的分子数占总

分子数的百分率 ，即

f （ v ） ＝
dN
Nd v

　 　归一化条件为

∫
＋ ∞

０
f （ v ）d v ＝ １

　 　在 v１ ～ v２ 速率间隔中的分子数为

Δ N ＝ ∫
v
２

v
１

Nf （v ）d v
　 　平均速率为

v ＝ ∫
＋ ∞

０
v f （ v ）d v

　 　方均根速率为

v２ ＝ ∫
＋ ∞

０
v２ f （v ）d v １／２
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5 ．麦克斯韦速率分布律

f （ v ） ＝ ４π
μ

２π kT
３／２

v２e－ μv ２／２ kT

　 　理想气体分子的最概然速率为

v p ＝
２ RT
M 　 （M 为气体的摩尔质量）

　 　理想气体分子的平均速率为

v ＝
８ RT
πM

　 　理想气体分子的方均根速率为

v２ ＝
３ RT
M

6 ．能量均分定理

当系统处于平衡态时 ，分子每个自由度所具有的平均动能为 １
２
kT ，一个自由

度为 i的分子所具有的平均动能为 i
２
kT ，单原子分子 i ＝ ３ ，刚性双原子分子 i ＝

５ ．ν摩尔的理想气体（刚性分子）的内能为 E ＝
i
２
νRT ．

7 ．理想气体的摩尔热容

定容摩尔热容为

CV ＝
i
２
R

　 　定压摩尔热容为

CP ＝ CV ＋ R ＝
i ＋ ２
２

R

　 　比热容比为

γ ＝
i ＋ ２
i

8 ．玻耳兹曼能量分布律

n ＝ n０e－ εp ／kT

　 　重力场中粒子按高度的分布为

n ＝ n０e－ μgh／kT

　 　重力场中气体压强按高度的分布（等温气压公式）为

p ＝ p０e－ μgh／kT

9 ．气体分子的平均碰撞频率和平均自由程

平均碰撞频率为
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Z ＝ ２π d２ v n 　 （其中 d为分子有效直径）

　 　平均自由程为

λ ＝
１

２π d２ n
＝

kT
２π d２ p

10 ．熵的宏观表示

S２ － S１ ＝ ∫
２

１

dQ
T

　 　对于元过程有

Td S ＝ dE ＋ pd V
　 　 11 ．熵增加原理 　孤立系统的熵永不会减少 ，即孤立系统 Δ S ≥ ０或 d S ≥ ０ ．

二 、典型例题

12唱1 　一容积为 V ＝ １ ．０ m３ 的容器内装有 N１ ＝ １ ．０ × １０
２４个氧分子和 N２ ＝

３ ．０ × １０
２４个氮分子的混合气体 ，混合气体的压强是 ２ ．５８ × １０

４ Pa ．试求 ：

（１）分子的平均平动动能 ；

（２）混合气体的温度 ．

解 　 （１）由压强公式 p ＝ ２
３
n ε ，有

ε ＝
１
２
μ v２ ＝

３
２

p
n ＝

３ pV
２（N１ ＋ N２ ）

＝
３ × ２ ．５８ × １０

４
× １ ．０

２（１ ．０ × １０
２４

＋ ３ ．０ × １０
２４
）
＝ ９ ．６８ × １０

－２１
（J）

图 １２唱２

　 　 （２）由平均平动动能公式ε＝
３
２
kT ，有

T ＝
２ε
３ k ＝

２ × ９ ．６８ × １０
－２１

３ × １ ．３８ × １０
－２３ ＝ ４６８（K）

说明 　本题的目的在于训练理想气体压强公式在混合气体方面的应用 ．值得注意

的是 ，压强 p 和温度 T 都是宏观量 ，分子平

均平动动能 ε是微观量的统计平均值 ，因此

压强和温度都是大量气体分子无序运动量

统计平均的结果 ．

12唱2 　 假想的气体分子 ，其速率分布如

图 １２唱２ 所示 ．当 v ＞ ５ v０ 时分子数为零 ．试

求 ：

（１）根据 N 和 v０ ，表示常数 a的值 ；
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（２）速率在 v０ 到 ３ v０ 间隔内的分子数 ；

（３）分布在 v０ 到 ３ v０ 间隔内的气体分子的平均速率 ．

解 　 （１）根据速率分布曲线 ，速率分布可表示为

Nf （v ） ＝

a
v０ v ， ０ ＜ v ＜ v０

２ a ， v０ ＜ v ＜ ２ v０
３ a ， ２ v０ ＜ v ＜ ３ v０
２ a ， ３ v０ ＜ v ＜ ４ v０

－
a
v０ （ v － ５ v０ ） ， ４ v０ ＜ v ＜ ５ v０

０ ， v ＞ ５ v０
由归一化条件 ，有

∫
∞

０
Nf （ v ）d v ＝ N

即

∫
v
０

０

a
v０ vd v ＋∫

２ v
０

v
０

２ ad v ＋∫
３ v

０

２ v
０

３ ad v ＋∫
４ v

０

３ v
０

２ ad v ＋∫
５ v

０

４ v
０

－ a
v０ （ v － ５ v０ ）d v ＝ N

由上式可解得

a ＝
N

８ v０
　 　 （２）速率分布在 v０ － ３ v０ 间隔内的分子数 Δ N 为

Δ N ＝ N∫
３ v

０

v
０

f （v ）d v ＝ ∫
２ v

０

v
０

２ ad v ＋∫
３ v

０

２ v
０

３ ad v
＝ ５ av０ ＝

５ N
８

　 　 （３）分布在 v０ ～ ３ v０ 间隔内的气体分子的平均速率 v 为

v ＝∫
３ v

０

v
０

v f （ v ）d v ／∫
３ v

０

v
０

f （ v ）d v

＝∫
３ v

０

v
０

vNf （v ）d v ／∫
３ v

０

v
０

Nf （ v ）d v

＝
１
Δ N ∫

２ v
０

v
０

２ avd v ＋∫
３ v

０

２ v
０

３ avd v
将 Δ N ＝ ５ av０ 代入上式 ，积分化简后有

v ＝
２１
１０

v０

说明 　本题的目的在于加深对速率分布函数 f （ v ）的物理意义的理解 ．读者可思考
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求解 v０ ＜ v ＜ ３ v０ 区域中的平均速率与在整个区域中求平均速率的差别 ．

12唱3 　根据麦克斯韦速率分布率 ，试证明 ：速率在最概然速率 v P ～ vP ＋ Δ v 区
间内的分子数与 T成反比（设 Δ v 很小） ．

证 　对于理想气体 ，最概然速率为

vP ＝
２ kT
μ

代入到麦克斯韦速率分布律中 ，有

f （ v ） ＝ ４π
μ

２π kT
３／２e－ μv ２／２ kT v２

＝
４

π
v －３
P e－ v ２ ／ v ２Pv２

当 v ＝ vP时有

f （ vP） ＝
４

π
v －１

P e－１

由于 Δ v 很小 ，所以在 vP ～ vP ＋ Δ v 区间内的分子数可近似为

Δ N ≈ Nf （ vP）Δ v ＝
４ N
π

μ
２ kT e－１

Δ v

故

Δ N ∝
１

T
说明 　本题的目的在于加深对麦克斯韦速率分布律的理解 ．介绍用近似的方法计

算小速率间隔内的分子数 ．但注意本近似方法只适合于速率间隔 Δ v 很小的情况 ．

12唱4 　一容器内某理想气体的温度为 T ＝ ２７３ K ，压强为 p ＝ １ ．０ × １０
－ ３ atm ，

密度为 ρ＝ １ ．２５ g／m３
，试求 ：

（１）气体分子运动的方均根速率 ？

（２）气体的摩尔质量 ，是何种气体 ？

（３）气体分子的平均平动动能和平均转动动能 ？

（４）单位体积内气体分子的总平动动能 ？

（５）设该气体有 ０ ．３ mol ，气体的内能 ？

解 　 （１）由方均根速率公式 ，有

v ＝
３ RT
M ＝

３ p
ρ

＝
３ × １ ．０ × １０

－３
× １ ．０１３ × １０

５

１ ．２５ × １０
－３ ＝ ４９３（m／s）

　 　 （２）由 pV ＝
m
M RT ，有

M ＝
ρRT
p ＝

１ ．２５ × １０
－３

× ８ ．３１ × ２７３

１０
－３

× １ ．０１３ × １０
５ ＝ ０ ．０２８（kg／mol）
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由结果可知 ，这是 N２ 或 CO气体 ．

（３）由平均平动动能和转动动能公式 ，有

εt ＝
３
２
kT ＝

３
２

× １ ．３８ × １０
－２３

× ２７３ ＝ ５ ．６５ × １０
－２１

（J）
εr ＝ kT ＝ １ ．３８ × １０

－２３
× ２７３ ＝ ３ ．７７ × １０

－２１
（J）

　 　 （４）单位体积内气体分子的总平动动能为

Et ＝ εt · n ＝ εt ·
p
kT ＝ ５ ．５６ × １０

－２１
×

１ ．０１３ × １０
２

１ ．３８ × １０
－２３

× ２７３

＝ １ ．５２ × １０
２
（J／m３

）

　 　 （５）由气体的内能公式 ，有

E ＝
m
M ·

i
２
RT ＝ ０ ．３ ×

５
２

× ８ ．３１ × ２７３ ＝ １ ．７０ × １０
３
（J）

说明 　本题为分子动理论中一些常用公式的直接应用 ．读者应熟悉这些公式 ，并能

够根据题意 ，求解有关结果 ．本题中由于是双原子分子 ，故有 ３个平动自由度 ，２个

转动自由度 ，分别反映在εt和εr公式中 ，在气体内能公式中 ，系统的总自由度 i ＝ ３

＋ ２ ＝ ５ ．对于自由度概念的掌握值得充分重视 ．

12唱5 　在半径为 R的球形容器里贮存有分子有效直径为 d的气体 ，试求该容

器中最多可容纳多少个分子 ，才能使分子之间不致相碰 ？

解 　为使气体分子之间不相碰 ，则必须使分子的平均自由程不小于容器的直

径 ，即必须满足

λ ≥ ２ R

　 　由分子的平均自由程 λ ＝
１

２π d２ n
，可得

n ＝
１

２π d２ λ
≤

１

２π d２ （２ R）
上式表明 ，为使分子之间不相碰 ，容器中可容许的最大分子数密度为 n ＝

１

２ ２π d２ R
，因此 ，在容积 V ＝

４
３
π R３ 的容器中 ，最多可容许的分子数 N 为

N ＝ nV ＝
１

２ ２π d２ R
４
３
π R３

＝
２

３ ２

R２

d２ ＝ ０ ．４８
R２

d２

说明 　 （１）所谓气体分子之间不相碰撞是指平均自由程 λ ≥容器线度 ，但气体分子

之间仍有碰撞 ，只是碰撞频率较低而已 ．其平均碰撞频率仍用 Z ＝
v
λ
＝ ２π d２ v n

计算 ．

（２）通常也将 λ ≥容器线度作为一个容器达到真空的条件 ．

12唱6 　拉萨海拔约为 ３６００ m ，气温为 ２７３ K ，忽略气温随高度的变化 ．当海平
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面上的大气压为 １ ．０ atm时 ，试求 ：

（１）拉萨的大气压强 ；

（２）若某人在海平面上每分钟呼吸 １７ 次 ，那么他在拉萨应呼吸多少次才能吸

入同样质量的空气 ？ （已知空气的摩尔质量为 M ＝ ２９ × １０
－ ３ kg）

解 　 （１）根据等温气压公式 ，有

p ＝ p０e－ Mgz ／RT
＝ １ ．０e－２９ × １０

－３
× ９ ．８ × ３６００／８ ．３１ × ２７３

＝ ０ ．６３７（atm）

　 　 （２）设某人每次呼吸吸入的空气容积为 V ０ ，x 为他在拉萨应呼吸的次数 ，则

p０ （１７ V ０ ） ＝ p（ xV ０ ）

所以

x ＝
１７ p０
p ＝

１７ × １ ．０
０ ．６３７

＝ ２６ ．７

说明 　本题是等温气压公式的直接应用 ．等温气压公式表明 ，在重力场中的压强随

高度按指数规律减小 ．它可以用来近似估计距海平面上某高度处的大气压强 ，也可

根据测得的大气压估计测量点的高度 ．从结果可知 ，随着高度的增加 ，压强 p 降
低 ，人的呼吸次数明显应增加 ，感到呼吸急促 ．

图 １２唱７

12唱7 　 设有 A 、B 两室 ，容积相同 ，外壁绝

热 ，两室中间有一可导热的隔板 ，板上有一阀门 ，

开始时 ，阀门关闭 ．A 室装有 １ mol 单原子理想
气体 ，温度为 T１ ，压力与上方自由放置的活塞相

平衡 ；B室为真空 ．若将 A 、B 间阀门微微打开 ，

则气体逐渐进入 B室 ，A 室活塞随之下降 ，最后

达到一平衡态 ．如图所示 ．试求气体在该过程中

的熵变 ．

解 　设初态时 ，A 、B 两室的体积均为 V ，末

态时温度为 T２ ，活塞下降到使 A 室的体积为
V A ．在初态时 ，A 室有

pV ＝ RT１

末态时 ，A ＋ B室有
p（V A ＋ V ） ＝ RT２

由热力学第一定律可知
p（V － V A ） ＝ CV （T２ － T１ ）

有

T２ ＝
７
５
T１
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　 　上述过程是一不可逆过程 ，但在计算熵变时可设想系统经历了一等压升温的

准静态过程从初态到达末态 ，于是熵变为

Δ S ＝∫ dQ
T ＝∫

T
２

T
１

Cp
d T
T ＝

５
２
Rln T２

T１

＝
５
２
Rln ７

５
＞ ０

说明 　上述过程是一不可逆过程 ，但由题可知 ，整个过程系统压强不变 ，在气体泻

流到 B室中 ，相当于气体体积增大 ，温度升高 ，所以可设想这一过程为等压升温过

程 ．对于 １mol理想气体的熵变 ，只要始末状态的参量已知 ，代入压强相同时的熵变

公式 Δ S ＝ Cp ln V
V ０

＝ Cp ln T
T０

，也可求得上述熵变 ．

三 、习题详解

12畅1 　选择题
（１）理想气体处于平衡状态 ，设温度为 T ，气体分子的自由度为 i ，则每个气体

分子所具有的（C）
（A）动能为 i

２
kT 　 　 　 　  （B）动能为 i

２
RT

（C）平均动能为 i
２
kT （D）平均平动动能为 i

２
RT

（２）质量为 m 、摩尔质量为 M 的理想气体 ，经历了一个等压过程 ，温度增量为

Δ T ，则内能增量为（B）
（A）Δ E ＝

m
MCp Δ T （B）Δ E ＝

m
MCV Δ T 　 　 　 （C）Δ E ＝

m
MRΔ T

（D）Δ E ＝
m
M （Cp ＋ R）Δ T 　 　 　

图 １２畅１

（３）处于平衡状态的理想气体 ，其分子

的速率分布曲线如图 １２畅１ ，设 v P 表示最概
然速率 ，Δ NP／N表示速率分布在 v P ～ v P ＋
Δ v 之间的分子数占总分子数的百分率 ，当

温度降低时 ，则（C）
（A） vP减小 ，Δ NP／N也减小
（B） vP增大 ，Δ NP／N也增大
（C）v P减小 ，Δ NP／N 增大
（D）vP增大 ，Δ NP／N减小

（４）理想气体绝热地向真空自由膨胀 ，设初状态气体的温度为 T１ ，气体分子的
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平均自由程为 λ１ ，末状态温度为 T２ ，自由程为 λ２ ，若气体体积膨胀为原来的两倍 ，

则（B）
（A） T１ ＝ T２ ；λ１ ＝ λ２ （B）T１ ＝ T２ ；λ１ ＝

１
２
λ２

（C）T１ ＝ ２ T２ ；λ１ ＝ λ２ （D）T１ ＝
１
２
T２ ；λ１ ＝

１
２
λ２

12畅2 　填空题
（１）某理想气体处于平衡状态 ，已知压强为 p ＝ １ ．０１３ × １０

３ Pa ，密度为 ρ ＝

１ ．２４ × １０
－ ２ kg／m３

，则该气体分子的方均根速率为 v２ ＝ 皛 毫４９５ m／s ．
（２）已知氧气的压强 p ＝ ２ ．０２６ Pa ，体积 V ＝ ３ ．００ × １０

－ ２ m３
，则其内能 E ＝

皛 � ０ ．１５２ J ．

（３）某理想气体处于平衡状态 ，其速率分布函数为 f （v ） ，则速率分布在速率间

隔 （ v１ ～ v２ ） 内 的 气 体 分 子 的 平 均 速 率 的 计 算 公 式 为 v ＝

皛 �)∫
v
２

v
１

v f （v ）d v ／∫
v
２

v
１

f （ v ）d v ．

（４）容器内贮有刚性多原子分子理想气体 ，经绝热过程后 ，压强减为初始压强

的一半 ，则始 、末两个状态气体内能之比为 E１ ／E２ ＝ 皛 咳１ ．１９ ．

12畅3 　一容器中贮有氧气 ，其压强为 １ ．０１３ × １０
６ Pa ，温度为 ２７ ℃ ．试求 ：（１）

１ cm３中的分子数 ；（２）分子间的平均距离 ，此距离是氧分子直径（３ × １０
－ １０ m）的几

倍 ？

解 　 （１）由理想气体状态方程 ，有

n ＝
p
kT ＝

１ ．０１３ × １０
６

１ ．３８ × １０
－２３

× （２７３ ＋ ２７）
＝ ２ ．４５ × １０

２６
（m －３

）

所以 ，１ cm３ 中有 ２ ．４５ × １０
２０个分子 ．

（２）气体中分子间的平均距离为

d ＝
１

n１／３ ＝ １ ．６ × １０
－９
（m）

此距离与氧分子直径的比为

α ＝
d

３ × １０
－１０ ＝ ５ ．３３

即气体中分子间的平均距离为氧分子直径的 ５ ．３３倍 ．

12畅4 　试求压强为 １ ．０１３ × １０
５ Pa 、质量为 ２ g 、体积为 １ ．５４ L 的氧气分子的

平均平动动能 ．

解 　由 pV ＝
m
M RT 及 R ＝ kN０ 得

ε ＝
３
２
kT ＝

３
２

R
N０

MpV
mR ＝

３
２

MpV
mN０
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＝
３ × ３２ × １０

－３
× １ ．０１３ × １０

５
× １ ．５４ × １０

－３

２ × ２ × １０
－３

× ６ ．０２２ × １０
２３

＝ ６ ．２２ × １０
－２１

（J）
　 　 12畅5 　 氢气分子的质量为 ３ ．３２ × １０

－ ２４ kg ，如果每秒内有 １ ．０ × １０
２３个氢分

子 ，以与墙面成 ４５°角的方向 、１０
５ cm／s的速率撞击在面积为 ２ ．０ cm２ 的墙面上 ，试

求氢气作用在墙面上的压强 ．

解 　设每秒与墙碰撞的分子数为 N ，分子质量为 μ ，则 Δ t内与墙碰撞的分子
数为 NΔ t ，碰撞前这些分子的动量在墙面法线方向的投影为

－ NΔ tμvcos４５°
碰撞后动量的投影为

NΔ tμvcos４５°
若墙面对这些分子的平均冲力为 F ，则有

FΔ t ＝ NΔ tμvcos４５° － （－ NΔ tμvcos４５°）
＝ ２NΔ tμvcos４５°

这些分子作用于墙面的冲力大小与 F相等 ，故作用于墙面的压强为

p ＝
F
S ＝

２ Nμvcos４５°
S

＝
２ × １ ．０ × １０

２３
× ３ ．３２ × １０

－２４
× １０

３
× ０ ．７０７

２ ．０ × １０
－４

＝ ２ ．３５ × １０
６
（Pa）

图 １２畅５ 图 １２畅６

　 　 12畅6 　假定 N 个粒子的速率分布函数为

f （v ） ＝
a ０ ＜ v ＜ v０
０ v ＞ v０

　 　 （１）作出速率分布曲线 ；

（２）由 v０ 求常数 a ；

·４９２·



（３）求粒子的平均速率 ．

解 　 （１）速率分布曲线如图 １２畅６所示 ．

（２）由归一化条件 ，有

∫
∞

０
f （v ）d v ＝ ∫

v
０

０
ad v ＝ １

a ＝ １
v０

图 １２畅７

　 　 （３）粒子的平均速率为

v ＝∫
∞

０
v f （ v ）d v ＝∫

v
０

０
vad v

＝
１
２
v２０ a ＝

１
２
v０

　 　 12畅7 　 假定 N 个粒子的速率分布曲线
如图 １２ ．７所示 ．

（１）由 N和 v０ 求 a ；

（２）求速率在 １ ．５ v０ 到 ２ ．０ v０ 之间的粒
子数 ；

（３）求粒子的平均速率 ．

解 　 （１）由归一化条件 ，有

∫
∞

０
f （ v ）d v ＝ ∫

v
０

０

a
v０ vd v ＋∫

２ v
０

v
０

ad v ＝ １

解之 ，得

a ＝
２

３ v０
　 　 （２）速率在 １ ．５ v０ 到 ２ ．０ v０ 之间的粒子数为

Δ N ＝ ∫
２ ．０ v

０

１ ．５ v
０

Nf （ v ）d v ＝ ∫
２ ．０ v

０

１ ．５ v
０

Nad v ＝
２ N
３ v０ （２ ．０ v０ － １ ．５ v０ ） ＝

１
３
N

　 　 （３）粒子的平均速率为

v ＝ ∫
＋ ∞

０
v f （ v ）d v ＝∫

v
０

０

a
v０ v

２d v ＋∫
２ v

０

v
０

avd v ＝
１１
９
v０

　 　 12畅8 　某系统由 N 个粒子组成 ，试证明 ：不论这些粒子的速率如何分布 ，其方

均根速率恒大于或等于平均速率 ，即 v２ ≥ v ．

证 　对于任何一个粒子的速率 v ，恒有

（ v － v ）２ ≥ ０

将上式对所有粒子求平均 ，则有

（ v － v ）２ ≥ ０

·５９２·



此式展开后变为

v２ － ２ v v ＋ （ v ）２ ≥ ０

因此有

v２ － ２ v v ＋ （v ）２ ≥ ０

由于

v v ＝ （ v ）２

所以

v２ － （ v ）２ ≥ ０

即

v２ ≥ （ v ）２

两边开平方 ，即可得

v２ ≥ v
　 　当所有粒子均以同一速率运动时 ，有 v２ ＝ v ，否则 ，有 v２ ＞ v ．

12畅9 　根据麦克斯韦速率分布律 ，试求速率倒数的平均值 １
v ．

解 　根据求平均值的定义 ，速率倒数的平均值 １
v 为

１
v ＝∫

∞

０

１
v f （v ）d v

＝∫
∞

０
４π

μ
２π kT

３／２e－
μ

２ kT v ２ vd v
＝ ４π

μ
２π kT

３／２
－ kT
μ ∫

∞

０
e－

μ
２ kT v

２d － μ
２ kT v２

＝
２ μ
π kT ＝

π μ
８ kT ·

４
π

＝
４
π

１

v
即

１
v ＝

４
π

１

v
　 　显然 ，速率倒数的平均值不等于平均速率的倒数 ．

12畅10 　试利用麦克斯韦速率分布函数 ，推求气体分子的最概然速率 vP ．

解 　麦克斯韦速率分布函数为

f （ v ） ＝ ４π
μ

２π kT
３／２

v２e－ μv ２／２ kT
＝ Cv２e－ μv ２ ／２ kT

　 　对其求极值 ，有

d f （v ）d v v ＝ v P

＝ Ce－ μv ２／２ kT
２ v －

μ
２ kT２ v

３
＝ ０
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　 　所以气体分子的最概然速率为

vP ＝
２ kT
μ

　 　 12畅11 　设氢气的温度为 ３００K ，试求分布在速率间隔 ３０００ ～ ３０１０ m／s内的分
子数 Δ N１ 与速率间隔 vP ～ v P ＋ １０ m／s内分布的分子数 Δ N２ 之比 ．

解 　气体分子的最概然速率为

v P ＝
２ RT
M ＝

２ × ８ ．３１ × ３００

２ × １０
－３ ＝ ２１８２（m／s）

　 　将最概然速率公式 vP ＝ ２ kT
μ
代入麦克斯韦速率分布函数中 ，有

f （ v ） ＝
４

π

１
vP

３

v２e－ v ２／ v ２P （１）

　 　若 Δ v 很小 ，则分布 v ～ v ＋ Δ v 在内的分子数为

Δ N ＝ N∫
v ＋ Δ v

v
f （ v ）d v ≈ Nf （ v ）Δ v （２）

　 　设 v１ ＝ ３０００ m／s ，v２ ＝ vP ＝ ２１８２ m／s ，Δ v１ ＝ Δ v２ ＝ １０ m／s则
Δ N１

Δ N２
＝

f （ v１ ）Δ v１
f （ v２ ）Δ v２ ＝

v２１e－ v ２
１
／ v ２P

v２２e－ v ２
２
／ v ２P

＝
v１
v２

２e－
v
１

v P
２
＋

v
２

v P
２

＝
３０００
２１８２

２e－
３０００
２１８２

２
＋ １

＝ ０ ．７８

　 　 12畅12 　证明 ：麦克斯韦速率分布函数可写成

矱（x） ＝
４

π
x２e－ x

其中

x ＝
v
v P

　 　证 　由上题（１）式有

f （ v ） ＝
４

π

v２
v３P

e－ v ２／ v ２P

　 　令 x ＝ v
vP ，则d vd x ＝ v P ，故有

矱（ x） ＝ f （ v ） d vd x ４

π
x２e－ x

　 　 12畅13 　在容积为 ３０ × １０
－ ３ m３ 的容器中 ，贮有 ２０ × １０

－ ３ kg 的气体 ，其压强

为 ５０ ．７ × １０
３ Pa ．试求该气体分子的最概然速率 、平均速率及方均根速率 ．
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解 　由 pV ＝
m
M RT ，有

v P ＝
２ RT
M ＝

２ pV
m

＝
２ × ５０ ．７ × １０

３
× ３０ × １０

－３

２０ × １０
－３ ＝ ３９０ （m／s）

v ＝
８ RT
πM ＝

８ pV
πm ＝ ４４０（m／s）

v２ ＝
３ RT
M ＝

３ PV
m ＝ ４７８（m／s）

　 　 12畅14 　在什么温度下 ，一个气体分子的平均平动动能等于一个电子由静止通

过 １ V 电势差的加速作用所获得的动能 ？

解 　由ε＝
３
２
kT ＝ １ eV 有
T ＝

２ε
３ k ＝

２ × １ ．６ × １０
－１９

３ × １ ．３８ × １０
－２３ ＝ ７ ．７３ × １０

３
（K）

　 　 12畅15 　将温度为 ２７３ K ，压强为 １ ．０１３ × １０
６ Pa的氧气密封在一边长为 １０ cm

的立方体容器中 ．试将一个氧分子由容器的顶面落到底面时重力势能的变化和一

个氧气分子的平均平动动能进行比较 ．

解 　重力势能的变化为

Δ εp ＝ μgh ＝
M
NA

gh ＝
３２ × １０

－３

６ ．０２ × １０
２３ × ９ ．８ × １０ × １０

－２

＝ ５ ．２１ × １０
－２６

（J）
　 　平均平动动能为

εk ＝
３
２
kT ＝

３
２

× １ ．３８ × １０
－２３

× ２７３

＝ ５ ．６５ × １０
－２１

（J）
所以

εk
Δ εp ＝

５ ．６５ × １０
－２１

５ ．２１ × １０
－２６ ＝ １ ．１ × １０

５

　 　 12畅16 　 一个能量为 １０
１２ eV 的宇宙射线粒子 ，射入氖管中 ，氖管中有氖气

０ ．１ mol ．如果宇宙射线粒子的能量全部被氖气分子所吸收而变为分子热运动能
量 ，试问氖气的温度能升高几度 ？

解 　由 E ＝
m
M

３
２
RT ，有

Δ T ＝
Δ E

m
M

３
２
R

＝
１０

１２
× １ ．６ × １０

－１９

０ ．１ ×
３
２

× ８ ．３１
＝ １ ．２８ × １０

－７
（K）

·８９２·



　 　 12畅17 　容积为 ２ ．５ L 的容器中 ，贮有 １０
１５个氧分子 、４ × １０

１５个氮分子和 ３ ．３

× １０
－ ７ g氩气的混合气体 ．试求混合气体在温度为 ４３３ K时的压强 ．

解 　依题意氩气的分子数为

N３ ＝
m
MN０ ＝

３ ．３ × １０
－７

× １０
－３

４０ × １０
－３ × ６ ．０２２ × １０

２３

＝ ５ × １０
１５
（个）

　 　由道尔顿分压定律 ，有

p ＝ p１ ＋ p２ ＋ p３ ＝ n１ kT ＋ n２ kT ＋ n３ kT

＝
１
V （N１ ＋ N２ ＋ N３ ）kT

＝ （１ ＋ ４ ＋ ５） × １０
１５

×
１ ．３８ × １０

－２３
× ４３３

２ ．５ × １０
－３

＝ ２ ．３９ × １０
－２
（Pa）

　 　 12畅18 　温度为 ２７ ℃时 ，１ mol氧气具有多少平动动能 ？多少转动动能 ？

解 　气体的平动动能为

Et ＝
３
２
RT ＝

３
２

× ８ ．３１ × ３００ ＝ ３ ．７４ × １０
３
（J）

　 　气体的转动动能为

Er ＝
２
２
RT ＝ ８ ．３１ × ３００ ＝ ２ ．４９ × １０

３
（J）

　 　 12畅19 　在室温 ３００ K时 ，１ mol氢气的内能是多少 ？ １ g氮气的内能是多少 ？

解 　氢气的内能为

EH
２
＝

５
２
RT ＝

５
２

× ８ ．３１ × ３００ ＝ ６ ．２３ × １０
３
（J）

　 　氮气的内能为

EN
２
＝

m
M

５
２
RT ＝

１ × １０
－３

２８ × １０
－３ ×

５
２

× ８ ．３１ × ３００ ＝ ２２３（J）
　 　 12畅20 　试求氧气在压强为 ２ ．０２６ Pa 、体积为 ３ × １０

－ ２ m３ 时的内能 ．

解 　氧气的内能为

E ＝
５
２
νRT ＝

５
２
PV ＝

５
２

× ２ ．０２６ × ３ × １０
－２

＝ ０ ．１５２（J）
　 　 12畅21 　已知空气分子的平均分子量为 ２８ ．９７ ．求在 T ＝ ３００ K 的等温大气
中 ，分子数密度相差一倍对应的高度差 ．

解 　由 n ＝ n０e － μgh／ kT
，有

n１
n２ ＝ ２ ＝ eμ（ h

２
－ h

１
） g／kT

·９９２·



所以

Δ h ＝ （h２ － h１ ） ＝
kT
μg ln２

式中 μ为气体分子的质量 ，其值为

μ ＝
M
N０

＝
２８ ．９７ × １０

－３

６ ．０２２ × １０
２３ ＝ ４ ．８１ × １０

－２６
（kg）

故

Δ h ＝
１ ．３８ × １０

－２３
× ３００

４ ．８１ × １０
－２６

× ９ ．８
× ln２ ＝ ６ ．０９ × １０

３
（m）

　 　 12畅22 　 实验测得常温下距海平面不太高处 ，每升高 １０ m ，大气压约降低

１３３ ．３ Pa ．试用恒温气压公式验证此结果（海平面上大气压按 １ ．０１３ × １０
５ Pa计 ，温

度取 ２７３ K） ．

解 　由 p ＝ p０e － μgh／kT
＝ p０e － Mgh／RT

有

d p
p ＝ －

Mg
RT d h

d h ＝ －
RT
Mg

d p
p

＝ －
８ ．３１ × ２７３

２８ ．９７ × １０
－３

× １０
×

－ １３３ ．３

１ ．０１ × １０
５ ＝ １０ ．３（m）

　 　因此结论被验证 ．

12畅23 　比林曾通过测定悬浮在水中的球形藤黄粒子按高度分布的情况来计
算阿伏伽德罗常数 ．在常温下（ t ＝ ２７ ℃ ） ，实验得到高度相差为 H ＝ ３０ μm 的两层
中 ，粒子数之比 β ＝ ２ ．０８ ，粒子的体积 V ＝ ３ ．９９ × １０

－ ２０ m３
，粒子的密度为ρ＝ １畅１９ ×

１０
３ kg·m － ３

，水的密度 ρ０ ＝ １ ．００ × １０
３ kg·m － ３

．试由此估算阿伏伽德罗常数 NA ．

解 　液体中的藤黄粒子所受的合力大小为

F ＝ ρgV － ρ０ gV ＝ （ρ － ρ０ ）gV
　 　取竖直向上为 z 轴的正方向 ，以 z ＝ ０处为零势能点 ，则粒了在高度 z 处的势
能为

εp ＝ （ρ － ρ０ ）gV z
　 　根据玻耳兹曼分布率 ，可得高度为 z 处的粒子数密度为

n ＝ n０e－ （ρ － ρ
０
） gV z ／ kT

同理 ，高度为 z ＋ H处的粒子数密度为
nH ＝ n０e－ （ρ － ρ

０
） gV （ z ＋ H）／kT

以上两式相除 ，有

β ＝
n
nH

＝ e－ （ρ － ρ
０
） gV z ＋ （ρ － ρ

０
） V g（ z ＋ H）／kT

＝ e－ （ρ－ ρ
０
） gV H ／ kT

·００３·



　 　将 R ＝ NA k代入上式并整理有

NA ＝
RTlnβ

（ρ － ρ０ ）gV H ＝
８ ．３１ × ３００ × ln２ ．０８

（１ ．１９４ － １） × １０
３
× ３ ．９９ × １０

－２０
× ９ ．８ × ３０ × １０

－６

＝ ８ ．０２ × １０
２３
（mol－１ ）

　 　 12畅24 　试计算 １ mol的范德瓦耳斯气体经等温膨胀 ，体积由 v１ 变到 v２ 的过
程中 ，系统对外界所作的功 ．

解 　由范德瓦耳斯气体的状态方程 ，得

p ＝
RT

v － b －
a
v２

　 　系统对外界所作的功为

A ＝∫
v
２

v
１

pd v ＝∫
v
２

v
１

RT
v － b －

a
v２ d v

＝ RT ln v２ － b
v１ － b ＋ a １

v２ －
１
v１

　 　 12畅25 　氮分子的有效直径为 ３ ．８ × １０
－ １０ m ，求它在标准状态下的平均自由

程及平均碰撞频率 ．

解 　平均自由程为

λ ＝
１

２π d２ n
＝

kT
２π d２ p

＝
１ ．３８ × １０

－２３
× ２７３

２π × （３ ．８ × １０
－１０

）
２
× １ ．０１３ × １０

５

＝ ５ ．８ × １０
－８
（m）

　 　平均碰撞频率为

Z ＝
v
λ

＝
１ ．５９

λ

RT
M ＝

１ ．５９

５ ．８ × １０
－８

８ ．３１ × ２７３

２８ × １０
－３

１／２

＝ ７ ．８ × １０
９
（s－１ ）

　 　 12畅26 　真空管的线度为 １０
－ ２ m ，真空度为 １ ．３３３ × １０

－ ３ Pa ．设空气分子的有

效直径为 ３ × １０
－ １０ m ，求在 ２７ ℃时真空管中空气分子的数密度 、平均碰撞频率和

平均自由程 ．

解 　空气的分子数密度为

n ＝
p
kT ＝

１ ．３３３ × １０
－３

１ ．３８ × １０
－２３

× ３００
＝ ３ ．２ × １０

１７
（m －３

）

　 　平均自由程为

λ ＝
１

２π d２ n
·１０３·



＝
１

２π × （３ × １０
－１０

）
２
× ３ ．２ × １０

１７
＝ ７ ．８（m）

　 　平均碰撞频率为

Z ＝ ２π d２ nv ＝ ２π d２ n ８ RT
πM

＝ ２π × （３ × １０
－１０

）
２
× ３ ．２ × １０

１７
×

８ × ８ ．３１ × ３００

３ ．１４ × ２８ ．９７ × １０
－３

＝ ５９ ．９（s－１ ）
　 　 12畅27 　氖分子的有效直径为 ２ ．０４ × １０

－ １０ m ，求温度为 ６００ K 、压强为 １ ．３３３

× １０
２ Pa时 ，氖分子的平均碰撞频率 ．

解 　分子的平均碰撞频率为

Z ＝ ２π d２ nv ＝ ２π d２ p
kT

８ RT
πM

＝ ２π × （２ ．０４ × １０
－１０

）
２
×

１ ．３３３ × １０
２

１ ．３８ × １０
－２３

× ６００
×

８ × ８ ．３１ × ３００

３ ．１４ × ２０ × １０
－３

＝ ２ ．３７ × １０
６
（s－１ ）

　 　 12畅28 　实验测得标准状态下氧气的扩散系数为 ０ ．１９ × １０
－ ４m２

／s ，试由此计
算氧分子的有效直径和平均自由程 ．

解 　由 D ＝
１
３
v λ得气体分子的平均自由程 ，即

λ ＝
３D
v ＝

３ × ０ ．１９ × １０
－４

８ × ８ ．３１ × ２７３

３２π × １０
－３

＝ １ ．３４ × １０
－７
（m）

　 　由 λ ＝
kT

２π d２ p
得气体分子的有效直径 ，即

d ＝
kT
２π λp

１
２

＝
１ ．３８ × １０

－２３
× ２７３

２π × １ ．３４ × １０
－７

× １ ．０１３ × １０
５

１
２

＝ ２ ．５０ × １０
－１０

（m）

　 　 12畅29 　设有 v 摩尔的理想气体 ，经绝热自由膨胀 ，从体积为 V １ 的平衡态 A
膨胀到体积为 V ２ 的平衡态 B ．试求气体熵的增量 Δ S ．

解 　在理想气体的自由膨胀过程中 ，系统对外不作功 ，即 A ＝ ０ ，与外界无热

量交换 ，即 Q ＝ ０ ，由热力学第一定律可知 Δ E ＝ ０ ，因为理想气体的内能仅与气体

的温度有关 ，因此 ，气体的初 、末态温度相同 ，即 TA ＝ TB ＝ T ．因此 ，可以设想气体

经过一等温可逆过程 ，从 A 态到达 B态 ，根据克劳修斯熵公式 ，有

Δ S ＝ SB － SA ＝ ∫
B

A
dQ
T

·２０３·



　 　由于等温过程 T ＝ TA ，因而有

∫
B

A
dQ ＝ νRTA ln V ２

V １

所以

Δ S ＝ νRln V ２

V １
＞ ０

　 　绝热自由膨胀过程为孤立系统发生的过程 ，由熵增加原理也有 Δ S ＞ ０的结

论 ．

12畅30 　设有 ν摩尔的某种物质 ，该物质在某过程中具有恒定的摩尔热容 C ．

（１）试求此物质由温度 T１ 变化到 T２ 时熵的变化 ．

（２）讨论升温和降温过程该物质熵的变化 ．

解 　 （１）因为摩尔热容为常量 C ，所以熵的变化为

Δ S ＝ S２ － S１ ＝ ∫ dQ
T ＝ ∫

T
２

T
νC d T

T ＝ νCln T２

T１

　 　 （２）  升温过程 T２ ＞ T１ ，S２ ＞ S１ ，熵增加 ．

降温过程 T２ ＜ T１ ，S２ ＜ S１ ，熵减少 ．

·３０３·



第四篇 　 波动和波动光学

第 13章 　 机 　 械 　波

一 、基本内容和主要公式

　 　 1畅 波的描述 　 （１）在弹性细棒中 ，纵波的传播速度为

u ＝
Y
ρ

其中 ，Y 是细棒的弹性模量 ；ρ是棒的密度 ．

（２）波速 u 、波长 λ 、周期 T 、频率 ν之间的关系为

λ ＝ uT 　 　 u ＝ νλ

　 　 （３）平面简谐波的数学描述

y（ x ，t） ＝ A cos ω t ± x
u ＋ φ

y（ x ，t） ＝ A cos ２π
t
T ±

x
λ

＋ φ

y（ x ，t） ＝ A cos ２π
λ

ut ± x ＋ φ

其中 ，x 前面的 ±号由波的传播方向决定 ．波沿 x 轴正向传播 ，取负号 ；沿 x 轴负
向传播 ，取正号 ．

2 ．惠更斯原理 　波面上的任意一点都可看作是新的次波源 ，它们发出的次波

的包络面就是以后某一时刻新的波面 ．

3 ．波的干涉 　两列相干波相遇 ，在交叠区内会形成稳定的 、强弱相间的强度

（或振幅）分布 ．在相差 Δ φ ＝ （２ k ＋ １）π处 ，干涉相消 ；在 Δ φ ＝ ２ kπ处 ，干涉加强 ．

4 ．波的能量 　 （１）平均能量密度

w ＝
１
２
ρA ２

ω
２

　 　 （２）波的强度

I ＝ wu
　 　 5 ．驻波 　 驻波是一种特殊的干涉 ．两列同振幅的相干波 ，在一条直线上相向

·４０３·



传播 ．它们在某些位置上干涉相消 ，合振幅等于零 ，形成波节 ；某些位置上干涉加

强 ，合振幅最大 ，形成波腹 ．

6 ．多普勒效应

ν ＝
u ＋ v０
u － vs νs

其中 ，u为波速 ．v０ 、vs 分别为观测者 、波源相对于介质的运动速度 ，均为代数量 ，

相向运动取正 ，远离运动取负 ．

二 、典型例题

13唱1 　一平面简谐波沿 x 轴正向传播 ，速度 u ＝ ０ ．２０ m／s ，已知 x ＝ ０ ．０５ m
处的 A 点振动方程为 yA ＝ ０ ．０３cos ４π t － π

２
（SI） ，试求该简谐波的波函数 ．

图 １３唱１

解 　由题设可知该波的波长为

λ ＝
u
ν

＝
０ ．２０
２

＝ ０ ．１０（m）

　 　在波线上任选一点 P ，坐标为 x ，如图所示 ．波

沿 x 轴正向传播 ，则 P点相位落后于 A ，相位差为

Δ φ ＝
２π
λ
PA ＝

２π
０ ．１０

（ x － ０ ．０５）

所以 P点的振动方程为

yP ＝ ０ ．０３cos ４π t － π
２

－ Δ φ

＝ ０ ．０３cos ４π t － π
２

－
２π
０ ．１０

（ x － ０ ．０５）

＝ ０ ．０３cos ４π t － ５ x ＋
π
２

因为 P是波线上任意一点 ，所以简谐波波函数为

y ＝ ０ ．０３cos ４π（ t － ５ x） ＋
π
２

（m）

说明 　求解波函数的关键是确定一个振动方程已知的质点与任意一质点的相位关

系 ．

13唱2 　一平面简谐波沿 x 轴正向传播 ，遇到一界面发生全反射 ，如图 １３唱２ ．入

射波振幅为 A ，周期为 T ，波长为 λ ，t ＝ ０时刻 ，在原点 O 处的质点由平衡位置向
位移为正的方向运动 ．反射波振幅与入射波相同 ，且反射点 D为波节 ，求 ：

（１）入射波波函数 ；

（２）反射波波函数 ；

·５０３·



图 １３唱２

（３）两波叠加形成的合成波的波函数 ，并标出

因两波叠加而静止各点的坐标 ．

解 　 （１）原点 O 处的质点 ，在 t ＝ ０ 时刻由平

衡位置向位移为正的方向运动 ，所以其初相为 －

π
２

，振动方程为

y０ ＝ Acos ２π
t
T －

π
２

　 　在 x 轴上任选一点 P ，坐标为 x （如图） ，其相

位落后于原点 O ，它们的相差 Δ φ ＝
２π
λ

OP ＝
２π
λ
x ，所以 P点的振动方程 ，亦即入射

波的波函数为

yλ ＝ A cos ２π
t
T －

π
２

－ Δ φ

＝ A cos ２π
t
T －

π
２

－
２π
λ
x

＝ A cos ２π
t
T －

x
λ

－
π
２

　 　 （２）根据入射波波函数 ，入射波在反射点 D引起的振动方程为

yλD ＝ A cos ２π
t
T －

xD
λ

－
π
２

＝ A cos
２π

t
T －

３
４
λ

λ
－

π
２

＝ A cos２π t
T

反射点 D为波节 ，所以反射波在 D引起的振动与入射波在 D引起的振动反相 ，振

动方程为

y反D ＝ Acos ２π
t
T ＋ π

反射波沿 x 轴负向传播 ，所以 P点相位落后于 D ，相位差

Δ φ′ ＝
２π
λ
DP ＝

２π
λ
（ xD － xP） ＝

２π
λ

３
４
λ － x

＝
３
２
π －

２π
λ
x

所以反射波在 P点的振动方程 ，亦即反射波的波函数为

y反 ＝ A cos ２π
t
T ＋ π － Δ φ′
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＝ Acos ２π
t
T ＋ π －

３π
２

－
２π
λ
x

＝ Acos ２π
t
T ＋

x
λ

－
π
２

　 　 （３）合成波波函数为

y ＝ yλ ＋ y反 ＝ A cos ２π
t
T －

x
λ

－
π
２

＋ A cos ２π
t
T ＋

x
λ

－
π
２

＝ ２ A cos ２π
x
λ

cos ２π
t
T －

π
２

合成波为驻波 ，振幅 A （ x）＝ ２ A cos２π x
λ

．当 ２π
x
λ
＝ k ＋ １

２
π时 ，A （ x）＝ ０ ，质

点静止不动 ，因而有

x ＝ k ＋
１
２

λ
２
　 　 其中 k ＝ １ ，０ ，－ １ ，－ ２ ，⋯

说明 　反射波 、入射波在反射点引起的两个振动反相 ，这是求反射波波函数的关

键 ．如果反射点为波腹 ，那么两个振动同相 ．

图 １３唱３

13唱3 　 S１ 、S２ 为两相干波源 ，频率 ν ＝ １００ Hz ，

初相差为 π ，二者相距 ３０ m ，波的传播速度 u ＝

４００ m／s ，两波在 S１ S２ 连线上各处的振幅相同且不

随距离变化 ．求 S１ 、S２ 之间因干涉而静止各点的位
置坐标 ．

解 　建立 x 轴 ，如图 １３唱３ 所示 ，S１ 在原点处 ．

设 S１ 、S２ 的相位分别为 φ１ （ t） 、φ２ （ t） ．在 S１ 、S２ 之间任选一点 P ，坐标为 x ，S１

发出的波在 P点的相位为

φ１ P（ t） ＝ φ１ （ t） －
２π
λ
S１ P ＝ φ１ （ t） －

２π
λ
x

S２ 发出的波在 P点的相位为

φ２ P（ t） ＝ φ２ （ t） －
２π
λ
S２ P ＝ φ２ （ t） －

２π
λ
（３０ － x）

两波在 P点的相差为
Δ φ ＝ φ２ P（ t） － φ１ P（ t）

＝ φ２ （ t） －
２π
λ
（３０ － x） － φ１ （ t） －

２π
λ
x

＝ φ２ （ t） － φ１ （ t） －
２π
λ
（３０ － ２ x）

其中 φ２ （ t） － φ１ （ t）＝ π ，因而有

Δ φ ＝ π －
２π
λ
（３０ － ２ x）
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当 Δ φ ＝ （２ k ＋ １）π时 ，两波在 P点干涉相消 ，P点静止不动 ．因此有

π －
２π
λ
（３０ － ２ x） ＝ （２ k ＋ １）π

故

x ＝ １５ ＋ k λ
２

＝ １５ ＋
k
２
·

u
ν

＝ １５ ＋
k
２

４００
１００

＝ １５ ＋ ２ k 　 　 （k ＝ ０ ，± １ ，± ２ ，⋯ ，± ７）

即 x ＝ １ ，３ ，５ ，７ ，９ ，１１ ，１３ ，１５ ，１７ ，１９ ，２１ ，２３ ，２５ ，２７ ，２９ m处的质点静止不动 ．

说明 　分析相干加强或减弱各点的位置时 ，关健是找出两波在任意一点（相遇区域

内）的相位差 ．

13唱4 　蝙蝠在洞穴中飞来飞去 ，能非常有效的利用超声波导航 ．若蝙蝠发出的

超声波频率 ν＝ ３９ kHz ，而它以声速的 １
４０
的速度向表面平直的岩壁飞去 ，试求它听

到的从岩壁反射回来的超声波频率为多少 ？

解 　蝙蝠即是波源 S ，又是接收者 O ，两者相互靠近 ，它们的速度大小为 v S ＝

vO ＝
１
４０

u ，u是声速 ．根据多普勒效应 ，蝙蝠向岩壁发出的波的波长

λ′ ＝ （u － vS ）／ν
反射波相对于蝙蝠的速度为

u′ ＝ u ＋ vO
蝙蝠接收到波的频率为

ν′ ＝
u′
λ′

＝
u ＋ vO
u － vS ν ＝

１ ＋
vO
u

１ －
vS
u
ν ＝

１ ＋
１
４０

１ －
１
４０

× ３９ ＝ ４１（kHz）

三 、习题详解

13畅1 　选择题
（１）已知平面简谐波的波函数为 y ＝ Acos（at － bx）（a ，b为正值） ，则（D）

（A）波的频率为 a 　 　 　 　 　 　 　 拻（B）波的传播速度为 b
a

（C）波长为 π
b （D）波的周期为２π

a
（２）传播速度为 １００ m／s 、频率为 ５０ Hz的平面简谐波 ，在波线上相距为 ０ ．５ m

的两点之间的相位差是（C）
（A）

π
３

（B） π
６
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（C） π
２

（D）
π
４

（３）一平面简谐波沿 x 轴负方向传播 ，其振幅 A ＝ ０ ．０１ m ，频率 ν＝ ５５０ Hz ，波

速 u ＝ ３３０ m／s ．若 t ＝ ０时 ，坐标原点处的质点达到负的最大位移 ，则此波的波函

数为（A）

（A）y ＝ ０ ．０１cos［２π（５５０ t ＋ １ ．６７ x）＋ π］

（B）y ＝ ０ ．０１cos［２π（５５０ t － １ ．６７ x）＋ π］

（C）y ＝ ０ ．０１cos ２π（５５０ t ＋ １ ．６７ x） － π
２

（D）y ＝ ０ ．０１cos ２π（５５０ t － １ ．６７ x） － π
２

（４）下列的平面简谐波的波函数中 ，选出一组相干波的波函数（A ，C）
（A）y１ ＝ Acos π

４
（ x － ２０ t）

（B）y２ ＝ Acos２π（ x － ５ t）

（C）y３ ＝ A cos２π ２ ．５ t － x
８
＋ ０ ．２

（D）y４ ＝ A cos π
６
（x － ２４０ t）

图 １３畅１

（５）在坐标原点处有一波源 ，其振动方程为 y
＝ A cos２πνt ，由波源发出的平面简谐波沿坐标轴
x正方向传播 ．在距离波源 d 处有一平面将波反
射（反射时无半波损失） ，如图 １３畅１ ，则反射波的表

达式为（D）

（A）y ＝ A cos２π νt ＋ x
λ

（B）y ＝ Acos２π νt － d － x
λ

（C）y ＝ Acos２π νt ＋ d － x
λ

（D）y ＝ A cos２π νt － ２ d － x
λ

（E）y ＝ Acos２π νt ＋ d － x
λ

13畅2 　填空题
（１）已知波源在坐标原点（ x ＝ ０）的平面简谐波波函数为 y ＝ Acos（Bt － Cx） ，

其中 ，A ，B ，C为正值常数 ，则此波的振幅为 皛 摄A ，波速为 皛 摄B／C ，周期为 皛 摄２π／B ，波长为

皛 蕛２π／C ．在任意时刻 ，在波传播方向上相距为 D的两点的相位差为 皛 蕛CD ．

（２）频率为 ５００ Hz的波 ，其传播速度为 ３５０ m／s ，相位差为 ２
３
π的两点间距为
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皛 � ０ ．２３３ ．

（３）有一平面简谐波 ，波速为 u ，已知在传播方向上某点 P的振动方程为 y ＝
Acos（ ωt ＋ φ） ，就下面四种选定的坐标系（图 １３ ．２（３）） ，写出各自的波函数 ．

图 １３畅２（３）

y ＝ A cos ω t － x
u ＋ φ 　 　 　 　 排y ＝ A cos ω t ＋ x

u ＋ φ

y ＝ A cos ω t － x － l
u ＋ φ y ＝ Acos ω t ＋ x － l

u ＋ φ

图 １３畅２（４）

（４）如图 １３畅２（４）所示可以是某时刻的驻波波

形 ，也可以是某时刻的行波波形 ，图 １３畅２（４）中 λ

为波长 ．就驻波而言 ，a ，b两点间的相位差为 皛 茅π ；就

行波而言 ，a ，b两点间的相位差为 皛 膰３
２
π ．

（５ ）设入射波的表达式为 y１ ＝ A cos２π ·
νt ＋ x

λ
，波在 x ＝ ０ 处发生反射 ，若反射点为固

定端 ，则反射波的表达式为 y２ ＝ A cos ２π νt － x
λ

＋ π ；若反射点为自由端 ，则反

射波的表达式为 y３ ＝ A cos ２π νt － x
λ

．

13畅3 　作图题
（１）一平面简谐波沿 x 轴正方向传播 ，已知波线上 O点的振动曲线如图 １３畅３

（１）（a）所示 ，试在 １３畅３（１）（b）图上画出 x ＝ ３
４
λ处质点的振动曲线 ．
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图 １３畅３（１）

图 １３畅３（２）

（２）如图 １３畅３（２）所示为某一简谐波在 t 时刻

的波形曲线 ，试在该图上画出 t ＋ T
４
（ T 为该波的周

期）时刻的波形线 ．

（３）一角频率为 ω的平面简谐波沿 x 轴正方向
传播 ，已知 t ＝ ０ 时刻的波形曲线如 １３ ．３（３）（a）图
所示 ，试在 １３ ．３（３）（b）图上画出 t ＝ ０ 时 x 轴上各
点的振动速度 v 与 x 轴坐标的关系曲线 ．

图 １３畅３（３）

13畅4 　有一钢丝 ，长 ２ ．００ m ，质量 ２０ ．０ × １０
－ ３ kg ，拉紧后的张力是 １０００ N ，问

此钢丝上横波的传播速率是多大 ？

解 　钢丝质量线密度为

η ＝
m
l ＝

２０ ．０ × １０
－３

２ ．００
＝ ０ ．０１（kg／m）

波速为

u ＝
T
η

＝
１０００
０ ．０１

＝ ３１６（m／s）
　 　 13畅5 　地震波纵波和横波的速度分别为 ８０００ m／s和 ４４５０ m／s ，观测点测得这
两种波到达的时间差 Δ t ＝ ７５ ．６ s ，求震中到观测点的距离 ？

解 　设 r为震中到观测点的距离 ，且 u１ ＝ ８０００ m／s ，u２ ＝ ４４５０ m／s ，根据题意
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得

r
u２ －

r
u１ ＝ Δ t

所以

r ＝
u１ u２

u１ － u２ Δ t ＝
８０００ × ４４５０
８０００ － ４４５０

× ７５ ．６ ＝ ７ ．５８ × １０
５
（m）

　 　 13畅6 　一声波在空气中的波长是 ０ ．２５０ m ，波速是 ３４０ m／s ．当它进入另一种
介质时 ，波长变成了 ０ ．７９０ m ，试求声波在这种介质中的波速 ．

解 　在空气中 ，波速 u ＝ ３４０ m／s ，波长 λ ＝ ０ ．２５０ m ，频率为

ν ＝
u
λ

＝
３４０
０ ．２５０

＝ １３６０（Hz）
在介质中 ，波长 λ′＝ ０ ．７９０ m ，频率 ν′＝ ν＝ １３６０ Hz ，波速为

u′ ＝ ν′λ′ ＝ １３６０ × ０ ．７９０ ＝ １０７４ ．４（m／s）
　 　 13畅7 　在钢棒中声速为 ５２００ m／s ，钢的密度 ρ ＝ ７ ．８０ g／cm３

，求钢的弹性模量

是多少 ？

解 　已知 ，密度 ρ ＝ ７ ．８０ × １０
３ kg／m３

，波速 u ＝ ５２００ m／s ，设钢的弹性模量为
Y ，由 u ＝ Y

ρ
得

Y ＝ ρu２ ＝ ７ ．８０ × １０
３
× ５２００

２
＝ ２ ．１１ × １０

１１
（N／m２

）

　 　 13畅8 　已知一波的波函数为
y ＝ ５ ．０sin（１０π t － ０ ．６ x）（cm）

　 　 （１）求波长 、频率 、波速和周期 ；

（２）说明 x ＝ ０时波函数的意义 ．

解 　 （１）将波函数与标准形式 y ＝ A sin ２π νt － ２π
λ
x 比较 ，对应项相等

即
２πν ＝ １０π

２π
λ

＝ ０ ．６
　 　 　 得

ν ＝ ５（Hz）
λ ＝ １０ ．５（cm）

u ＝ νλ ＝ ５ × １０ ．５ ＝ ５２ ．５（cm／s）
　 　 （２） x ＝ ０时 ，y ＝ ５ ．０sin（１０π t）是 x ＝ ０处质元的振动方程 ．

13畅9 　一横波 ，其波函数为 y ＝ Acos ２π
λ
（ut － x） ，若 A ＝ ０ ．０１ m ，λ ＝ ０ ．２０ m ，

u ＝ ２５ m／s ，试求 t ＝ ０ ．１０ s时 ，x ＝ ２ ．０ m 处质点的位移 、速度 、加速度分别为多

少 ？

解 　波线上 x 处的质点 ，在 t时刻的速度 、加速度分别为

v ＝
抄 y
抄 t ＝ － A ２π

λ
usin ２π

λ
（ut － x）
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a ＝
抄
２ y
抄
２ t ＝ － A ２π

λ
u

２cos ２π
λ
（ut － x）

把 A ＝ ０ ．０１ m ，λ ＝ ０ ．２０ m ，u ＝ ２５ m／s ，t ＝ ０ ．１０ s ，x ＝ ２ ．０ m分别代入波函数以
及上两式中 ，求得质点的位移 、速度 、加速度分别为

y ＝ ０ ．０１cos ２π
０ ．２０

（２５ × ０ ．１０ － ２ ．０） ＝ － ０ ．０１（m）

v ＝ － ０ ．０１ ×
２π
０ ．２０

× ２５sin ２π
０ ．２０

（２５ × ０ ．１０ － ２ ．０） ＝ ０ （m／s）
a ＝ － ０ ．０１ ×

２π
０ ．２０

× ２５
２cos ２π

０ ．２０
（２５ × ０ ．１０ － ２ ．０）

＝ ６ ．２ × １０
３
（m／s２ ）

　 　 13畅10 　已知某一维平面简谐波的周期 T ＝ ２ ．５ × １０
－ ３ s ，振幅 A ＝ １ ．０ × １０

－ ２

m ，波长 λ ＝ １ ．０ m ，沿 x 轴正向传播 ．试写出此一维平面简谐波的波函数（设 t ＝ ０

时 ，x ＝ ０处质点在正的最大位移处） ．

解 　 t ＝ ０时 ，在 x ＝ ０处 ，质点恰好处于正的最大位移处 ，其振动的初相为 ０ ，

振动方程为

y０ ＝ A cos ２π
t
T ＋ ０ ＝ Acos ２π

t
T

　 　在 x 轴上任取一点 P ，如图 １３畅１０ ，坐标为 x ，P点相位落后于原点 ，相位差为

Δ φ ＝ ２π
x
λ

，其振动方程为

yP ＝ Acos ２π
t
T － Δ φ ＝ A cos２π t

T －
x
λ

P点是任选的一点 ，所以波函数为

y ＝ Acos２π t
T －

x
λ

＝ １ ．０ × １０
－２cos２π（４００ t － x） 　 （m）

图 １３畅１０ 图 １３畅１１

　 　 13畅11 　将一波源系在一螺旋形长弹簧上 ，使这波源沿着螺旋弹簧激起一连续

的正弦纵波 ．波源的频率为 ２５ Hz ，而弹簧中相邻的两个稀疏区之间的距离为
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２４ cm ．

（１）试求这纵波的传播速率 ；

（２）如果弹簧中质点的最大纵向振动位移为 ０ ．３０ cm ，而这个波沿 x 轴的负方
向传播 ，设波源在 x ＝ ０处 ，而 x ＝ ０处的质点在 t ＝ ０ 时恰好处在平衡位置处 ，且

向 x 轴的正方向运动 ，试写出此正弦纵波的波函数 ．

解 　 （１）由题设可知 ，波长 λ ＝ ２４ cm ，频率 ν＝ ２５ Hz ，因而波速为

u ＝ νλ ＝ ２４ × ２５ ＝ ６００（cm／s）
　 　 （２）根据题意 ，x ＝ ０处波源的初相 φ０ ＝ －

π
２

，其振动方程为

y０ ＝ ０ ．３０cos（２πνt ＋ φ０ ） ＝ ０ ．３０cos ５０π t － π
２

＝ ０ ．３０sin５０π t
　 　在 x 轴上任取一点 P ，如图 １３畅１１ ，坐标为 x ，其相位比原点处的波源超前 ，相

位差 Δ φ ＝
２π
λ
x ，其振动方程为

yp ＝ ０ ．３０sin（５０π t ＋ Δ φ）

＝ ０ ．３０sin ５０π t ＋ ２π
２４

x

＝ ０ ．３０sin２π ２５ t ＋ x
２４

P是 x 轴上任选的一点 ，所以波函数为

y ＝ ０ ．３０sin２π ２５ t ＋ x
２４

　 （cm）

　 　 13畅12 　波源的振动方程为 y ＝ ６ ．０ × １０
－ ２cos π

５
t m ，它所激起的波以 ２ ．０ m／

s的速度在一直线上传播 ，求 ：

（１）距波源 ６ ．０ m处一点的振动方程 ；

（２）该点与波源的相位差 ．

解 　 （１）６ m处质点的相位落后于波源 ，相位差为

Δ φ ＝ ω · Δ t ＝ ω ·
Δ x
u ＝

π
５

×
６
２

＝
３
５
π

所以 ，该质点的振动方程为

y ＝ ６ ．０ × １０
－２cos π

５
t － Δ φ

＝ ６ ．０ × １０
－２cos π

５
t － ３π

５
（m）

　 　 （２）相位差 Δ φ ＝
３
５
π
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13畅13 　一平面简谐波沿 x 正向传播 ，振幅 A ＝ １０ cm ，角频率 ω ＝ ７πrad／s ，当

t ＝ １ ．０ s时 ，x ＝ １０ cm 处的 a质点的振动状态为 ya ＝ ０ ，
d yd t a

＜ ０ ；此时 x ＝ ２０

cm处的 b质点的振动状态为 yb ＝ ５ ．０ cm ，
d yd t b

＞ ０ ．设波长 λ ＞ １０ cm ，求该波的

波函数 ．

解 　在 t ＝ ０时刻 　 　 a质点 ya ＝ ０ ，v a ＝ d yd t a
＜ ０ ，其相位

φa ＝ ２ kπ ＋
π
２

（１）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 b质点 yb ＝ ５ ．０ cm ＝
A
２

，vb ＝ d yd t b
＞ ０ ，其相位

φb ＝ ２ k′π －
π
３

（２）

a ， b两点相位差

Δ φ ＝ φa － φb ＝ ２ kπ ＋
π
２

－ ２ k′π －
π
３

＝ ２π（k － k′） ＋
５π
６

a ，b两点间距 Δ x ＝ xb － xa ＝ １０ cm ，小于波长 ，所以 ｜Δ φ ｜＜ ２π ，则 Δ φ的取值可

分为两种情况 ．

（一）当 k － k′＝ ０时 ，Δ φ ＝ φa － φb ＝
５π
６

有

Δ φ
Δ x ＝

２π
λ

则

λ ＝
Δ x
Δ φ

× ２π ＝
１０
５
６
π
× ２π ＝ ２４（cm）

另有 φa ＞ φb ，所以波由 a向 b传播 ，沿着 x 轴的正方向 ，则波函数可设为

y ＝ A cos ７π t － ２π
２４

x ＋ φ１ ＝ １０cos ７π t － ２π
２４

x ＋ φ１

当 t ＝ １ ．０ s ，x ＝ １０ cm时波函数的相位
７π × １ ．０ －

π
１２

× １０ ＋ φ１ ＝ φa （３）

由式（１） 、（３）得

φ１ ＝ ２ kπ －
１７π
３
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k不妨取为 ０ ，则

φ１ ＝ －
１７π
３

波函数为

y ＝ １０cos ７π t － π
１２

x －
１７
３
π 　 　 　 （cm）

　 　 （二）当 k － k′＝ － １时 ，Δ φ ＝ φa － φb ＝ －
７
６
π ，有 φa ＜ φb ，则波由 b向 a传播 ，

沿着 x 轴的负方向 ，与题意不符 ，故舍去 ．

13畅14 　一横波沿绳子传播时的波函数为
y ＝ ０ ．０５cos（１０π t － ４π x）

式中 x 、y以米计 ，t以秒计 ．

（１）求此波的波长和波速 ；

（２）求 x ＝ ０ ．２ m处的质点 ，在 t ＝ １s时的相位 ，它是原点处质点在哪一时刻

的相位 ？

（３）分别图示 t ＝ １ s 、１ ．１ s 、１ ．２５ s和 １ ．５ s各时刻的波形 ．

解 　 （１）把 y ＝ ０ ．０５cos（１０π t － ４π x）与波函数的标准形式
y ＝ Acos ２πνt － ２π

λ
x ＋ φ

对比 ，对应项相等 ，即

２πν ＝ １０π ，　 　
２π
λ

＝ ４π

得

ν ＝ ５ Hz ，　 λ ＝ ０ ．５ m
则

u ＝ νλ ＝ ５ × ０ ．５ ＝ ２ ．５（m／s）
　 　 （２） t ＝ １ s时 ，x ＝ ０ ．２ m处质点的相位为

φ′ ＝ １０π t － ４π x ＝ １０π × １ ．０ － ４π × ０ ．２ ＝ ９ ．２π

原点在 t时刻相位为
φ０ （ t） ＝ １０π t － ４π x ＝ １０π t － ４π × ０ ＝ １０π t

若 φ′＝ φ０ （ t） ，有

１０π t ＝ ９ ．２π

则

t ＝ ０ ．９２（s）
原点在 t ＝ ０ ．９２ s时的相位等于所求相位 ．

·６１３·



　 　 （３）

图 １３畅１４

图 １３畅１５

　 　 13畅15 　 一平面余弦波沿 x 轴负方向传
播 ，已知 t时刻的波形曲线如图 １３ ．１５ 所示 ，

求在 t ＋ ３
４
T（T 为周期）时刻 ，坐标为 x１ ，x２ ，

x３ ，x４ 各处质点的位移 ．

解 　经过 Δ t ＝ ３
４

T 时间后 ，波形曲线向

x 轴负向运动的距离为

Δ x ＝ uΔ t ＝ ３
４
（uT） ＝

３
４
λ

　 　新的波形曲线如图 １３畅１５的虚线所示 ，坐标为 x１ ，x２ ，x３ ，x４ 的各质点的位移
分别为 ０ ，A ，０ ，－ A ．

13畅16 　一平面简谐波 ，沿 x 轴正方向传播 ，波速为 ４ m／s ，已知位于坐标原点
处的波源的振动曲线如图 １３ ．１６（a）所示 ．（１）写出此波的波函数 ；（２）试画出 t ＝ ３ s
时刻的波形图 ．

解 　 （１）波速 u ＝ ４ m／s ，由图 １３ ．１６（a）可知 ，周期 T ＝ ４ s ，所以波长为
λ ＝ uT ＝ ４ × ４ ＝ １６（m）

由图 １３畅１６（a）可知 ，t ＝ ０时刻 ，原点处的波源处于正的最大位移处 ，所以波源初相

φ ＝ ０ ，其振动方程为

y ＝ A cos（２πνt ＋ φ） ＝ Acos（２πνt ＋ ０） ＝ Acos２πνt
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所以 ，波函数为

y ＝ Acos ２πνt － ２π
x
λ

＝ ４cos２π t
４

－
x
１６

　 　 （２）把 t ＝ ３ s代入波函数 ，可得波形曲线方程为

y ＝ ４cos２π ３
４

－
x
１６

波形曲线如图 １３畅１６（b）所示 ．

图 １３畅１６（a） 图 １３畅１６（b）

13畅17 　一平面简谐波在介质中以速率 u ＝ ２０ m／s自左向右传播 ，已知在传

播路径上的某点 A 振动方程为
y ＝ ３ × １０

－２cos（４π t － π）

D点在 A 点的右方 ９ m处 ．

（１）若取 x 轴方向向左 ，并以 A 点为坐标原点 ，如图 １３畅１７（a）所示 ，试写此波

的波函数 ，并求出 D的振动方程 ；

图 １３畅１７

（２）若取 x 轴方向向右 ，以 A 点左方 ５ m处为坐标原点 ，如图 １３ ．１７（b）所示 ，

重新写出波函数及 D点的振动方程 ．
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解 　由题设可知

ν ＝ ２ Hz 　 　 λ ＝
u
ν

＝
２０
２

＝ １０（m）

　 　 （１）在 x 轴上任取一点 P ，如图 １３畅１７（c） ，坐标为 x ，波由左向右传播 ，所以 P
点相位超前于 A ，且相差为

φ ＝
２π
λ
PA ＝

２π
λ
x ＝ ２π

x
１０

P点振动方程 ，亦即波函数为

y ＝ ３ × １０
－２cos（４π t － π ＋ Δ φ）

＝ ３ × １０
－２cos ２π ２ t ＋ x

１０
－ π

x ＝ － ９ m处的 D质点 ，振动方程为

y ＝ ３ × １０
－２cos ２π ２ t ＋ － ９

１０
－ π

＝ ３ × １０
－２cos ４π t － １４

５
π

　 　 （２）在 x 轴上任取一点 P ，如图 １３畅１７（d） ，坐标为 x ，其相位落后于 A ，相位差

为

Δ φ ＝
２π
λ
AP ＝

２π
１０

（ x － ５）

P点的振动方程 ，亦即波函数为

y ＝ ３ × １０
－２cos（４π t － π － Δ φ）

＝ ３ × １０
－２cos ４π t － π －

２π
１０

（ x － ５）

＝ ３ × １０
－２cos ２π ２ t － x

１０

D质点 ，其坐标为

x ＝ ５ ＋ ９ ＝ １４（cm）

把 x ＝ １４ m代入波函数 ，即可得 D质点振动方程

图 １３畅１８

　 y [＝ ３ × １０
－ ２cos ２π ２ t － １４

１０

＝ ３ × １０
－ ２cos ４π t － １４

５
π

　 　 13畅18 　已知一平面简谐波沿 x 轴正向
传播（见图 １３畅１８） ，周期 T ＝ ０ ．５ s ，振幅 A
＝ ０ ．１ m ．当 t ＝ ０时 ，波源振动的位移恰好

为正的最大值 ，若波源取作坐标原点 ，求 ：
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（１）沿波的传播方向距离波源为 λ
２
处质点的振动方程 ；

（２）当 t ＝ T
２
时 ，x ＝ λ

４
处质点的振动速度 ．

解 　 （１） t ＝ ０时 ，波源达到正的最大位移 ，所以其初相为 ０ ，振动方程为

y０ ＝ ０ ．１cos ２π
t
T ＋ ０ ＝ ０ ．１cos ２π

t
０ ．５

＝ ０ ．１cos（４π t） （m）

在 x ＝ λ
２
处的质点 ，其相位落后于波源 ，相位差 Δ φ ＝

２π
λ
×

λ
２
＝ π ，此质点振动方程

为

y ＝ ０ ．１cos（４π t － Δ φ） ＝ ０ ．１cos（４π t － π） （m）

　 　 （２）与上述过程同理 ，x ＝ λ
４
处质点的振动方程为

y ＝ ０ ．１cos ４π t － π
２

质点的速度

v ＝
d yd t ＝ － ０ ．１ × ４πsin ４π t － π

２
＝ ０ ．４πcos４π t

当 t ＝ T
２
＝
０ ．５ s
２

＝ ０ ．２５ s时 ，速度为

v ＝ ０ ．４πcos（４π × ０ ．２５） ＝ － ０ ．４π（m／s）
　 　 13畅19 　用聚焦超声波的方法在液体中可以产生强度达到 I ＝ １２０ kW／cm２ 的

超声波 ．设该超声波的频率为 ν＝ ５００ kHz ，液体的密度 ρ ＝ １０
３ kg／m３

，在液体中声

速 u ＝ １５００ m／s ．求液体质元振动的振幅 ．

解 　设波的振幅为 A ．强度 I ＝ １２０ × １０
７ W／m２

，密度 ρ＝ １０
３ kg／m３

，频率 ν＝

５００ × １０
３ Hz ．

由 I ＝ １
２
ρA ２

（２πν）
２ u得

A ＝
２ I
ρu ２πν ＝

２ × １２０ × １０
７

１０
３
× １５００

（２π × ５００ × １０
３
）

＝ １ ．２７ × １０
－５
（m）

　 　 13畅20 　功率为 ４ W的点波源 ，在无吸收的各向同性介质中向外发射球面波 ．

试求离波源为 ２ ．０ m处波的强度 ．

解 　以波源为球心 ，２ m为半径作一球面 ，球面处波的强度为

I ＝
P

S球面 ＝
４

４π × ２
２ ＝ ０ ．０８（W／m２

）

　 　 13畅21 　 无线电波以 ３ ．０ × １０
８ m／s 的速度在无吸收的介质中传播 （见图
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图 １３畅２１

１３ ．２１） ．求距功率为 ５０ kW 的波源 ５００ km 处 ，

无线电波的平均能量密度（设无线电波是球面

波） ．

解 　功率 p ＝ ５０ × １０
３ J／s ，波速 u ＝ ３ ．８ ×

１０
８ m／s ．在很短的 d t 时间内 ，波的传播距离 d r

＝ ud t ．以波源为球心 ，r ＝ ５００ km 为半径作一
球壳 ，其厚度为 d r（见图 １３畅２１） ，其体积

d V ＝ ４π r２d r ＝ ４π r２ ud t
平均来说 ，球壳内电波的能量等于在 d t时间内波源发出的能量

dW ＝ pd t
球壳处平均能量密度为

w ＝
dWd V ＝

pd t
４π r２ · u · d t ＝

p
４π r２ · u

＝
５０ × １０

３

４π × （５００ × １０
３
）
２
× ３ ．０ × １０

８ ＝ ５ ．３ × １０
－１７

（J／m３
）

　 　 13畅22 　 一正弦空气波 ，沿直径为 １０ cm 的圆柱形管传播 ，波的强度为 １８ ×

１０
－ ３J／s·m２

，频率为 ３００ Hz ，波速为 ３４０ m／s ．问（１）波中平均能量密度和最大能量

密度各是多少 ？ （２）相邻同相波面间的波段中含有多少能量 ？

解 　 （１）由 I ＝ wu得

w ＝
I
u ＝

１８ × １０
－３

３４０
＝ ５ ．３ × １０

－５
（J／m３

）

wmax ＝ ２ w ＝ ２ × ５ ．３ × １０
－５

＝ １０ ．６ × １０
－５
（J／m３

）

　 　 （２）两相邻同相波面间距为一个波长 λ ，其间体积为

V ＝ Sλ ＝ π
d
２

２ u
ν

＝ ３ ．１４ ×
０ ．１
２

２
３４０
３００

＝ ８ ．９ × １０
－３
（m）

图 １３畅２３

在此体积内的能量

W ＝ wV ＝ ５ ．３ × １０
－５

× ８ ．９ × １０
－３

＝ ４ ．７ × １０
－７
（J）

　 　 13畅23 　 A 和 B是两个相位相同的波源 ，相距 d ＝ ０ ．１０ m ，同时以 ３０ Hz的频
率发出波动 ，波速为 ０ ．５０ m／s ．P点位于与 AB
成 ３０°角 ，与 A 相距为 ４ m处 ，如图１３ ．２３所示 ，

求两波通过 P点的相位差 ．

解 　波长

λ ＝
u
ν

＝
０ ．５０
３０

＝
１
６０

（m）
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设 A 、B两波源的相位分别为 φA （ t） 、φB（ t） ．A 波在 P点的相位落后于 A 点 ，相差

为

Δ φPA ＝
２π
λ
PA

因而此波在 P点的相位为

φP（ t） ＝ φA （ t） － Δ φPA ＝ φA （ t） －
２π
λ
PA

同理 ，B波在 P点的相位为

φ′P（ t） ＝ φB （ t） －
２π
λ
PB

两波在 P点相位差
Δ φ ＝ φ′P（ t） － φP（ t）

＝ φB（ t） －
２π
λ
PB － φA （ t） －

２π
λ
PA

＝ φB（ t） － φA （ t） －
２π
λ
（PB － PA ）

两波源相位相同

φB（ t） ＝ φA （ t）
则

Δ φ ＝ －
２π
λ
（PB － PA ）

其中

PB ＝ PA２
＋ AB２

－ ２ PA · ABcos３０°
＝ ４

２
＋ ０ ．１０

２
＋ ２ × ４ × ０ ．１０ ×

３
２

＝ ３ ．９１４（m）

所以

Δ φ ＝ －
２π
１
６０

（３ ．９１４ － ４） ＝ １０ ．４π（rad）

图 １３畅２４

　 　 13畅24 　 A 、B为两个同振幅 、同相位的

相干波源 ，它们在同一介质中相距 ３ λ／２ ，P
为 A 、B连线延长线上的任意点 ，如图 １３ ．２４

所示 ．求 ：（１）自 A 、B 两波源发出的波在 P
点引起的两个振动的相位差 ；（２） P点的合
振动的振幅 ．

解 　 （１）把 A 、B两波源的相位用 φ（ t）表示 ．波源 A 在 P点引起振动 ，其相位
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落后于 A 点 ，相位差 Δ φ ＝
２π
λ

PA ，此振动的相位为

φP（ t） ＝ φ（ t） －
２π
λ
PA

同理 ，波源 B在 P点引起振动 ，其相位为

φ′P（ t） ＝ φ（ t） －
２π
λ
PB

两振动的相位差为

Δ φ ＝ φP（ t） － φ′P（ t） ＝ φ（ t） －
２π
λ
PA － φ（ t） －

２π
λ
PB

＝ －
２π
λ
AB ＝ －

２π
λ

×
３
２
λ

＝ － ３π

　 　 （２）两振动反相 ，所以 P点合振动振幅等于 ０ ．

图 １３畅２５

13畅25 　 图 １３畅２５（a）中 S１ 和 S２ 为两相干

波源 ，相距 １／４波长 ， S１ 的相位比 S２ 的相位超
前 π／２ ，若两波在 S１ 、S２ 连线方向上的强度相
同 ，均为 I０ ，且不随距离变化 ，问 S１ S２ 连线上在

S１ 外侧各点的合成波的强度如何 ？又在 S２ 外

侧各点的合成波的强度如何 ？

解 　把 S１ 、S２ 的相位分别用 φ１ （ t） 、φ２ （ t）
表示 ．以 S１ 为原点 ，建立 x 轴 ，如图 １３ ．２５（b）
所示 ，在轴上任取一点 P ，坐标为 x ．

S１ 发出的波在 P点的相位落后于 S１ ，它们间的相位差

Δ φ ＝
２π
λ
S１ P ＝

２π
λ
x

此波在 P点的相位

φ１ P（ t） ＝ φ１ （ t） －
２π
λ
x

同理 ，S２ 发出的波在 P点的相位

φ２ P（ t） ＝ φ２ （ t） －
２π
λ
S２ P ＝ φ２ （ t） －

２π
λ

x ＋
λ
４

两波在 P的相位差
Δ φ ＝ φ１ P（ t） － φ２ P（ t）

＝ φ１ （ t） －
２π
λ
x － φ２ （ t） －

２π
λ

x ＋
λ
４

＝ （φ１ （ t） － φ２ （ t）） ＋
π
２
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由已知条件 ，有

φ１ （ t） － φ２ （ t） ＝
π
２

则

Δ φ ＝
π
２

＋
π
２

＝ π

　 　 Δ φ值与 x 无关 ，所以在 S１ 外侧的整个区域内 ，两波始终反相 ，合成波的强度

为 ０ ．同理 ，在 S２ 外侧的任意一点处 ，两波的相位差为

Δ φ′ ＝ ０

合成波强度为

I ＝ I０ ＋ I０ ＋ ２ I０ I０cosΔ φ′

＝ ２ I０ （１ ＋ cos０） ＝ ４ I０
　 　 13畅26 　如图 １３畅２６所示 ，A 、B两点为同一介质中的两相干波源 ，其振幅皆为

０ ．０５m ，频率为 １００Hz ，但当 A 点为波峰时 ，B 适为波谷 ，设在介质中的波速为

１０m／s ，试写出由 A 、B发出的两列波传到 P点时干涉的结果 ．

解 　设 A 、B两波源至 P点的距离分别为 r１ 和 r２ ，如图 １３畅２６所示 ．

r１ ＝ １５ m
r２ ＝ １５

２
＋ ２０

２
＝ ２５（m）

图 １３畅２６ 图 １３畅２７

则两波在 P点激起的两振动的相位差为

Δ φ ＝ φ２ － φ１ － ２π
r２ － r１

λ

＝ － π － ２π
２５ － １５
１０／１００

＝ － ２０１π

所以两波在 P点干涉相消 ．
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13畅27 　如图 １３畅２７所示 ，地面上一波源 S ，与一高频率波探测器 D之间的距
离为 d ，从 S 直接发出的波与从 S发出经高度为 H 的水平层反射后的波 ，在 D处
加强 ．当水平层逐渐升高 h距离时 ，在 D处未测到讯号 ，如不考虑大气对波能量的

吸收 ，试求波源 S发出波的波长 λ ．

解 　自 S 发出的波 ，经高度为 H的水平层反射后至 D ，全程设为 d１ ，经高度

为（H ＋ h）的水平层至 D ，全程设为 d２ ．直达波与经高度为 H 的水平层反射的波
在 D处同相 ，则

d１ ＋
λ
２

－ d ＝ kλ （１）

直达波与经高度为（H ＋ h）水平层反射的波在 D处反相 ，则

d２ ＋
λ
２

－ d ＝ （２ k ＋ １）
λ
２

（２）

由式（１） 、（２）得

λ ＝ ２（ d２ － d１ ） （３）

由图 １３畅２７可知

d２
２

＝ （H ＋ h）２ ＋
d
２

２

（４）

d１
２

＝ H２
＋

d
２

２

（５）

由式（４） 、（５）解出 d２ ，d１ ，代入式（３）得

λ ＝ ４ （H ＋ h）２ ＋
d
２

２

－ H２
＋

d
２

２

图 １３畅２８

　 　 13畅28 　如图 １３畅２８所示 ，两列平面简谐相

干横波 ，在两种不同的介质中传播 ，在分界面的

P点相遇 ．频率为 ν ＝ １００ Hz ，振幅 A １ ＝ A ２ ＝

１ ．００ × １０
－ ３ m ，S１ 的相位比 S２ 的相位超前 π／

２ ，在介质 １中波速 u１ ＝ ４００ m／s ，在介质 ２中波

速 u２ ＝ ５００ m／s ，S１ P ＝ r１ ＝ ４ ．００ m ，S２ P ＝ r２
＝ ３ ．７５ m ，求 P点的合振幅 ．

解 　在介质 １中 ，波长

λ１ ＝
u１
ν

＝
４００
１００

＝ ４（m）

在介质 ２中 ，波长

λ２ ＝
u２
ν

＝
５００
１００

＝ ５（m）

把 S１ 、S２ 的相位分别用 φ１ （ t） 、φ２ （ t）表示 ．S１ 发出的波在 P点的相位为
·５２３·



φ１ P（ t） ＝ φ１ （ t） －
２π
λ１

r１

S２ 发出的波在 P点的相位为

φ２ P（ t） ＝ φ２ （ t） －
２π
λ２

r２

则两波在 P点相差为
Δ φ ＝ φ１ P（ t） － φ２ P（ t）

＝ φ１ （ t） －
２π
λ１

r１ － φ２ （ t） －
２π
λ２

r２

＝ ［φ１ （ t） － φ２ （ t）］ － ２π
r１
λ１

－
r２
λ２

＝
π
２

－ ２π
４
４

－
３ ．７５
５

＝ ０

P点的合振幅为
A ＝ A ２

１ ＋ A ２
２ ＋ ２ A １ A ２cosΔ φ

＝ A ２
１ ＋ A ２

２ ＋ ２ A １ A ２cos０°
＝ A １ ＋ A ２

＝ ２ ．００ × １０
－３
（m）

图 １３畅２９

　 　 13畅29 　 一平面简谐波某时刻的波形如图

１３畅２９所示 ，此波以波速 u 沿 x 轴正方向传
播 ，振幅为 A ，频率为 ν ．

（１）若以图 １３畅２９中 B点为 x 轴的坐标原
点 ，并以此时刻为 t ＝ ０时刻 ，写出此波的波函

数 ；

（２）图 １３ ．２９ 中 D 点为反射点 ，且为一节

点 ，若以 D为 x 轴的坐标原点 ，并以此时刻为

t ＝ ０时刻 ，写出此入射波波函数和反射波的波涵数 ；

（３）写出合成波的波函数 ，并定出波腹和波节的位置坐标 ．

解 　 （１）由图可知 t ＝ ０时刻 ，B点达到负的最大位移 ，所以其初相为 π ，振动

方程为

yB ＝ A cos（２πνt ＋ π）

波函数为

y ＝ Acos ２πνt ＋ π －
２π
λ
x

·６２３·



＝ A cos ２π νt － ν
u x ＋ π

　 　 （２）根据 t ＝ ０时刻入射波波形图 ，D 点位移为 ０ ，且向正方向运动 ，所以振动

的初相为 －
π
２

．入射波在 D点的振动方程为

y入D ＝ Acos ２πνt － π
２

D是节点 ，反射波 、入射波在 D点反相 ，所以反射波在 D引起振动的方程为

y反D ＝ Acos ２πνt － π
２

＋ π ＝ A cos ２πνt ＋ π
２

反射波沿 x 负向传播 ，其波函数为

y反 ＝ Acos ２πν t ＋ x
u ＋

π
２

由入射波在 D点的振动方程可写出入射波波函数 ，为

y入 ＝ Acos ２πν t － x
u －

π
２

　 　 （３）合成波的波函数

y ＝ y入 ＋ y反 ＝ ２ A cos ２π
ν
u x ＋

π
２

cos２πνt
波节 ：由 ２π

ν
u x ＋ π

２
＝ k ＋ １

２
π得

x ＝
k
２
·

u
ν
　 （k ＝ ０ ，－ １ ，－ ２ ，⋯ ）

波腹 ：由 ２π
ν
u x ＋ π

２
＝ kπ得

x ＝
k
２

－
１
４

u
ν
　 （k ＝ ０ ，－ １ ，－ ２ ，⋯ ）

　 　 13畅30 　设入射波的波函数为 y１ ＝ Acos２π t
T ＋

x
λ

，在 x ＝ ０处发生反射 ，反

射点为一自由端 ．（１）写出反射波的波函数 ；（２）写出驻波的波函数 ；（３）说明哪些点

是波腹 ？哪些点是波节 ？

解 　反射点为一自由端 ，是波腹 ，则在反射点无半波损失 ．

（１）反射波的波函数

y２ ＝ Acos２π t
T －

x
λ

　 　 （２）驻波的波函数

y ＝ y１ ＋ y２ ＝ ２ A cos ２π
λ
xcos２π t

T

　 　 （３）当 cos ２π
λ
x ＝ １亦即２π

λ
x ＝ kπ时 ，可得波腹位置坐标为
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x ＝ k λ
２
　 　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯

当 cos ２π
λ
x ＝ ０亦即２π

λ
x ＝ （２ k ＋ １）

π
２
时 ，可得波节位置为

x ＝ （２ k ＋ １）
λ
４
　 　 （k ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯ ）

　 　 13畅31 　 一弦线的振动方程为 y ＝ ２ ．０ cos ０ ．１６ x·cos ７５０ t ，式中长度以厘米
计 ，时间以秒计 ．试问（１）组成此振动的两列波的振幅及波速各为多大 ？ （２）相邻

两节点间的距离为多长 ？ （３） t ＝ ２ ．０ × １０
－ ３ s时刻 ，位于 x ＝ ５ ．０ cm处的质点的振

动速度是多大 ？

解 　 （１）把此振动方程与驻波波函数的标准形式

y ＝ ２ A cos ２π
λ
x cos ２π

t
T

相比较 ，有

２π
λ

＝ ０ ．１６ ，　
２π
T ＝ ７５０ ，　 ２ ．０ ＝ ２ A

得

λ ＝ １２ ．５π

T ＝
２π
７５０

u ＝ λ／T ＝
１２ ．５π
２π
７５０

＝ ４ ．７ × １０
３
（cm／s）

A ＝ １ ．０（cm）

　 　 （２）相邻波节间距离

Δ x ＝
λ
２

＝
１２ ．５π
２

＝ １９ ．６（cm）

　 　 （３） x 处质点在 t时刻的振动速度

v ＝
抄 y
抄 t ＝ － １５００cos ０ ．１６ x · sin７５０ t

把 x ＝ ５ ．０ cm ，t ＝ ２ ．０ × １０
－ ３s代入上式

v ＝ － １５００cos（０ ．１６ × ５ ．０） · sin（７５０ × ２ ．０ × １０
－３
）

＝ － １ ．０４ × １０
３
（cm／s）

　 　 13畅32 　有一提琴弦长 ５０ cm ，两端固定 ，当不按手指演奏时发的声音是 A 调
（４４０ Hz） ，试问要奏出 C调（５２８ Hz） ，手指应按在什么位置 ？

解 　琴弦两端是驻波的两个波节 ．驻波波长 λ满足关系式

L ＝ n ·
λ
２
　 其中 ，n是正整数 ，L 是弦长
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对于基波 ，n ＝ １ ，A调的波长为
λA ＝ ２ L ＝ ２ × ５０ ＝ １００（cm）

波在琴弦上传播的速度为

u ＝ νAλA ＝ ４４０ × １００ ＝ ４ ．４ × １０
４
（cm／s）

B调的波长为
λB ＝

u
νB

＝
４ ．４ × １０

４

５２８
＝ ８３ ．３ 　 （cm）

对于 B调 ，振动的弦长为

LB ＝
λB
２

＝
８３ ．３
２

＝ ４１ ．７（cm）

所以 ，手指要按在距上端 ４１ ．７ cm处 ．

13畅33 　一汽笛发出频率为 １０００ Hz的声波 ，汽笛以 １０ m／s的速率离开你而
向着一悬崖运动 ，试问 ：

（１）你听到的直接从汽笛传来的声波的频率为多大 ？

（２）你听到的从悬崖反射回来的声波的频率为多大 ？设空气中的声速为 ３３０

m／s ．
解 　观测者不动 ，波源速度 vs ＝ １０ m／s ，频率 ν＝ １０００ Hz ，波速 u ＝ ３３０ m／s
（１）波源远离观测者 ，观测者所测频率

ν１ ＝
u

（u ＋ vs ）ν ＝
３３０

３３０ ＋ １０
× １０００ ＝ ９７１ （Hz）

　 　 （２）相当于波源向观测者接近 ，接收到波的频率

ν２ ＝
u

（u － vs）ν ＝
３３０

３３０ － １０
× １０００ ＝ １０３１ （Hz）

　 　 13畅34 　一观察者站在铁路旁 ，听到迎面开来的火车汽笛声的频率为 ４４０ Hz ，

当火车驰过他身旁之后 ，他听到汽笛声的频率为 ３９２ Hz ，问火车行驶的速度为多

大 ？已知空气中声速为 ３３０ m／s ．
解 　设车速为 vs ，ν１ ＝ ４４０ Hz ，ν２ ＝ ３９２ Hz ，u ＝ ３３０ m／s ，当火车靠近观察者

时 ，测到频率为

ν１ ＝
u

u － vsν

当火车远离观察者时 ，测到频率为

ν２ ＝
u

u ＋ vsν

则

ν１

ν２
＝

u ＋ vs
u － vs

·９２３·



ν１

ν２
＝
４４０
３９２

由上两式得

vs ＝
４８ u
８３２

＝
４８ × ３３０

８３２
＝ １９ ．０（m／s） ＝ ６８ ．４ km／h

　 　 13畅35 　火车 A 行驶的速率为 ７２畅０ km／h ．汽笛发出声波频率为 ８００ Hz ，相向

而来的另一列火车 B ，行驶速率为 ９０ ．０ km／h ．问火车 B的司机听到火车 A 汽笛
声的频率是多少 ？设空气中的声速为 ３４０ m／s ．
解 　由题设知

vA ＝ ７２ ．０ km／h ＝ ２０ ．０ m／s
vB ＝ ９０ ．０ km／h ＝ ２５ ．０ m／s

　 　 B车司机听到的 A 车汽笛声的频率

ν′ ＝
u ＋ vB
u － vA ν ＝

３４０ ＋ ２５
３４０ － ２０

× ８００ ＝ ９１２ ．１（Hz）
　 　 13畅36 　两潜艇在静海水中演习 ，相向而行 ．甲艇速率为 ５０ ．０ km／h ，乙艇速率

为 ７０ ．０ km／h ．甲艇向乙艇发出声呐信号（水中声波） ，频率为 １０００ Hz ，波速为

５４８０ km／h ．问 ：（a）乙艇收到声呐信号的频率是多少 ？ （b）甲艇收到乙艇反射回来
声呐信号的频率是多少 ？

解 　 （a）甲乙相向运动 ，乙收到信号的频率

ν′ ＝
u ＋ v乙
u － v甲 ν ＝

５４８０ ＋ ７０
５４８０ － ５０

× １０００

＝ １０２２ ．１（Hz）
　 　 （b）甲是接收者 ；乙相当于一个频率为 ν′波源 ，则甲收到信号的频率

ν″ ＝
u ＋ v甲
u － v乙 ν′ ＝

５４８０ ＋ ５０
５４８０ － ７０

× １０２２ ．１

＝ １０４４ ．８（Hz）
　 　 13畅37 　在 ５０００ m高空 ，一架喷气飞机以 １ ．５马赫（即声速的 １ ．５倍）的速率

飞过地面上某人头顶上空 ．试求 ：

（１）冲击波（圆锥面）与喷气式飞机的飞行路线所成之角 ；

（２）喷气式飞机飞过此人头顶上空之后 ，要经过多长时间冲击波才到达他所在

之处 ？设声速为 ３３０ m／s ？
解 　 （１）飞机速度 v ＝ １ ．５ × ３３０ ＝ ４９５ m／s ．波速为 ３３０ m／s ，飞机经过 Δ t 时

间由 A 飞行到 B点 ，走过的路程

AB ＝ v Δ t
飞机在 A 点发出的波面 ，经过 Δ t时间 ，到达半径为 r ＝ uΔ t的球面处 ．设冲击波
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图 １３畅３７

与飞行路线夹角为 θ ，则

sinθ ＝
r

AB

θ ＝ arcsin r
AB ＝ arcsin uΔ t

v Δ t ＝ arcsin u
v

＝ arcsin １
１ ．５

＝ ４１ ．８（°）

　 　 （２）人在 A 点正下方的 C处 ，当冲击波到达如图 １３畅３７虚线所示位置时经过

的时间为

Δ t ＝ AD
v ＝

ACcot θ
４９５

＝
５０００ × cot４１ ．８°

４９５
＝ １１ ．３（s）
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第 14章 　 波 动 光 学

一 、基本内容和主要公式

1 ．光波的叠加

（１）相干叠加

两相干光在空间一点 P相遇 ，P点的光强为
I ＝ I１ ＋ I２ ＋ ２ I１ I２ cosΔ φ

其中 ，I１ 、I２ 分别为两光单独存在时 P点的光强 ，Δ φ是两光在 P点的相位差 ．

① 当 Δ φ ＝ ２ kπ时 ，光强最大 ，为

Imax ＝ I１ ＋ I２
２

　 　 ② 当 Δ φ ＝ （２ k ＋ １）π时 ，光强最小 ，为

Imin ＝ I１ － I２
２

　 　 （２）非相干叠加

两非相干光在空间一点 P相遇 ，P点的光强为
I ＝ I１ ＋ I２

其中 ，I１ 、I２ 分别为两光单独存在时 P点的光强 ．

图 １４畅I

2 ．杨氏双缝干涉实验

是一种用分波面法获得相干光的典型

实验 ，其干涉条纹是等间距的明暗相间直条

纹 ，相邻条纹间的距离为

Δ x ＝
D
d λ

其中 ，D是双缝到屏的距离 ，d是双缝间距 ．

3 ．薄膜干涉

利用分振幅法获得相干光产生干涉 ，如

图 １４畅I所示 ．两束相干光的光程差为

δ ＝
２ n２dcos γ ＋

λ
２

n２ ＞ n１ 、n３ 或 n２ ＜ n１ 、n３

２ n２dcos γ n１ ＞ n２ ＞ n３ 或 n１ ＜ n２ ＜ n３
　 　当 δ ＝ kλ时 ，干涉加强 ；
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当 δ ＝ k ＋ １
２

λ时 ，干涉相消 ．

4 ．惠更斯 菲涅耳原理

波面上的各点都可看作是相干的次波波源 ，它们发出的次波在空间各点相遇

时 ，其强度分布是次波相干叠加的结果 ．

5 ．单缝的夫琅禾费衍射

（１）暗纹位置由下式决定

asinθ ＝ ± kλ 　 　 （k ＝ １ ，２ ，３ ，⋯ ）

其中 a为狭缝宽度 ，θ为衍射角 ．

（２）单缝夫琅禾费衍射的光强分布为

I ＝ I０
sin２ π a

λ
sinθ

π a
λ
sinθ

6 ．光学仪器的最小分辨角

δφ ＝ １ ．２２
λ
D

其中 D是仪器的通光孔径 ．

7 ．光栅衍射

光栅方程 ：

（a ＋ b）sin φ ＝ ± kλ 　 　 （k ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯ ）

其中 a ＋ b为光栅常数 ，φ为衍射角 ．

暗纹条件 ：

N（a ＋ b）sin φ ＝ ± mλ 　 （m ＝ １ ，２ ，⋯ ，N － １ ，N ＋ １ ，⋯ ，２ N － １ ，２ N ＋ １ ⋯ ）

其中 N为光栅的狭缝数目 ．

缺级公式 ：

k ＝
a ＋ b
a k′ 　 　 （k ，k′均为整数）

其中 ，k是缺级主极大的级数 ，k′是单缝衍射暗纹的级数 ．

8 ．马吕斯定律

光强为 I０ 的线偏振光经过一个偏振片后 ，光强变为

I ＝ I０cos２ α
其中 ，α是线偏振光的光矢量与偏振片偏振化方向的夹角 ．

9 ．布儒斯特定律

tan ib ＝
n２
n１
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10 ．波片

光轴平行于晶面的单轴晶片称作波片 ．当一束单色线偏振光垂直入射波片时 ，

通过波片的 o光和 e光的光程差为
δ ＝ （no － ne）d

其中 d是波片的厚度 ．

二 、典型例题

14唱1 　波长为 λ的单色光以 φ角入射到间距为 d的双缝上 ，若双缝到屏的距

图 １４唱１

离为 D（ 冲 d） ，如图 14唱１所示 ，试求 ：

（１）各级明纹位置 ；

（２）条纹的间距 ；

（３）若零级明纹移至屏幕 O 点处 ，则应

在 S２ 缝处放置一厚度为多少的折射率为 n
的透明介质薄片 ．

解 　 （１）如图 １４唱１ ，通过双缝到达 P处
的两光的光程差为

δ ＝ d（sinθ － sin φ） （１）

　 　对于第 k级明纹 ，有

δ ＝ kλ （２）

由式（１） 、（２）得

sinθ ＝
kλ
d ＋ sin φ

　 　第 k级明纹的位置为

xk ＝ Dtanθ ≈ Dsinθ ＝ D kλ
d ＋ sin φ

　 　 （２）条纹间距为

Δ x ＝ xk＋ １ － xk

≈ D （k ＋ １）λ
d ＋ sin φ － D kλ

d ＋ sin φ
＝

Dλ
d

　 　 （３）在 S２ 缝处放置厚度为 t 、折射率为 n的介质薄片 ，那么到达 P点的两束
光的光程差为

δ′ ＝ d（sinθ － sin φ） ＋ （n － １） t
　 　若使零级明纹回到屏上的 O点 ，则 δ′＝ ０ ，θ ＝ ０ ，故有
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－ dsin φ ＋ （n － １） t ＝ ０

　 　介质薄片厚度为

t ＝ dsin φ
n － １

说明 　 １畅在斜入射的情况下 ，S１ 和 S２ 作为次波源 ，它们的相位不同 ，这与垂直入

射的情况不同 ．２畅在一般的杨氏干涉实验中 ，屏上干涉条纹形成区域远小于双缝

到屏的距离 ，即 xk 虫 D ，故有 tanθ ≈ sinθ ．

14唱2 　波长为 λ的两束平行相干单色光分别以入射角 θ和 φ 入射到屏上 ，如

图所示 ．试求干涉条纹的间距 ．

图 １４唱２

解 　设屏上的 M 、N两点分别是第 k ＋ １级 、第 k级明纹的位置 ，其间距为 d ．

φ１ M 、φ１ N是光束 １在 M 、N 两点处的相位 ，φ２ M 、φ２ N是光束 ２在 M 、N 两点的相
位 ．

光束 １在 M 、N两点处的相位差为

φ１ M － φ１ N ＝
２π
λ
CN ＝

２π
λ
dsinθ （１）

　 　光束 ２在 M 、N两点处的相位差为

φ２ N － φ２ M ＝
２π
λ
DM ＝

２π
λ
dsin φ （２）

　 　 M 点是第 k ＋ １级明纹位置 ，所以两光在 M 点的相位差
φ１ M － φ２ M ＝ （２ k ＋ １）π （３）

　 　 N点是第 k级明纹位置 ，所以两光在 N 点处的相位差为
φ１ N － φ２ N ＝ ２ kπ （４）

（３） － （４）得

φ１ M － φ１ N ＋ φ２ N － φ２ M ＝ ２π （５）

　 　由（１） 、（２） 、（５）得

d ＝ λ／（sinθ ＋ sin φ）
·５３３·



说明 　干涉条纹的间距由两束光的入射角决定 ．这种方法可用于制作光栅 ．

14唱3 　实验装置如图 １４唱３ 所示 ．一油滴处在平板玻璃上 ，当油滴展开成油膜

时 ，在单色光（波长 λ ＝ ５７６０ × １０
－ １０ m）垂直入射的情况下 ，从反射光中观察油膜

所形成的干涉条纹 ．已知油的折射率 n１ ＝ １ ．６０ ，玻璃折射率 n２ ＝ １ ．５０ ．

图 １４唱３

（１）当油膜最高点与玻璃上表面相距 h ＝ ８６４０ × １０
－ １０ m时 ，可看到几条明纹 ？

明纹所在处油膜的厚度分别等于多少 ？油膜最高处明暗程度如何 ？

（２）在油膜扩展的过程中 ，所看到的干涉条纹如何变化 ？

解 　 （１）设第 k级明纹所对应的油膜厚度为 dk ，有

２ n１ dk ＋ λ
２

＝ kλ 　 　 （k ＝ １ ，２ ，⋯ ）

则

dk ＝
k －

１
２

λ

２ n１ ＝
（２ k － １） × ５７６０ × １０

－１０

２ × ２ × １ ．６

＝ （２ k － １）９００ × １０
－１０

（m）

＝ ９０ × （２ k － １） 　 （nm）

　 　 k ＝ １ ，d１ ＝ ９０ nm ；k ＝ ２ ，d２ ＝ ２７０ nm
k ＝ ３ ，d３ ＝ ４５０ nm ；k ＝ ４ ，d４ ＝ ６３０ nm
k ＝ ５ ，d５ ＝ ８１０ nm ；k ＝ ６ ，d６ ＝ ９９０ nm
因为 d５ ＜ h ＜ d６ ，所以只能看到前 ５条明纹 ，且油膜最高处光的强度介于明

暗之间 ．

（２）在油膜扩展过程中 ，条纹间距变大 ，干涉条纹减少 ．

说明 　 １畅对于薄膜干涉 ，要注意半波损失问题 ．２畅本题属于等厚干涉问题 ，条纹的
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疏密主要取决于薄膜厚度（在垂直干涉条纹和薄膜厚度的方向上）变化的快慢 ．

14唱4 　用波长为 λ的单色光照射狭缝 ，得到单缝的夫琅禾费衍射图样 ，第三级

暗纹位于屏上的 P处 ，问 ：

（１）若将狭缝宽度缩小一半 ，那么 P处是明纹还是暗纹 ？

（２）若用波长为 １ ．５ λ的单色光照射狭缝 ，P处是明纹还是暗纹 ？

解 　根据已知条件 ，在屏上 P处出现第三级暗纹 ，所以对于 P位置 ，狭缝处的

波面可划分为 ６个半波带 ．

（１）缝宽减小到一半 ，对于 P位置 ，狭缝处波面可分为 ３个半波带 ，则在 P处
出现第一级明纹 ．

（２）改用波长为 １ ．５ λ的单色光照射 ，则狭缝处波面可划分的半波带数变为原

来的一点五分之一 ，对于 P位置 ，半波带数变为 ４ 个 ，所以在 P处出现第二级暗
纹 ．

说明 　与暗纹对应的半波带数为偶数 ２ n（n ＝ １ ，２ ，⋯ ，为暗纹级数） ；与明纹（中央

明纹除外）对应的半波带数为奇数 ２ n ＋ １（n ＝ １ ，２ ，⋯ ，是明纹级数） ．

14唱5 　每毫米均匀刻有 １００条线的光栅 ，宽度为 D ＝ １０ mm ，当波长为 ５００ nm
的平行光垂直入射时 ，第四级主极大谱线刚好消失 ，第二级主极大的光强不为 ０ ，

试求 ：

（１）光栅狭缝可能的宽度 ；

（２）第二级主极大的半角宽度 ．

解 　 （１）光栅常数

a ＋ b ＝
１

１００
＝ １ × １０

－２
（mm）

　 　第四级主极大缺级 ，故有

a ＋ b
a ＝

４
k

其中 k是正整数 ，１ ≤ k ＜ ４

当 k ＝ １时 ，a ＝ a ＋ b
４

＝
１ × １０

－ ２

４
＝ ２ ．５ × １０

－ ３
（mm）

当 k ＝ ２时 ，第二级主极大也会发生缺级 ，不符题意 ，舍去 ．

当 k ＝ ３时 ，a ＝ a ＋ b
４

× ３ ＝
１ × １０

－ ２

４
× ３ ＝ ７ ．５ × １０

－ ３
（mm）

符合题意的缝宽有两个 ，分别是 ２ ．５ × １０
－ ３ mm和 ７ ．５ × １０

－ ３ mm ．

（２）光栅总的狭缝数

N ＝
D

a ＋ b ＝
１０

１０
－２ ＝ １０

３

　 　设第二级主极大的衍射角为 θ２ N ，与该主极大相邻的暗纹（第 ２ N ＋ １ 级或第
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2 N － １级）衍射角为 θ２ N ＋ １ ，由光栅方程及暗纹公式有

（a ＋ b）sinθ２ N ＝ ２ λ

N（a ＋ b）sinθ２ N ＋ １ ＝ （２N ＋ １）λ

代入数据后 ，得

θ２ N ＝ ５ ．７３９° 　 　 θ２ N ＋ １ ＝ ５ ．７４２°

　 　第二级主极大的半角宽度

Δ θ ＝ θ２ N ＋ １ － θ２ N ＝ ０ ．００３（°）

＝ ５ × １０
－５
（rad）

说明 　当主极大谱线位置与狭缝衍射的暗纹位置重合时 ，会出现缺级现象 ．

本题中当
a ＋ b
a ＝

４
１
时 ，会出现单缝衍射的第一级暗纹与光栅衍射的第四级主

极大重合 ，第二级暗纹与第八级主极大重合 ⋯ ⋯ ．当
a ＋ b
a ＝

４
３
时 ，会出现单缝衍射

的第三级暗纹与光栅衍射的第四级主极大重合 ，第六级暗纹与第八级主极大重合 ，

⋯ ⋯ ．

14唱6 　在两个正交偏振片 P１ 、P２ 之间 ，放置一个以角速度 ω匀速转动的偏振

片 P３ ，如图 １４唱６所示 ．光强为 I０ 的自然光垂直入射 P１ ，t ＝ ０时 ，P３ 的偏振化方向

与 P１ 的偏振化方向平行 ．试求当自然光通过该系统后 ，透射光强度如何 ？

图 １４唱６

解 　自然光通过 P１ ，获得偏振光 ，其强度为

I１ ＝
１
２
I０

　 　 t时刻 ，P３ 偏振化方向与偏振光光矢量的夹角为 ωt ，根据马吕斯定律 ，透过

P３ 的偏振光光强为

I２ ＝ I１cos２ ωt ＝ I０
２
cos２ ωt

同理 ，通过 P２ 光的强度为
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I３ ＝ I２cos２ π
２

－ ωt

＝
I０
２
cos２ ωtsin２ ωt

＝
I０
８
sin２２ ωt ＝ I０

１６
（１ － cos４ ωt）

透射光光强是时间 t的函数 ．随着 P３ 的旋转 ，光强呈周期性变化 ．

说明 　对于两个偏振化方向垂直的偏振片 P１ 、P２ 构成的系统 ，自然光是无法通过

该系统的 ，但在二偏振片之间加入一旋转偏振片 P３ 之后 ，光可以透过系统 ，并且透

射光 I３ 随着 P３ 的旋转作周期性的变化 ．这个偏振系统可以在实际中调控透射光强 ．

三 、习题详解

14畅1 　选择题

图 １４畅１

（１）在双缝干涉实验中 ，屏幕 E上的 P点处是
明条纹 ，若将缝 S２ 盖住 ，并在 S１ 、S２ 连线的垂直

平分面处放一反射镜 M ，如图 １４畅１所示 ．此时（B）
（A）P点处仍为明条纹 ；

（B）P点处为暗条纹 ；

（C）不能确定 P点处是明条纹还是暗条纹 ；

（D）无干涉条纹 ．

（２）根据惠更斯 菲涅耳原理 ，若已知光在某时

刻的波阵面为 S ，则 S 的前方某点 P的光强决定
于波阵面上所有面元发出的子波各自传到 P点的（B）

（A）振动振幅之和 　 　 　 　 　 　 /（B）相干叠加
（C）振动振幅之和的平方 （D）光强之和 ．

（３）在真空中波长为 λ的单色光 ，在折射率为 n的透明介质中从 A 沿某路径
传到 B ，若 A 、B两点的相位差为 ３π ，则此路径 AB的光程差为（A）

（A）１ ．５ λ （B）１ ．５ nλ
（C）３ λ （D）１ ．５ λ／n
（４）在双缝干涉实验中 ，用单色自然光 ，在屏上形成干涉条纹 ，若在两缝后放一

个偏振片 ，则（B）
（A）干涉条纹的间距不变 ，但明纹的亮度加强

（B）干涉条纹的间距不变 ，但明纹的亮度减弱

（C）干涉条纹的间距变窄 ，且明纹的亮度减弱
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（D）无干涉条纹

（５）在迈克耳孙干涉仪的一条光路中 ，放入一折射率为 n ，厚度为 d的透明薄
片 ，放入后 ，这条光路的光程改变了（A）

（A）２（n － １）d 　 　 鬃（B）２ nd 　 　 （C）２（n － １）d ＋ １
２
λ

（D）nd （E）（n － １）d
（６）某元素的特征光谱中 ，含有波长分别为 λ１ ＝ ４５０ nm 和 λ２ ＝ ７５０ nm（１ nm

＝ １０
－ ９m）的光谱线 ，在光栅光谱中 ，这两种波长的谱线有重叠现象 ，重叠处 λ２ 的

谱线级数将是（D）

（A）２ ，３ ，４ ，５ ，⋯ 　 　 　 　 　 　 妹（B） ２ ，５ ，８ ，１１ ，⋯

（C） ２ ，４ ，５ ，８ ，⋯ （D） ３ ，６ ，９ ，１２ ，⋯

（７）一束单色光垂直入射在光栅上 ，当光栅常数（ a ＋ b）为下列哪种情况时（ a
为缝宽） ，k ＝ ３ ，６ ，９等主极大缺级 ？ （B）

（A） a ＋ b ＝ ２ a 　 （B）a ＋ b ＝ ３ a 　 （C）a ＋ b ＝ ４ a 　 （D）a ＋ b ＝ ６ a
（８）测量单色光的波长时 ，下列方法中哪一种最为准确 ？ （D）

（A）双缝干涉 　 　 （B）牛顿环 　 　 （C）单缝 　 　 （D）光栅衍射

14 ．2 　填充题
（１）光的干涉和衍射现象反映了光的 皛 澜波动性质 ．光的偏振现象说明光波是 皛 澜横

皛 兢波 ．

（２）波长为 ６００nm的单色平行光 ，垂直入射到缝宽为 a ＝ ０ ．６mm的单缝上 ，缝

后有一焦距 f ＝ ６０cm的透镜 ，在透镜焦平面上观察到衍射图样 ，则中央条纹的宽

度为 皛 崚１ ．２mm ，两个第三级暗纹之间的距离为 皛 崚３ ．６mm ．

（３）一束平行单色光垂直入射在一光栅上 ，若光栅的透明缝宽度 a与不透明
部分宽度 b相等 ，则可能看到的衍射光谱的级次为 皛 臍０ ，± １ ，± ３ ，± ５ ，± ７ ，⋯ ．

（４）若在迈克耳孙干涉仪的可动反射镜 M 移动 ０ ．６２０ mm 的过程中 ，观察到

干涉条纹移动了 ２３００条 ，则所用光波的波长为 皛 配５３９ ．１nm ．

（５）当自然光以 ６０°的入射角入射一透明介质表面时 ，反射光为线偏振光 ，则

介质折射率为 皛 �.１ ．７３ ，折射光为 皛 �.部分偏振光 ，折射角为 皛 �.３０° ．

（６）一束自然光以布儒斯特角入射到平板玻璃片上 ，就偏振状态来说 ，则反射

光为 皛 葂完全偏振光 ，反射光 E矢量的方向 皛 葂垂直入射面 ，透射光为 皛 葂部分偏振光 ．

（７）三个偏振片 P１ 、P２ 与 P３ 堆叠在一起 ，P１ 与 P３ 的偏振化方向相互垂直 ，

P２ 与 P１ 偏振化方向的夹角为 ３０° ，强度为 I０ 的自然光垂直入射 ，依次透过 P１ 、P２

与 P３ ，若不考虑偏振片的吸收和反射 ，则通过三偏振片后的光强为 ３
３２

I０ ．

14畅3 　设在真空中电磁波的能流密度 S ＝ １００ W／m２
，求 ：电磁波能量体密度
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w ；电场强度 E和磁感应强度 B的大小 ．

解 　 w ＝
S
c ＝

１００

３ × １０
８ ＝ ３ ．３３ × １０

－ ７
（J／m３

）

由 w ＝ ε０ E２
＝ μ０ H２ 得

E ＝
w
ε０

＝
３ ．３３ × １０

－７

８ ．８５ × １０
－１２ ＝ １９４（V ／m）

B ＝ μ０ H ＝ μ０ w ＝ ４π × １０
－７

× ３ ．３３ × １０
－７

＝ ６ ．４７ × １０
－７
（T）

图 １４畅４

　 　 14畅4 　 一广播电台的广播辐射功率是
１０ kW ，假定辐射场均匀分布在以电台为中

心的半球面上（如图 １４畅４） ．

（１）求距电台为 r ＝ １００km 处的平均能
流密度 ；

（２）若在上述距离处的电磁波可看作平

面波 ，求该处的电场强度和磁场强度的振

幅 ．

解 　 （１）在单位时间内通过半球面的能量为

W ＝ P × Δ t ＝ １０ × １０
３
× １ ＝ １ × １０

４
（J）

　 　半球面处的平均能流密度为

I ＝
W

Δ t · S半球面 ＝
１ × １０

４

１ ×
４π r２
２

＝
１ × １０

４

２π × （１００ × １０
３
）
２

＝ １ ．５９ × １０
－７
（W／m２

）

　 　 （２）电场强度的振幅为

E０ ＝ （２ I）
１
２

μ０

ε０

１
４

＝ （２ × １ ．５９ × １０
－７
）
１
２ ×

４π × １０
－７

８ ．８５ × １０
－１２

１
４

＝ １ ．０９ × １０
－２
（V · m －１

）

　 　磁场强度的振幅为

H０ ＝ （２ I）
１
２

ε０

μ０

１
４

＝ ２ ．９１ × １０
－５
（A · m －１

）

　 　 14畅5 　一气体激光器发出的光的强度可达 ３ × １０
１８W／m２

，计算对应的电场强

度和磁场强度振幅 ．
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解 　电场强度的振幅为

E０ ＝ （２ I）
１
２

μ０

ε０

１
４

＝ （２ × ３ × １０
１８
）
１
２ ×

４π × １０
－７

８ ．８５ × １０
－１２

１
４

＝ ４ ．７５ × １０
１０
（V · m －１

）

　 　磁场强度的振幅为

H０ ＝ （２ I）
１
２

ε０

μ０

１
４

＝ １ ．２６ × １０
８
（A · m －１

）

　 　 14畅6 　汞弧灯发出的光通过一绿色滤光片后射到相距 ０ ．６０ mm的双缝上 ，在

距双缝 ２ ．５ m处的屏幕上出现干涉条纹 ．测得两相邻明纹中心的距离为２ ．２７ mm ，

试计算入射光的波长 ．

解 　由双缝干涉的条纹间距公式可得

λ ＝
Δ xd
D ＝

２ ．２７ × １０
－３

× ０ ．６０ × １０
－３

２ ．５
＝ ５ ．４５ × １０

－７
（m） ＝ ５４５ （nm）

　 　 14畅7 　在杨氏双缝干涉实验中 ，测得 d ＝ １ ．０ mm ，D ＝ ５０ cm ，相邻暗条纹间

的距离为 ０ ．３ mm ，求入射光波的波长 ．

解 　 λ ＝
Δ xd
D ＝

０ ．３ × １０
－ ３

× １ ．０ × １０
－ ３

５０ × １０
－ ２ ＝ ６ × １０

－ ７
（m）＝ ６００ （nm）

14畅8 　图 １４畅８为一双棱镜 ，顶角 A 很小 ，狭缝光源 S０ 发出的光通过双棱镜

分成两束 ，好像直接来自于两个虚光源 S１ 和 S２ ，它们的间距 d ＝ ２ aA （ n － １） ，n
为棱镜的折射率 ．

图 １４畅８

如果棱镜 n ＝ １ ．５０ ，∠ A ＝ ６′ ，狭缝到双棱镜的距离 a＝ ２０ cm ，试求 ：

（１）两虚光源的间距 ；

（２）用波长 ５００ nm的绿光照射狭缝 ，在距棱镜 b ＝ ２ m的屏幕上干涉条纹的
间距是多少 ？
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解 　已知 ∠ A ＝ ６′＝ １ ．７５ × １０
－ ３ rad

（１）d s＝ ２ aA （n － １）

＝ ２ × ２０ × １０
－ ２

× １ ．７５ × １０
－ ３

× （１ ．５０ － １）

＝ ３ ．５ × １０
－ ４
（m）

（２）这种干涉相当于杨氏双缝干涉 ，双缝间距 d ＝ ３ ．５ × １０
－ ４ m ，它们到屏幕的

距离为 a ＋ b ，则条纹间距为

Δ x ＝
（a ＋ b）λ

d ＝
（０ ．２ ＋ ２） × ５００ × １０

－９

３ ．５ × １０
－４

＝ ３ ．１ × １０
－３
（m）

　 　 14畅9 　在洛埃镜装置中 ，狭缝光源 S１ 和它的虚像 S２ 在离镜左边 ２０ cm 的平
面内 ，见图 １４ ．９ ．镜长 ３０ cm ，在镜的右面边缘放一毛玻璃屏 ．如 S１ 到镜面的垂直

距离为 ２ ．０ mm ，使用波长为 ７ ．２ × １０
－ ７ m的红光 ，试计算镜面右边边缘到第一条

明条纹的距离 ．

图 １４畅９

解 　 S１ S２ 间距离为

d ＝ ２ × ２ ．０ ＝ ４ ．０ （mm）

　 　双缝到屏的距离为

D ＝ ２０ cm ＋ ３０ cm ＝ ５０ cm ＝ ５００ mm
　 　镜的右边缘处为暗纹（由于半波损失） ，它到第一条明纹的距离为半个条纹间

距

Δ x ＝
１
２

Dλ
d ＝

１
２

×
５００ × ７ ．２ × １０

－４

４ ．０
＝ ４ ．５ × １０

－２
（mm）

　 　 14畅10 　用折射率 n ＝ １ ．５８的很薄的云母片覆盖在双缝实验中的一条缝上 ，

这时屏上的第七级亮条纹移到原来的零级亮条纹的位置上 ．如果入射光波长为

５５０ nm ，试问此云母片的厚度是多少 ？

解 　设云母片厚度为 d ．无云母片时 ，零级亮纹在屏上 P点 ，则到达 P点的两
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束光的光程差为零 ．加上云母片后 ，到达 P点的两光束的光程差为
δ ＝ （n － １）d （１）

当 P点为第七级明纹位置时 ，有

δ ＝ ７ λ （２）

由式（１） 、（２）得

d ＝
７ λ

n － １
＝

７ × ５５０ × １０
－６

１ ．５８ － １
＝ ６ ．６ × １０

－３
（mm）

图 １４畅１０ 图 １４畅１１

　 　 14畅11 　利用等厚干涉可以测量微小的角度 ．如图 １４ ．１１所示 ，折射率 n ＝ １ ．４

的劈尖状板 ，在某单色光的垂直照射下 ，量出两相邻明条纹间距 l ＝ ０ ．２５ cm ，已知

单色光在空气中的波长 λ ＝ ７００ nm ，求劈尖顶角 θ ．

解 　形成第 k级明纹的两束光的光程差为

２ nek ＋ λ
２

＝ kλ （１）

　 　形成第 k ＋ １级明纹的两束光的光程差为

２ nek＋ １ ＋
λ
２

＝ （k ＋ １）λ （２）

式（２） －式（１）得

ek＋ １ － ek ＝
λ
２ n

故

θ ≈
ek＋ １ － ek

l ＝
λ

２ nl ＝
７００ × １０

－９

２ × １ ．４ × ２ ．５ × １０
－３ ＝ １ ．０ × １０

－４
（rad）

　 　 14畅12 　氦氖激光器发出波长为 ６３２ ．８ nm的单色光 ，垂直照射在两块平面玻

璃片上 ，两玻璃片一边互相接触 ，另一边夹着一云母片 ，形成一空气劈尖 ．测得 ５０

条暗条纹间距离为 ６ ．３５１ × １０
－ ３ m ，劈尖边到云母片的距离为 ３０ ．３１３ × １０

－ ３ m ，求

云母片的厚度 ．

解 　两相邻暗纹间距离 l ＝ ６ ．３５１ × １０
－ ３
／（５０ － １）＝ １ ．３ × １０

－ ４
（m）

设劈尖夹角为 θ ，劈尖折射率 n ＝ １ ，应用上题结果有
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θ ＝
λ

２ nl ＝
６３２ ．８ × １０

－９

２ × １ × １ ．３ × １０
－４ ＝ ２ ．４ × １０

－３

云母片厚度为

d ＝ ３０ ．３１３ × １０
－３
· θ ＝ ３０ ．３１３ × １０

－３
× ２ ．４ × １０

－３

＝ ７ ．３ × １０
－５
（m）

　 　 14畅13 　如图 １４ ．１８所示 ，用紫色光观察牛顿环时 ，测得第 k级暗环的半径 rk
＝ ４ mm ，第 k ＋ ５级暗环的半径 rk ＋ ５ ＝ ６ mm ，所用平凸透镜的曲率半径 R ＝ １０ m ，

求紫光的波长和级数 k ．

解 　牛顿环暗环半径为

rk ＝ kλR （１）

rk＋ ５ ＝ （k ＋ ５）λR （２）

由式（１） 、（２）得

λ ＝
r２k＋ ５ － r２k

５ R ＝
（６

２
－ ４

２
） × １０

－６

５ × １０
＝ ４ × １０

－７
（m）

k ＝
５ r２k

r２k＋ ５ － r２k ＝
５ × ４

２

６
２
－ ４

２ ＝ ４

图 １４畅１４

　 　 14畅14 　 利用牛顿环的干涉条纹 ，可以测定

凹曲面的曲率半径 ，方法是 ：将已知半径的平凸

透镜放置在待测的凹面上（如图 １４畅１４） ，在两曲

面之间形成气层 ，可以观察到环状的干涉条纹 ．

测得第 k ＝ ４级暗环的半径 r４ ＝ ２ ．２５０ cm ，已知

入射光波长 λ ＝ ５８９ ．３ nm ，平凸透镜凸面半径为

R１ ＝ １０２ ．３ cm ，求待测凹面的曲率半径 R２ ．

解 　在半径为 r４ 的环形条纹处空气层的厚
度为

d ＝ d１ － d２ ＝
r２４

２ R１
－

r２４
２ R２

d ＝
r２４
２

１
R１

－
１
R２

（１）

暗条纹满足的条件为

２ d ＋
λ
２

＝ （２ k ＋ １）
λ
２

，　 k ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯ （２）

由式（１）和（２）解得

R２ ＝
r２４ R１

r２４ － kλR１

＝
（２ ．２５０）

２
× １０２ ．３

（２ ．２５０）
２
－ ４ × ５８９ ．３ × １０

－７
× １０２ ．３

＝ １０２ ．８（cm）
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　 　 14畅15 　一平面单色光波垂直照射在厚度均匀的薄油膜上 ，油膜覆盖在玻璃板

上 ，所用光源波长可连续变化 ，观察到 ５００ nm 和 ７００ nm 这两个波长的光在反射
中消失 ．油的折射率为 １ ．３０ ，玻璃的折射率为 １ ．５０ ，试求油膜的厚度 ．

解 　由于在油膜的上下表面反射都有半波损失 ，暗纹的条件为

２ nd ＝ （２ k ＋ １）
λ１

２
（１）

２ nd ＝ ［２（k ＋ １） ＋ １］
λ２

２
（２）

由式（１）和（２）解得

d ＝
λ１ λ２

２ n（λ１ － λ２ ）
＝

５００ × ７００
２ × １ ．３０ × （７００ － ５００）

＝ ６ ．７３ × １０
２
（nm）

＝ ６ ．７３ × １０
－４
（mm）

　 　 14畅16 　白光垂直照射在空气中的厚度为 ０ ．４０ μm 的玻璃片上 ，玻璃片的折

射率为 １ ．５０ ．试问在可见光范围内（λ ＝ ４００ ～ ７００ nm） ，哪些波长的光在反射中加

强 ？哪些波长的光在透射中加强 ？

解 　反射加强的条件为

２ nd ＋
λ
２

＝ ２ k · λ
２
　 　 （k ＝ １ ，２ ，３ ，⋯ ）

即

λ ＝
４ nd

２ k － １

仅当 k ＝ ３时 ，λ为可见光波长 ，因此求得

λ ＝
４ × １ ．５０ × ０ ．４０

２ × ３ － １
＝ ０ ．４８（μm）

透射加强的条件即反射减弱的条件 ，即

２ nd ＋
λ
２

＝ （２ k ＋ １）
λ
２

由此得

λ ＝
４ nd
２ k

　 　当 k ＝ ２时 ，λ ＝
４ × １ ．５０ × ０ ．４０

２ × ２
＝ ０ ．６０（μm）

当 k ＝ ３时 ，λ ＝
４ × １ ．５０ × ０ ．４０

２ × ３
＝ ０ ．４０（μm）

波长为 ０ ．４８ μm的可见光在反射中加强 ，波长为 ０ ．６０ μm 、０ ．４０ μm的可见光
在透射中加强 ．

14畅17 　用氦氖激光器（λ ＝ ６３２ ．８ nm）作光源 ，迈克耳孙干涉仪中的 M１ 反射
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镜移动一段距离 ，这时数得干涉条纹移动了 ７９２条 ，试求 M１ 移动的距离 ．

解 　设 M１ 反射镜的移动距离为 l ．M１ 镜移动后 ，两束光的光程差发生变化 ，

变化量为

Δ δ ＝ ２ l （１）

干涉条纹移动了 ７９２条 ，则光程差的变化为

Δ δ ＝ ７９２ λ （２）

由式（１） 、（２）得

l ＝ ７９２ ×
λ
２

＝ ７９２ ×
６３２ ．８ × １０

－６

２
＝ ０ ．２５０６ （mm）

　 　 14畅18 　在迈克耳孙干涉仪的一臂中引入 １００ ．０ mm长的玻璃管 ，并充以一个

大气压的空气 ，用波长 λ ＝ ５８５ nm 的光照射 ，如将玻璃管逐渐抽成真空 ，发现有

１００ ．０条干涉条纹移动 ．求空气的折射率 ．

解 　玻璃管长度 l ＝ １００ ．０ mm ，波长 λ ＝ ５８５ × １０
－ ６ mm ，玻璃管抽空后 ，两束

光光程差的变化为

Δ δ ＝ ２（n － １） l （１）

　 　干涉条纹移动 １００ ．０条 ，则光程差的变化等于

Δ δ ＝ １００ ．０ λ （２）

由式（１） 、（２）得

n ＝
１００ ．０ λ

２ l ＋ １ ＝
１００ ．０ × ５８５ × １０

－６

２ × １００ ．０
＋ １

＝ １ ．０００２９２５

图 １４畅１９

　 　 14畅19 　常用雅敏干涉仪来测定气体在各种温度和压力下的折射率 ．干涉仪光

路如图 １４畅１９所示 ，S为光源 ，L 为聚光透镜 ，G１ 、G２ 为两块等厚而且互相平行的

玻璃板 ，T１ 、T２ 为等长的两个玻璃管 ，长度为 l ．进行测量时 ，先将 T１ 、T２ 抽空 ，然

后将待测气体徐徐导入某一管中 ，在 E处观察干涉条纹的移动数 ，即可求得待测
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气体的折射率 ．设在测量某气体折射率时 ，将气体慢慢放入 T２ 管中 ，当气体逐渐

达到标准状态时 ，在 E处共看到有 ９８条干涉条纹移动过去 ，所用的钠光波长 λ ＝

５８９ ．３ nm（真空中） ，l ＝ ２０ cm ，求该气体在标准状态中的折射率 ．

解 　设气体在标准状态下的折射率为 n ．在向 T２ 管充入气体后 ，通过 T２ 的

光束的光程变化了（ n － １） l ，则两束光光程差的变化量为
Δ δ ＝ （n － １） l （１）

干涉条纹移动了 ９８条 ，两束光光程差的变化为

Δ δ ＝ ９８ λ （２）

由式（１） 、（２）得

n ＝
９８ λ
l ＋ １ ＝

９８ × ５８９ ．３ × １０
－７

２０
＋ １ ＝ １ ．０００ ２９

　 　 14畅20 　在迈克尔孙干涉仪中 ，采用波长为 λ的平行光光源 ，且两反射镜垂

直 ．试写出观察到的光强与可动反射镜位置的函数关系式 ．设反射镜的位置由 d１
＝ d２ 的那一点开始移动 ．

解 　设每一束光的光强都等于 I０ ．当可动反射镜移动的距离为 x 时 ，两束光

的相位差为

Δ φ ＝
２π
λ
δ ＝

２π
λ

× ２ x ＝
４π x
λ

　 　两束光相干叠加 ，光强为

I ＝ I０ ＋ I０ ＋ ２ I０ I０cosΔ φ ＝ ２ I０ １ ＋ cos ４π x
λ

　 　 14畅21 　在杨氏干涉实验中 ，用波长为 λ的单色光作为光源 ．现将一厚度为 d ，

折射率为 n 的薄玻璃片放在狭缝 S２ 处 ，如图 １４ ．２１所示 ．若玻璃片的厚度 d 可
变 ，则在 S１ 、S２ 两缝对称的屏中心 O 处 ，干涉条纹强度将是 d 的函数 ，若 d ＝ ０

时 ，O处的光强为 I０ ，试求 ：

图 １４畅２１

（１）O处光强 I与 d的函数关系 ？

（２）d满足什么条件时 O 处的光强最小 ．
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解 　 （１）O点处的光强为
I ＝ I′ ＋ I′ ＋ ２ I′ I′cosΔ φ ＝ ２ I′（１ ＋ cosΔ φ） （１）

其中 ，I′为通过狭缝的任意一束光在 O点处的光强 ，Δ φ为两束光在 O 点的相差 ．

当 d ＝ ０时 ，Δ φ ＝ ０ ，I ＝ I０ ，代入式（１）得 O处的光强为
I０ ＝ ２ I′（１ ＋ cos ０） ＝ ４ I′

则

I′ ＝
I０
４

（２）

　 　到达 O点的两束光的光程差 δ ＝ （n － １）d ，则相位差为

Δ φ ＝
２π
λ
δ ＝

２π
λ
（n － １） d （３）

把式（２） 、（３）代入式（１）得

I ＝ ２ ×
I０
４

１ ＋ cos ２π
λ
（n － １）d

＝
I０
２

１ ＋ cos ２π
λ
（n － １）d

　 　 （２）要使 O点处光强最小 ，即 I ＝ ０ ，则必须满足

１ ＋ cos ２π
λ
（n － １）d ＝ ０

则

２π
λ
（n － １）d ＝ （２ k ＋ １）π

d ＝
k ＋

１
２

λ

（n － １）
　 　 其中 ，k ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯

　 　 14畅22 　波长 λ ＝ ５００ nm的平行光 ，垂直地入射到一宽度为 a ＝ １ ．０ mm的单
缝上 ，若在缝的后面有一焦距为 f ＝ １００ cm的凸透镜 ，使光线聚焦于屏上 ，试问从

衍射图样的中心到下列各点的距离如何 ？ （１）第一级极小 ，（２）第一级亮条纹的极

大处 ，（３）第三级极小 ．

解 　 （１）由单缝衍射暗纹公式

asin φ１ ＝ λ

得

sin φ１ ＝
λ
a ＝

５００ × １０
－９

１ × １０
－３ ＝ ５ × １０

－４

从中心到第一级极小处的距离

（ x１ ）暗 ＝ f tan φ１ ≈ fsin φ１
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＝ １００ × ５ × １０
－４

＝ ５ × １０
－２
（cm）

　 　 （２）由亮纹公式 asin φk ＝ （２ k ＋ １）
λ
２
得

asin φ１ ＝ （２ × １ ＋ １）
λ
２

所以

sin φ１ ＝
３ λ
２ a ＝

３ × ５００ × １０
－９

２ × １ ．０ × １０
－３ ＝ ７ ．５ × １０

－４

从中心到第一级极大处的距离为

（ x１ ）明 ＝ f tan φ１ ≈ fsin φ１
＝ １００ × ７ ．５ × １０

－４
＝ ７ ．５ × １０

－２
（cm）

　 　 （３）同理

sin φ３ ＝
３ λ
a ＝ １ ．５ × １０

－３

所以从中心到第三级极小处的距离为

（x３ ）暗 ＝ f tan φ３ ≈ fsin φ３
＝ １００ × １ ．５ × １０

－３
＝ ０ ．１５（cm）

　 　 14畅23 　试求对于缝宽分别为（１）１个波长 ，（２）５个波长 ，（３）１０个波长的狭缝

来说 ，其夫琅禾费衍射中央明纹的半角宽度有多大 ？

解 　由中央明纹的半角宽度公式 θ＝ arcsin λ
a可得

（１）θ＝ arcsin λ
λ
＝ ９０° 　 　 （２）θ＝ arcsin λ

５ λ
＝ １１ ．５°

图 １４畅２４

（３）θ＝ arcsin λ
１０ λ

＝ ５ ．７°

14畅24 　 如图 １４畅２４所示 ，设有一波长为 λ的单色平面波沿着与缝平面的法

线成 θ角的方向入射到宽为 a的单缝 AB上 ，试写出各级暗条纹对应的衍射角 φ

所满足的条件 ．

解 　 在狭缝两个边缘处 ，衍射角为 φ 的两光的

光程差为

δ ＝ a（sin φ － sinθ）
对于暗纹有

δ ＝ ± kλ
则

a（sin φ － sinθ） ＝ ± kλ

sin φ ＝ ±
kλ
a ＋ sinθ 　 （k ＝ １ ，２ ，３ ，⋯ ）
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　 　 14畅25 　有一单缝 ，宽 a ＝ ０ ．１ mm ，在缝后放一焦距为 ５０ cm 的凸透镜 ，用波

长 λ ＝ ５４６ nm的平行绿光垂直照射单缝 ，求位于透镜焦面处的屏上的中央亮条纹

的宽度 ．如果把此装置浸入水中 ，中央亮条纹宽度如何变化 ？

解 　中央明纹的宽度由相邻中央明纹两侧的暗纹（k ＝ ± １）位置决定 ．根据公

式 asin φ１ ＝ λ有

sin φ１ ＝
λ
a ＝

５４６ × １０
－９

０ ．１ × １０
－３ ＝ ５ ．４６ × １０

－３

中央明纹的宽度为

x０ ≈ ２ fsin φ１ ＝ ２ × ５０ × ５ ．４６ × １０
－３

＝ ０ ．５６４（cm）

在水中 ，光的波长 λ′＝
λ
n ，所以装置浸在水中（n ＝ １ ．３３）时 ，有

sin φ′１ ＝
λ′
a ＝

λ
n
a

＝
５４６ × １０

－９

１ ．３３ × ０ ．１ × １０
－３ ＝ ４ ．１１ × １０

－３

则

（x０ ）水 ≈ ２ fsin φ′１ ＝ ２ × ５０ × ４ ．１１ × １０
－３

＝ ０ ．４１１（cm）

　 　 14畅26 　在单缝夫琅禾费衍射实验中 ，波长为 λ的单色光的第三级亮条纹与

λ′＝ ６３０ nm的单色光的第二级亮条纹恰好重合 ，试计算 λ的数值 ．

解 　根据题意有

asin φ３ ＝ （２ × ３ ＋ １）
λ
２

asin φ２ ＝ （２ × ２ ＋ １）
λ′
２

sin φ２ ＝ sin φ３
联立解得

λ ＝
５
７
λ′ ＝

５ × ６３０
７

＝ ４５０ （nm）

　 　 14畅27 　在迎面驶来的汽车上 ，两盏前灯相距 １２０ cm ，试问人在离汽车多远的

地方 ，眼睛恰能分辨这两盏灯 ？设夜间人眼瞳孔直径为 ５ ．０ mm ，入射光波 λ ＝

５５０ nm ．

解 　眼睛的最小分辨角为

δφ ＝ １ ．２２
λ
D

　 　设人到汽车的最远距离为 S ，d ＝ １２０ cm ＝ １ ．２ m ，由 d ≈ S· δφ得
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图 １４畅２７

S ≈
d
δφ

＝
Dd

１ ．２２ λ
＝

５ ．０ × １０
－３

× １ ．２０

１ ．２２ × ５５０ × １０
－９ ＝ ８ ．９４ × １０

３
（m）

　 　 14畅28 　月球距地面约 ３ ．８６ × １０
５ km ，设月光波长可按 λ ＝ ５５０ nm计算 ，问 ：

月球表面距离为多远的两点才能被地面上直径 D ＝ ５００ cm的天文望远镜所分辨 ？

解 　望远镜的最小分辨角为

δφ ＝ １ ．２２
λ
D

　 　设月球上可分辨两点的最小距离为 d ，月球地面间距离为 s ＝ ３ ．８６ × １０
８ m ，所

以

d ≈ s · δφ ＝ s × １ ．２２
λ
D ＝ ３ ．８６ × １０

８
× １ ．２２ ×

５５０ × １０
－９

５ ．００

＝ ５１ ．８ （m）

　 　 14畅29 　波长为 ５００ nm及 ５２０ nm的平面单色光同时垂直照射在光栅常数为
０ ．００２ cm的衍射光栅上 ，在光栅后面用焦距为 ２ m 的透镜把光线聚在屏上 ，求这

两种单色光的第一级光谱线间的距离 ．

解 　根据光栅方程 ，得

sin φ１ ＝
λ

a ＋ b

sin φ′１ ＝
λ′

a ＋ b
　 　因为 sin φ１ 虫 １ ，sin φ′１ 虫 １ ，因此有

Δ x１ ＝ f （tan φ′１ － tan φ１ ） ≈ f （sin φ′１ － sin φ１ ）
＝

f
a ＋ b（λ′ － λ）

＝
２ × １０

２
× （５２０ － ５００） × １０

－７

０ ．００２
＝ ０ ．２（cm）

　 　 14畅30 　为了测定一光栅的光栅常数 ，用波长为 λ ＝ ６３２ ．８ nm 的氦氖激光器
的激光垂直照射光栅 ，做光栅的衍射光谱实验 ，已知第一级亮条纹出现在 ３０°的方

向上 ，问这光栅的光栅常数是多大 ？这光栅的 １厘米内有多少条缝 ？第二级亮条
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纹是否可能出现 ？为什么 ？

解 　光栅常数为

a ＋ b ＝
λsin φ１ ＝

６３２ ．８ × １０
－７

sin３０° ＝ １ ．２６６ × １０
－４
（cm）

每厘米内的缝数为

N ＝
１

a ＋ b ＝
１

１ ．２６６ × １０
－４ ＝ ７ ．９ × １０

３
（条）

　 　当 k ＝ ２时 ，有

sin φ２ ＝
２ λ

a ＋ b ＝ ２sin φ１ ＝ ２ × sin ３０° ＝ １

　 　所以第二级亮条纹出现在无穷远处 ．

14畅31 　波长 λ ＝ ６００ nm的单色光垂直入射在一光栅上 ，第 ２级 、第 ３级光谱

线分别出现在衍射角 φ２ 、φ３ 满足下式的方向上 ，即 sin φ２ ＝ ０ ．２０ ，sin φ３ ＝ ０ ．３０ ，第 ４

级缺级 ，试问 ：（１）光栅常数等于多少 ？ （２）光栅上狭缝宽度有多大 ？ （３）在屏上可

能出现的全部光谱线的级数 ．

解 　 （１）根据光栅方程有

a ＋ b ＝
２ λsin φ２ ＝

２ × ６００ × １０
－９

０ ．２０
＝ ６ ．０ × １０

－６
（m） ＝ ６ ．０ （μm）

　 　 （２）根据缺级公式 a ＋ b
a ＝

k
k′ ，当第四级谱线缺级时 ，k ＝ ４ ，则 １ ≤ k′ ＜ ４ ，所以

有

当 k′＝ １时 ，第四级缺级 ，符合题意 ．把 k ＝ ４ ，k′ ＝ １ 代入缺级有公式 ，得 a ＝
１ ．５ μm ．

当 k′＝ ２时 ，所缺谱线级数为 ２ 、４ ，根据已知 ，第二级不缺级 ，不符合题意 ．故

舍去 ．

当 k′＝ ３时 ，第四级缺级 ，符合题意 ．把 k ＝ ４ ，k′＝ ３代入缺级公式 ，得 a ＝ ４ ．５

μm ．

所以 ，满足题目条件的狭缝宽度有两个 ：a ＝ １ ．５ μm或 a ＝ ４ ．５ μm ．

（３）根据光栅方程有

k ＝
（a ＋ b）sin φ

λ
≤

a ＋ b
λ

＝
６ ．０

６００ × １０
－３ ＝ １０

所以 ，在屏上出现谱线的最大级数为 １０ ．

光谱缺级级数为 ４ ，８ ，１２ ，⋯ ．则屏上出现全部谱线的级数为

０ ，± １ ，± ２ ，± ３ ，± ５ ，± ６ ，± ７ ，± ９ ，± １０

　 　 14畅32 　当两偏振片的偏振化方向成 ３０°角时 ，透射光的光强为 I１ ，若入射光

的光强不变 ，而使两偏振片的偏振化方向成 ４５°角 ，则透射光的光强如何 ？
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解 　由马吕斯定律

I１ ＝ I０cos２ α１
I２ ＝ I０cos２ α２

得

I２ ＝
cos２ α２
cos２ α１ I１ ＝

cos２４５°
cos２３０° I１ ＝

２
３
I１

　 　 14畅33 　当两偏振片的偏振化方向成 ３０°角时看一光源 ，成 ６０°角时又看同一

位置的另一个光源 ，两次观察所得的光强相等 ，求两光源的光强之比 ．

解 　设两光源光强分别为 I１ 、I２ ．经过两个偏振片后的光强分别为

I′１ ＝ I１ · １
２
· cos２３０° ＝

３
８
I１

I′２ ＝ I２ · １
２
· cos２６０° ＝

１
８
I２

　 　根据已知 ，I′１ ＝ I′２ ，则有

I１
I２ ＝

１
３

　 　 14畅34 　一束自然光和线偏振光的混合光 ，当它通过一偏振片时 ，发现光强取

决于偏振片的取向 ，光强最大可以变化 ５倍 ．求入射光束中两种光的光强各占总入

射光强的几分之几 ？

解 　设自然光 、偏振光的光强分别为 I自 、I偏 ．总入射光光强 I总 ＝ I自 ＋ I偏 ，当

偏振片的偏振化方向与偏振光的光振动方向平行时 ，可得到最大光强的透射光 ．

Imax ＝
１
２
I自 ＋ I偏

当偏振片的偏振化方向与偏振光光振动方向垂直时 ，可得到最小光强的透射光

Imin ＝
１
２
I自

根据题意有

Imax
Imin ＝ ５

由上面四个关系可得

I偏
I总 ＝

２
３
　 　

I自
I总 ＝

１
３

　 　 14畅35 　平行放置两偏振片 ，使它们的偏振化方向成 ６０°夹角 ．（１）如果两偏振

片对光振动平行于其偏振化方向的光线均无吸收 ，则让自然光垂直入射后 ，其透射

光的光强与入射光的光强之比是多大 ？ （２）如果两偏振片对光振动平行于其偏振

化方向的光线分别吸收了 １０％ 的能量 ，则透射光的光强与入射光的光强之比是多
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大 ？ （３）今在这两偏振片之间再平行地插入另一偏振片 ，使它的偏振化方向与前两

个偏振片均成 ３０°角 ．此时 ，透射光的光强与入射光的光强之比又是多大 ？先按各

偏振片均无吸收计算 ，再按各偏振片均吸收 １０％ 的能量计算 ．

解 　 （１）无吸收时 ，有

I１ ＝
１
２
I０

I２ ＝ I１cos２ α ＝
１
２
I０cos２６０°

I２
I０ ＝

１
２
cos２６０° ＝

１
８

＝ ０ ．１２５

　 　 （２）有吸收时 ，有

I２
I０ ＝

１
８

× （１ － １０％ ）
２
≈

１
１０

＝ ０ ．１０

　 　 （３）无吸收时 ，有

I１ ＝
１
２
I０

cosα１ ＝ cosα２ ＝ cos３０°
I２ ＝ I１cos２ α１
I３ ＝ I２cos２ α２ ＝

１
２
I０cos４３０°

I３
I０ ＝

１
２
cos４３０° ＝

９
３２

＝ ０ ．２８

有吸收

I３
I０ ＝ ０ ．２８ × （１ － １０％ ）

３
＝ ０ ．２０

　 　 14畅36 　利用布儒斯特定律 ，可以测定不透明电介质的折射率 ，今测到某一电

介质的起偏角为 ５７° ，试求这一电介质的折射率 ．

解 　 n ＝ tan ib ＝ tan５７°＝ １ ．５４

14畅37 　一束太阳光 ，以某一入射角入射到平面玻璃上 ，这时反射光为完全偏

振光 ．若透射光的折射角为 ３２° ，试问（１）太阳光的入射角是多大 ？ （２）此种玻璃的

折射率是多少 ？

解 　 （１） ib ＝ ９０° － ３２°＝ ５８°

（２）n ＝ tan ib ＝ tan５８°＝ １ ．６０

14畅38 　已知某一物质的全反射临界角是 ４５° ，它的起偏角是多大 ？

解 　全反射时有

n２sin i２ ＝ n１sin９０°
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即

sin i２ ＝
n１
n２

　 　由布儒斯特定律

tan ib ＝
n２
n１ ＝

１sin i２ ＝
１sin４５° ＝ ２

ib ＝ ５４°４２′

　 　 14畅39 　如图 １４畅３９（a）所示 ，一束自然光入射到一方解石晶体上 ，其光轴垂直

于纸面 ，已知方解石对 o 光的折射率为 no ＝ １ ．６５８ ，对 e 光的主折射率为 ne ＝
１ ．４８６ ．

图 １４畅３９（a）

（１）如果方解石晶体的厚度 t ＝ １ ．０cm ，自然光入射角 i ＝ ４５° ，求 a ，b两透射
光之间的垂直距离 ；（２）两透射光中的光振动方向如何 ？哪一束光在晶体中是 o
光 ？哪一束光在晶体中是 e光 ？

解 　 （１）由折射定律有

sin γo ＝
１
no sin i ＝ sin４５°

１ ．６５８
＝ ０ ．４２６５

sin γe ＝
１
nesin i ＝

sin４５°
１ ．４８６

＝ ０ ．４７５８

由三角公式可求得

tan γo ＝ ０ ．４７１５ ，tan γe ＝ ０ ．５４１０

lo ＝ t · tan γo ，le ＝ t · tan γe
d ＝ （ le － lo ）sin４５° ＝ t · sin４５°（tan γe － tan γo ）
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＝ １ ．０ ×
２
２
（０ ．５４１０ － ０ ．４７１５）

＝ ４ ．９ × １０
－２
（cm）

　 　 （２）a为 e光 ，b为 o光 ．它们的光振动方向如图 １４ ．３９（b）所示 ．

图 １４畅３９（b）

14畅40 　一方解石晶体的表面与其光轴平行 ，放在偏振化方向相互正交的偏振

片之间 ，晶片的光轴与偏振片的偏振化方向成 ４５°角 ．试求 ：

（１）要使 λ ＝ ５００ nm的光不能透过检偏器 ，则晶片的厚度至少多大 ？

（２）若两偏振片的偏振化方向平行 ，要使 λ ＝ ５００ nm 的光不能透过检偏器 ，晶

片的厚度又为多少 ？已知晶片的 no ＝ １ ．６５８ ，ne ＝ １ ．４８６ ．

解 　入射光经过起偏器后 ，变为线偏振光 ，当投射到晶片上时 ，偏振光可分解

为 o光 、e光 ，两光在晶片中传播的速度不同 ，从而导致一定的相位差

Δ φ１ ＝
２π
λ
（no － ne）d

　 　 （１）在检偏器的偏振化方向上 ，o 光 、e光光矢量的投影方向相反 ，如图 １４畅４０

（a）所示 ，由此导致的相位差为

Δ φ２ ＝ π

从检偏器出来的两光的相位差为

Δ φ ＝ Δ φ１ ＋ Δ φ２ ＝
２π
λ
（no － ne）d ＋ π （１）

要使光不能透过检偏器 ，则两光反相 ，即

Δ φ ＝ （２ k ＋ １）π （２）

由式（１） 、（２）得

d ＝
kλ

no － ne
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当 k ＝ １时 ，d最小 ，有

d ＝
λ

no － ne ＝
５ × １０

－５

１ ．６５８ － １ ．４８６
＝ ２ ．９ × １０

－４
（cm）

　 　 （２）在检偏器的偏振化方向上 ，o 光 、e光光矢量的投影方向一致 ，如图 １４ ．４０

（b）所示 ，由此导致的相位差为

图 １４畅４０（a） 图 １４畅４０（b）

Δ φ′２ ＝ ０

　 　从检偏器出来的两束光的相位差为

Δ φ′ ＝ Δ φ１ ＋ Δ φ′２ ＝
２π
λ
（ no － ne）d （３）

　 　要使光不能通过检偏器 ，则两光干涉相消 ，即

Δ φ′ ＝ （２ k ＋ １）π （４）

由式（３） 、（４）得

d ＝
k ＋

１
２

λ

no － ne
当 k ＝ ０时 ，d最小 ，为

d ＝
λ

２（no － ne） ＝
５ × １０

－５

２（１ ．６５８ － １ ．４８６）
＝ １ ．４５ × １０

－４
（cm）

　 　 14畅41 　线偏振光垂直入射到一块光轴平行于表面的方解石晶片上 ，光的振动

方向与晶片光轴方向的夹角为 ３０°角 ，问 ：（１）透过晶片的 o光和 e光的相对强度各
是多少 ？ （２）用 λ ＝ ５８９ nm 的光入射时 ，如要产生 ９０°的相位差 ，晶片厚度应为多

少 ？方解石的 no ＝ １ ．６６ ，ne ＝ １ ．４８ ．

解 　 （１）设线偏振光光强为 I ，o光 、e光光强分别为
Io ＝ Icos２ （９０° － ３０°） ＝

１
４
I （１）
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Ie ＝ Icos２３０° ＝
３
４
I （２）

　 　 （２） o光 、e光的相位差为
Δ φ ＝

２π
λ
（no － ne） d （３）

根据题设有

Δ φ ＝
π
２

（４）

由式（３） 、（４）得

d ＝
λ

４（no － ne） ＝
５８９ × １０

－９

４ × （１ ．６６ － １ ．４８）
＝ ８ ．２ × １０

－７
（m）
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第五篇 　 近代物理基础

第 15章 　狭义相对论力学基础

一 、基本内容和主要公式

1畅经典力学时空观
　 　长度和时间测量是绝对的 ，与参照系无关 ．

伽利略坐标变换

S′系相对于 S系以速度 u沿 x 轴方向作匀速直线运动 ，同一事件在 S和 S′系
中的坐标分别为（ x ，y ，z ，t） ，（ x′ ，y′ ，z′ ，t′） ，则两坐标的伽利略变换和速度变换

分别为

x′ ＝ x － ut
y′ ＝ y
z′ ＝ z
t′ ＝ t

　 　 　 　

v′x ＝ v x － u
v′y ＝ vy
v′z ＝ v z

2 ．狭义相对论基本假设

爱因斯坦相对性原理 ：在所有惯性系中 ，一切物理学定律都相同 ，即具有相同

的数学表达式 ．

光速不变原理 ：真空中光速 c ＝ ３畅０ × １０
８ m／s ．

在所有惯性系中 ，真空中光沿各个方向传播的速率都等于同一个恒量 c ，与光
源和观察者的运动状态无关 ．

3 ．洛伦兹坐标及速度变换公式

在满足狭义相对论的两个基本假设条件下 ，得到事件 P的时空坐标的洛伦兹
变换关系 ：
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x′ ＝
x － ut
１ － u２ ／c２

y′ ＝ y
z′ ＝ z

t′ ＝

t － u
c２ x

１ － u２ ／c２

　 　 　 　 　 逆变换

x ＝
x′ ＋ ut
１ － u２ ／c２

y ＝ y′
z ＝ z′

t ＝
t′ ＋

u
c２ x′

１ － u２ ／c２

　 　速度变换公式及逆变换公式

v′x ＝
v x － u

１ － v x u／c２

v′y ＝ １ － β
２ vy
１ － v x u／c２

v′z ＝ １ － β
２ v z
１ － v x u／c２

　 　 　 　 逆变换

v x ＝
v′x ＋ u

１ ＋ uv′x ／c２

vy ＝ １ － β
２ v′y
１ ＋ uv′x ／c２

v z ＝ １ － β
２ v′z
１ ＋ uv′x ／c２

　 　其中 β＝
u
c ．

4 ．时空的相对性

长度收缩

l ＝ l０ １ － β
２

　 　时间膨胀

τ ＝
τ０

１ － β
２

式中 l０ 为固有长度 ，τ０ 为固有时间 ．

5 ．相对论质量 、动量

质量

m ＝
m０

１ － v２ ／c２

　 　动量

p ＝ mv ＝
m０

１ － v２ ／c２
v

式中 m 为物体运动质量 ，m０ 为物体的静止质量 ，v 为物体相对于参考系的运动速
率 ．

6 ．相对论能量

E ＝ mc２

　 　动能
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EK ＝ E － E０ ＝ mc２ － m０ c２

　 　动量能量关系

E２
＝ p２ c２ ＋ m２

０ c４

二 、典型例题

15唱1 　两惯性系 S（O唱xyz ）和 S′（O′唱x′y′z′） ，S′系相对 S 以 ０畅８ c的速度沿
x 轴负方向运动 ，如图 １５唱１所示 ．在 S 系和 S′系坐标原点重合时 ，两惯性系同时

开始计时 ，即 t ＝ t′＝ ０ ．一闪光灯在 S系中的位置为 x ＝ １ × １０
５ m ，y ＝ １ × １０

４ m ，z
＝ １ × １０

３ m ，当 t ＝ ５ × １０
－ ４ s时闪光灯产生一闪光 ，问 S′系中的观测者测得的这

一事件的时空坐标（ x′ ，y′ ，z′ ，t′）是多少 ？

解 　由题意有 ：事件在 S 系中的坐标为（ x ，y ，z ，t） ．S′系相对于 S 系运动速
度 u ＝ － ０畅８ c ，由洛伦兹坐标变换可以求出该事件在 S′系中的坐标 P（ x′ ，y′ ，z′ ，

t′） ：

x′ ＝
x － ut
１ － u２ ／c２

＝
１ × １０

５
＋ ０畅８ × ３ × １０

８
× ５ × １０

－４

１ － ０畅８
２
／１

２
＝ ３畅６７ × １０

５ m
y′ ＝ y ＝ １ × １０

４ m
z′ ＝ z ＝ １ × １０

３ m

t′ ＝

t － u
c２ x

１ － u２ ／c２
＝

５ × １０
－４

＋
０畅８

３ × １０
８ × １０

５

１ － ０畅８
２

＝ １畅２８ × １０
－３
（s）

图 １５唱１

即 S′系中测得此事件发生在 x′＝ ３畅６７ × １０
５ m ，y′＝ １ × １０

４ m ，z′＝ １ × １０
３ m处 t′

＝ １畅２８ × １０
－ ３ s时刻 ．

说明 　同一事件在相对运动的两惯性系中测得的时空位置有所不同 ，它们满足洛

伦兹坐标变换 ．已知事件在某个惯性系中的时空坐标 P（ x ，y ，z ，t）可以由洛伦兹
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坐标变换求出该事件在另一惯性系的时空坐标 P（ x′ ，y′ ，z′ ，t′） ．注意用洛伦兹坐

标变换时 ，两惯性系时钟零点校准位置和相对运动速度 u的正 、负号 ．

15唱2 　飞船 A 和飞船 B相对于地面以 ０ ．６ c和 ０ ．８ c的速度相向而行 ．

问 ：  （１）飞船 A 上测得地球的速度是多少 ？

（２）飞船 A 上测得飞船 B的速度是多少 ？

（３）地面上测得飞船 A 和飞船 B的相对速度是多少 ？

解 　 （１）根据运动的相对性 ，飞船 A 上测得地球的速度为 ０ ．６ c
（２）令飞船 A 为 S 系 ，地面参考系为 S′系 ，S′系相对 S系速度为 u ＝ ０畅６ c
依题飞船 B在 S′系中的速度 v ＝ － ０畅８ c ，由洛伦兹速度逆变换 ，S 系测得飞

船 B的速度 v 为

v ＝
v′ ＋ u

１ ＋ v′u／c２ ＝
０畅８ c ＋ ０畅６ c

１ ＋ ０畅８ × ０畅６ c／c２ ＝ ０畅９４ c

　 　 （３）地面上测得飞船 A 和飞船 B的相对速度为 ０畅６ c ＋ ０畅８ c ＝ １畅４ c
说明 　在相对论中 ，物物的运动速度不会超过真空光速 c ，是指某观察者看到的所
有物体相对于它的速度不会超过 c ．（１） 、（２）问中的速度不超过 c满足此速度极限
观念 ．在地面上观测飞船 A 和飞船 B的相对速度是地面看到的其它两物体的相对
速度 ，它不是某一物体对地球的速度 ，因此不受极限速度的限制 ．

15唱3 　已知 S′系相对于 S 系沿 x 轴以 ０ ．６ c的速度运动 ，若质点在 S′系中
的运动学方程为

x′ ＝
c
２

cos π
３

t′ ，　 y′ ＝
c
２
sin π

３
t′

求 S系中该质点的运动速度 v′
解法一 　由洛伦兹逆坐标变换有

x ＝
x′ ＋ ut′
１ － u２ ／c２

y ＝ y′

t ＝
t′ ＋

u
c２ x′

１ － u２ ／c２

u ＝ ０畅６ c

　 　 　 得 　 　

x ＝ １畅０６ ct′

y ＝
c
２

３
２
t′

t ＝ １畅４３ t′

消去 t′有

x ＝ ０畅７４ ct
y ＝ ０畅３０ ct 　 痴

v x ＝
d xd t ＝ ０畅７４ c

vy ＝
d yd t ＝ ０畅３０ c

所以
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v ＝ v２x ＋ v２y ＝ （０畅７４ c）２ ＋ （０畅３０ c）２ ＝ ０畅８０ c

　 　解法二 　 S′系中的速度为 v′x ＝ d x′d t′ 　 v′y ＝ d y′d t′ 　即

v′x ＝
c
２
cos π

３

v′y ＝
c
２
sin π

３

再由速度变换公式

v x ＝
v′x ＋ u

１ ＋ v′x u／c２ ＝

c
２
cos π

３
＋ ０畅６ c

１ ＋
c
４
０畅６ c／c２

＝ ０畅７４ c

vy ＝ １ － u２ ／c２ v′y
１ ＋ v′x u／c２ ＝ １ － ０畅６

２

３
４
c

１ ＋
c
４
０畅６ c／c２

＝ ０畅３０ c

说明 　已知一个惯性系 S中物体的运动方程 ，可以通过洛伦兹坐标变换求出另一

惯性系 S′中该物体的运动方程 ，方法是将 S系中时空坐标通过洛伦兹坐标变换转
变为 S′系中的时空坐标 ，而后可由运动方程求其它参量 ．

15唱4 　北京和上海相距 １０００ km ，在某一时刻从两地同时各开出一列火车 ，

现有一艘飞船沿从北京到上海的方向在高空掠过 ，速率恒为 u ＝ ０畅６ c ．求宇航员参
考系测得的两列火车开出时间的间隔 ，哪一列先开 ？

解 　取地面为 S系 ，北京至上海方向为 x 轴正方向 ，坐标原点在北京 ，取和飞

船一起运动的参考系为 S′系 ，依题意有

Δ x ＝ １０００ × １０
３ m ，　 　 Δ t ＝ ０ · s ，　 　 u ＝ ０畅６ c

由洛伦兹坐标变换

Δ t′ ＝

Δ t － u
c２ Δ x

１ － u２ ／c２
＝ ０ －

１０００ × １０
３
× ０畅６

３ × １０
８

１ － ０畅６
２

＝ － ０畅２５ × １０
－２
（s）

Δ t′＜ ０说明上海火车先开 ０畅２５ × １０
－ ２ s ，Δ t′为宇航员测得的两列火车开出时刻

的间隔 ．

说明 　在一个惯性系中的同时异地事件 ，在另一惯性系中为不同时事件 ，同时性具

有相对性 ．

15唱5 　在太阳参考系中观测 ，一束星光垂直射向地面 ，速率为 c ，而地球以速
率 u垂直于光线运动 ，求在地面上测量 ，这束光速度大小和方向各如何 ？已知地

球公转的速率 u ＝ ３ × １０
４ m／s ．

解 　取太阳参考系为 S系 ，光线沿 S系中 y坐标的负方向射向地面 ，因此有
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vy ＝ － c ，v x ＝ ０ ，v z ＝ ０

地球沿 x 轴正向运动 ，取地面参考系为 S′系 ，由速度变换公式

v′x ＝
v x － u

１ － uvx ／c２ ＝ － u

v′y ＝ １ － u２ ／c２ vy
１ － uv x ／c２ ＝ １ － u２ ／c２ vy ＝ － １ － u２ ／c２ c

v′z ＝ １ － u２ ／c２ v z
１ － uv x ／c２ ＝ ０

地面测得光的速度 v′＝ v′２x ＋ v′２y ＋ v′２z ＝ c
方向用光线和负 y′轴夹角 α来表示 ，有

tan α ＝
v′x
v′y ＝

u
１ － u２ ／c２

c ＝
３ × １０

４

１ － （１０
－４
）
２
× ３ × １０

８
＝ １０

－４

说明 　应用洛伦兹速度变换公式时 ，由于速度是个矢量 ，且在相对运动方向和非相

对运动方向上相对论效应不同 ，因此需要将速度进行分解 ，以得到不同分量上的变

换关系 ．

15唱6 　一宇宙飞船以速度 u远离地球沿 x 轴方向飞行 ，发现飞船前方有一棒

形不明飞行物 ，平行于 x 轴 ．飞船上测得此物长为 l′ ，速度大小为 v′ ，方向沿 x 轴
正向 ．问地面参考系上观测者测得此物长度为多少 ？

解 　令地球参照系为 S系 ，飞船为 S′系 ，不明飞行物为 S″系 ，在 S″系中测不
明飞行物的长度为原长 l０ ，飞船上测此物的长度为运动长度 l′ ，由长度收缩公式有

l′ ＝ l０ １ －
v′２
c２

原长 l０ 为

l０ ＝
l′

１ － v′２ ／c２
（１）

在 S系中此飞行物的相对速度 v 可以由洛伦兹速度变换公式得到

v ＝
v′ ＋ u

１ ＋ v′u／c２ （２）

地面参考系 S上测得不明飞行物长度也为运动长度 l ，有
l ＝ l０ １ － v２ ／c２ （３）

把式（１） 、（２）代入式（３）式得

l ＝ l′ １ － u２ ／c２
１′ ＋ v′u／c２
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说明 　本题在使用长度收缩公式 l ＝ l０ １ － （ v ／c）２时 ，应注意到 ，l０ 不是在 S′系
中的长度 ，而是飞行物的本征长度（静止长度） ，而 v 亦不是 S′系相对于 S 的速度 ，

而是不明飞行物相对 S系的速度
15唱7 　在实验室中测得氢发射的光谱中有一条波长 λ′＝ １２１畅６ nm的谱线 ，若

测得一星体发出的氢光谱中和此波长相对应的 λ ＝ ４３０畅４ nm ，则发射此光的星体

相对地球的运动速率为何 ？它是靠近还是远离地球 ？

解 　地面测得的该星体发射的氢光谱的视频

f ＝
c
λ

＝
３ × １０

８

４３０畅４ × １０
－９ ＝ ６畅９７ × １０

１４
（Hz）

和星体一起运动的参考系测得氢光谱中的此光线频率 f′为

f′ ＝
c
λ′

＝
３ × １０

８

１２１畅６ × １０
－９ ＝ ２畅４７ × １０

１５
（Hz）

因 f ＜ f′此星体离地球远去 ，且根据光的多普勒效应

f ＝
c － u
c ＋ u f′

即

c － u
c ＋ u ＝

f
f′ ＝

６畅９７ × １０
１４

２畅４７ × １０
１５ ＝ ０畅２８２

解得

u ＝ ０畅８５３ c ＝ ２畅５６ × １０
８ m／s

u即为此星远离地球的速率 ．

说明 　 （光源）相对于观测者有相对运动时 ，观察者测到的光源光波频率会出现多

普勒效应 ．当光源相对于观察者远去时 ，出现多普勒红移 ；当光源相对于观察者趋

近时 ，出现多普勒紫移 ．

15唱8 　宇宙飞船以 ０ ．８ c速度远离地球（退行速度 u ＝ ０畅８ c） ，过程中飞船向

地球发出两光信号 ，间隔为 Δ te ，问地球上接收到它发出的两个光信号间隔 Δ tr 为
多少 ？

解 　令宇宙飞船为 S′系 ，地面为 S 系 ，光信号由 S′系的同一处发出 ，两事件

间隔为原时 ，S系中此两事件发出间隔为运动时间 ，Δ t发射有

Δ t发射 ＝
Δ te

１ － u２ ／c２
＝

Δ te
１ － β

２

　 　 S 系中接收此两光信号时间间隔等于 S 系中测得此两信号的发射时间间隔
Δ t发射加上两信号由于传播路程差引起的时间差 ，即

Δ t接收 ＝ Δ tr ＝ Δ t发射 ＋
Δ t发射u

c
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＝ Δ t发射 １ ＋
u
c ＝ Δ te １ ＋ β

１ － β

说明 　由于信号源（宇宙飞船）和接收器（地面接收器）的相对运动 ，信号源发射信

号的间隔和接收器接收到的信号时间间隔会不同 ，信号源相对接收器是退行远去

时 ，接收信号间隔会大于发射信号间隔 ，若是趋近运动时 ，接收信号间隔会小于发

射信号间隔 ，这实际上是光波的多普勒效应问题 ．

15唱9 　在实验室中测得电子的速度是 ０ ．８ c ，假设一观察者相对于实验室以
０ ．６ c的速度运动 ，其方向与电子的运动方向相同 ，试求观察者测得的电子的总能

量 ，动能和动量 ．

解 　观察者测得的电子运动的速度 v′x 可由洛伦兹速度变换公式求得

v′x ＝
v x － u

１ － v x u／c２ ＝
０畅８ c － ０畅６ c

１ － ０畅８ c × ０畅６ c／c２ ＝ ０畅３８５ c

观测者测得的电子的总能量

E ＝ mc２ ＝
m０

１ － （ v′x ／c）２
c２ ＝

９畅１１ × １０
－３１

× （３ × １０
８
）
２

１ － （０畅３８５）
２

＝ ８畅８８ × １０
－１４

（J）
观察者测得的电子动能

Ek ＝ mc２ － m０ c２ ＝
１

１ － （ v′x ／c）２
－ １ m０ c２

＝
１

１ － （０畅３８５）
２
－ １ × ９畅１１ × １０

－３１
× （３ × １０

８
）
２

＝ ６畅８４ × １０
－１５

（J）
动量 　 p ＝ mv′x ＝

m０

１ － （ v′x ／c）２
v′x

＝
９畅１１ × １０

－３１
× ０畅３８５ × ３ × １０

８

１ － （０畅３８５）
２

＝ １畅１４ × １０
－２２

（kg · m／s）
说明 　相对论中质点的总能量 、动能 、动量是与所选的惯性参考系有关的 ．

15唱10 　两个静质量都为 m０ 的粒子 ，其中一个静止 ，另一个以 v０ ＝ ０畅８ c 运
动 ，它们对心碰撞以后粘在一起 ，求碰撞后合成粒子的静止质量 ．

解 　取两粒子作为一个系统 ，碰撞前后动量守恒 ，设碰后合成粒子的静质量为

M０ ，运动质量为 M ，运动速度为 V ，则动量守恒 ，可写为

mv０ ＋ ０ ＝ MV （１）

系统碰撞前后能量守恒有
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mc２ ＋ m０ c２ ＝ Mc２ （２）

　 　粒子的质速关系有

m ＝
m０

１ － v２０ ／c２
（３）

M ＝
M０

１ － V ２
／c２

（４）

联立式（１）（２）（３）（４）解得

M０ ＝ M １ － V ２
／c２ ＝

８
３
m０ １ － ０畅５ ＝ ２畅３１ m０

说明 　考虑相对论效应时 ，系统的动量和能量守恒表达式中 ，动量和能量都要用相

对论形式 ．

三 、习题详解

15畅1 　选择题
　 　 （１）一宇航员要到离地球 ５光年的星球去旅行 ．如果宇航员希望把这路程缩短

为 ３光年 ，则他所乘的火箭相对于地球的速度 v 应为（C）
（A）０ ．５ c 　 　 　 （B）０ ．６ c 　 　 　 （C）０ ．８ c 　 　 　 （D）０ ．９ c

（c表示真空中的光速）

（２）某宇宙飞船以 ０ ．８ c的速度离开地球 ，若地球上接收到它发出的两个信号

之间的时间间隔为 １０ s ，则宇航员测出的相应的时间间隔为（C）
（A）６ s 　 　 （B）８ s 　 　 （C）３畅３３ s 　 　 （D）１６ ．７ s
（３）一个电子的运动速度为 v ＝ ０畅９９ c ，则该电子的动能 Ek 等于（电子的静止

能量为 ０ ．５１ MeV）（C）
（A）３ ．５ MeV 　 　 （B）４ ．０ MeV 　 　 （C）３ ．１ MeV 　 　 （D）２ ．５ MeV
15畅2 　填空题
（１）惯性系 S和 S′的关系如正文中所述 ，S′相对 S 的速率为 ０ ．６ c ．在 S 系中

观测 ，一事件发生在 皛 芀t ＝ ２ × １０
－ ４ s ， 皛 芀x ＝ ５ × １０

３ m处 ，则在 S′系中观测 ，该事件发生

在 皛 器t′＝ ２畅３８ × １０
－ ４s ，x′＝ 皛 器－ ３畅８８ × １０

４ m处 ．

（２）S′系相对 S的速率为 ０ ．８ c ，在 S′系中观测 ，一事件发生在 t′１ ＝ ０ ，x′１ ＝ ０

处 ，第二个事件发生在 皛 菴t′２ ＝ ５ × １０
－ ７s ， 皛 菴x′２ ＝ － １２０ m 处 ，则在 S 系中测得两事件的

时空坐标为 t１ ＝ 皛 瑞０ s ，x１ ＝ 皛 瑞０ m ；t２ ＝ 皛 瑞３ × １０
－ ７ s ，x２ ＝ 皛 瑞０ m ．

（３）设有两个静止质量均为 m０ 的粒子 ，以大小相等 、方向相反的速度相撞 ，合

成一个复合粒子 ，则该复合粒子的静止质量 M０ ＝ ２ m０ １ － v２ ／c２运动速度 v ＝
０ ．

15畅3 　地面上 A ，B两点相距 １００ m ，一短跑选手由 A 跑到 B历时 １０ s ，试问
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在与运动员同方向运动 ，飞行速度为 ０ ．６ c的飞船系 S′中观测 ，这选手由 A 到 B
跑了多少距离 ？经历多长时间 ？速度的大小和方向如何 ？

解 　设地面参考系为 S系 ，选手经 A 点为事件“１” ，经 B点为事件“２” ，依题

意有

Δ x ＝ １００ m 　 　 Δ t ＝ １０ s 　 　 u ＝ ０畅６ c
则在飞船系 S′中

Δ x′ ＝
Δ x － uΔ t

１ － β
２

＝
１００ － ０畅６ × ３ × １０

８
× １０

１ － ０畅６
２

＝ － ２畅２５ × １０
９ m

Δ t′ ＝

Δ t － u
c２ Δ x

１ － β
２

＝

１０ －
０畅６

３ × １０
８ × １００

１ － ０畅６
２

＝ １２畅５ s

v′ ＝
Δ x′
Δ t′ ＝

－ ２畅２５ × １０
９

１２畅５
＝ － ０畅６ c

　 　选手由 A 到 B的距离 Δ s ＝ ｜Δ x′｜＝ ２畅２５ × １０
９ m ，经历时间为 １２ ．５ s ，速度大

小为 ０ ．６ c ，方向沿 x 轴负向 ．

15畅4 　地球 月球系中测得地 月距离为 ３ ．８４４ × １０
８ m ，一火箭以 ０ ．８ c的速

率沿着从地球到月球的方向飞行 ，先经过地球（事件 １） ，之后又经过月球（事件 ２） ．

试问在地球 月球系和火箭系中观测 ，火箭由地球飞向月球各需要多少时间 ？ （要

求用洛伦兹变换求解）

解 　取固定在地球 月球上的坐标系为 S 系 ，地 —月距离 Δ x ＝ ３畅８４４ × １０
８

m ，固定在火箭上的坐标系为 S′系 ，其相对 S 系速度 u ＝ ０畅８ c ，则在 S 系中火箭
由地球飞向月球的时间为

Δ t ＝ Δ x
u ＝

３畅８４４ × １０
８

０畅８ × ３ × １０
８ ＝ １畅６ （s）

在火箭 S′系中 ，两事件时间间隔为 Δ t′ ，由洛伦兹变换有

Δ t′ ＝

Δ t － u
c２ Δ x

１ － β
２

＝

１畅６ －
０畅８

３ × １０
８ × ３畅８４４ × １０

８

１ － ０畅８
２

＝ ０畅９６ （s）
　 　 15畅5 　在惯性系 S中 ，两个事件发生在同一时刻 ，沿 x 轴相距 １ km ，若在以

恒速沿 x 轴运动的惯性系 S′中 ，测得此两事件沿 x′轴相距 ２ km ，试问在 S′系中
测得它们的时间差是多少 ？

解 　已知 S系中 ：两事件记为（ x１ ，t１ ） ，（ x２ ，t２ ） ，Δ x ＝ x２ － x１ ＝ １ km ，Δ t ＝ t２
－ t１ ，设 S′相对于 S系以速度 u沿 x 轴运动 ，由洛伦兹变换有

Δ x′ ＝
Δ x － uΔ t

１ － β
２
得 １ － β

２
＝

Δ x － uΔ t
Δ x′ ＝

１ × １０
３
－ u × ０

２ × １０
３ ＝ ０畅５
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β ＝
u
c ＝ １ － ０畅５

２
，　 　 u ＝ ０畅８６６ c

在 S′系中测得事件时间差为

Δ t′ ＝

Δ t － u
c２ Δ x

１ － β
２

＝

０ －
０畅８６６

３ × １０
８ × １ × １０

３

０畅５
＝ － ５畅７７ × １０

－６
（s）

　 　 15畅6 　一静止长度为 l０ 的火箭 ，以速率 u对地飞行 ，现自其尾端发射一个光

信号 ．试根据洛伦兹变换计算 ，在地面系中观测 ，光信号自火箭尾端到前端所经历

的位移 、时间和速度 ．

解 　取固定在地面上的坐标系为 S系 ，固定在火箭上的坐标系为 S′系 ，自火

箭尾端发出光信号为事件“１” ，到达火箭端为事件“２” ，则有

S 系中 ：事件 １（ x１ ，t１ ） ，事件 ２（ x２ ，t２ ） ，Δ x ＝ x２ － x１ 　 Δ t ＝ t２ － t１
S′系中 ：事件 １（ x′１ ，t′１ ）事件 ２（ x′２ ，t′２ ） 　 Δ x′＝ x′２ － x′１ ＝ l０

Δ t′ ＝ t′２ － t′１ ＝
Δ x′
c ＝

l０
c

S′系相对 S系运动速度为 u ，由洛伦兹逆变换可得

Δ x ＝
Δ x′ ＋ uΔ t′

１ － β
２

＝
l０ ＋ u l０

c

１ －
u
c

２
＝ l０ １ ＋ u／c

１ － u／c

Δ t ＝
Δ t′ ＋

u
c２ Δ t′

１ － β
２

＝

l０
c ＋ u l０

c２

１ －
u
c

２
＝

l０
c

１ ＋ u／c
１ － u／c

v ＝
Δ x
Δ t ＝ c

Δ x ，Δ t ，v 分别为地面系中观测光信号自火箭尾端到前端所经历的位移 ，时间和速

度 ．

15畅7 　一根米尺静止在系 S′中 ，与 O′x′轴成 ３０°角 ．如果在 S 系中测得该米
尺与 Ox 轴成 ４５°角 ，试求 S′系的速率 u ，又在 S系中测得米尺的长度是多少 ？

解 　米尺在 S′系中 ，沿 x′和 y′轴的投影为
lox′ ＝ l０cos３０°
loy′ ＝ l０sin３０° （其中 l０ ＝ １m）

米尺在 S系中 ，沿 x 和 y轴的投影为
lox ＝ lcos４５° ，　 　 loy ＝ lsin４５°

其中 ，l为米尺在 S系中测得的长度 ．
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S′和 S相对运动在 x 轴方向 ，y轴方向长度不发生变化 ，因而有

loy ＝ loy′
即

l０sin３０° ＝ l sin４５° ，　 　 l ＝ ２
２
l０ ＝ ０畅７０７ m

S′系中尺子长度为原长 ，有

lox ＝ lox′ １ － β
２

即

l０cos３０° １ － β
２
＝ lcos４５° ＝

２
２
lcos４５°

１ － β
２
＝

３
３

，　 　 β ＝
u
c ＝

６
３

u ＝
６
３
c

所以 S′相对于 S系运动速率为 u ．

15畅8 　在 S系中测量 ，一根静止直杆的长度为 l０ ，与 x 轴的夹角为 θ ，已知

S′系沿 x 正向相对 S 系运动的速率为 u ，试求出 S′系中测量 ，此直杆的长度和它

与 x′轴的夹角 ．

解 　设 S′系中杆与 x′轴夹角为 θ′ ，杆长为 l ，杆在 x′轴 ，y′轴上投影为
lx′ ＝ lcosθ′ ，　 　 ly′ ＝ lsinθ′ （１）

S 系中杆在 x ，y轴的投影分别为 lox ，loy ，有
lox ＝ locosθ ，　 　 loy ＝ losinθ （２）

S′相对于 S系 ，杆在 y方向长度不变 ， x 轴方向长度收缩 ，有

ly′ ＝ loy ，　 　 lx′ ＝ lox １ － β
２

（３）

β ＝
u
c

联立式（１） 、（２） 、（３）可得

θ′ ＝ arctan（
tanθ

１ －
u
c

２ ）
l′ ＝ l′x ＋ l′y ＝ l０ １ －

u
c

２cos２ θ
　 　 15畅9 　 乔（１）用长度收缩公式重新求解习题 １５畅４ ；

（２）用时间膨胀公式重新求解习题 １５畅４ ．
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解 　在 S系中 ：

Δ t ＝ Δ x
u ＝

３畅８４４ × １０
８

０畅８ × ３ × １０
８ ＝ １畅６ （s）

在 S′系中 ，地球和月球都以速度 u运动 ，事件“１”是地球经过火箭 ，事件“２”是月球

经过火箭 ，其时间差用长度收缩和时间膨胀计算如下 ：

（１）长度收缩公式

S′系中 ，测地球和月球距离为 l′ ，是运动长度 ，根据长度收缩公式有

l′ ＝ l０ １ － β
２

Δ t′ ＝
l′
u ＝

l０ １ － β
２

u ＝
３畅８４４ × １０

８
× １ － ０畅８

２

０畅８ × ３ × １０
８ ＝ ０畅９６ （s）

　 　 （２）时间膨胀公式

S′系中 ，两个事件发生在同地 ，Δ t′为固有时间 ，S 系中两事件时间间隔为运动时
间 ，由时间膨胀公式

Δ t′ ＝
l′
u ＝

l０ １ － β
２

u ＝
３畅８４４ × １０

８
× １ － ０畅８

２

０畅８ × ３ × １０
８ ＝ ０畅９６ （s）

　 　 15畅10 　在一惯性系中 ，两个事件发生在同一地点而时间相隔 ４ s ，若在另一惯
性系中测得此两事件时间间隔为 ６ s ，试问它们的空间间隔是多少 ？

解 　设一惯性系为 S系 ，发生同地两事件时间间隔为原时

Δ t ＝ τ０ ，τ０ ＝ ４s
空间间隔 Δ x ＝ ０

另一惯性系为 S′系 ，相对 S系运动速度为 u ，两事件间隔为

τ ＝ Δ t′
空间间隔为 Δ x′
由时间膨胀公式有

τ０ ＝ τ １ － β
２

即

４ ＝ ６ １ － β
２
，　 　 β ＝ ０畅７４５

又

β ＝
u
c

u ＝ cβ ＝ ０畅７４５ c ，　 　 u为 S′系相对 S系运动速率 ．

再由洛伦兹坐标变换公式

Δ x′ ＝
Δ x － uΔ t

１ － β
２

＝
０ － ０畅７４５ × ３ × １０

８
× ４

２／３
＝ １畅３４ × １０

９
（m）
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图 １５畅１１

　 　 15畅11 　 如图 １５畅１１ 所示 ，一静止长度为

l０ 的棒 AB ，固定于 S′系中 ，沿 x′轴放置 ，随 S′
系以速度 u相对 S 系运动 ．S 系观察者测量此
运动棒长度的另一方法是 ：在固定点 p 记录棒
的两个端点 B 和 A 通过该点时所经历的时间
Δ t ，则这棒沿其运动方向的长度就是 l ＝ uΔ t ．
试由此出发 ，根据洛伦兹变换式推出长度收缩

公式和时间膨胀公式 ．

解 　设棒的 B 端经过 p 点为事件“１” ，A
端经过 p 点为事件 “２” ，两事件在 S和 S′系中的时间和空间间隔分别为
S 系中 ：

Δ t ＝ t２ － t１ ，　 Δ x ＝ x２ － x１ ＝ ０

S′系中 ：

Δ t′ ＝ t′２ － t′１ ，　 Δ x′ ＝ x′２ － x′１ ＝ － l０ ，　 Δ t′ ＝
l０
u

由洛伦兹坐标变换有

Δ t ＝
Δ t′ ＋

u
c２ Δ x′

１ － β
２

＝

l０
u ＋

u
c２ （－ l０ ）

１ － β
２

＝
l０
u １ － β

２
＝ Δ t′ １ － β

２

Δ t为原时 ，即 Δ t ＝ τ０ ，Δ t′为运动时间 τ ．

τ ＝
τ０

１ － β
２
，　 此即为时间膨胀公式

在 S系中观测棒长
l ＝ uΔ t ，l为运动长度 ．

l ＝ uΔ t ＝ uΔ t′ １ － β
２
＝ l０ １ － β

２
，此即为长度收缩公式 ．

　 　 15畅12 　作为一个静止的自由粒子 ，中子的平均寿命为 １５ min ３０ s ，它能自发
地转变为一个电子 、一个质子和一个中微子 ．试问 ：一个中子必须以多大的平均最

小速度离开太阳 ，才能在转变之前到达地球 ？已知地球到太阳的平均距离为

１ ．４９６ × １０
１１ m ．

解 　设中子离开太阳的平均速度为 u ，太阳 地球为 S 系 ，中子为 S′系 ，在 S′
系中中子寿命为本征寿命 ，记为 τ０ ，S 系中寿命为 τ ，由时间膨胀公式有

τ ＝
τ０

１ － β
２
＝

τ０

１ －
u
c

２
（１）

中子复变前能够通过 S系中距离为
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l ＝ uτ ＝ u τ０

１ －
u
c

２
（２）

由分析可知 ，速度 u越大 ，通过的距离 l越长 ，能够在转变以前到达地面的最小平

均速度是（２）式中的 l取地球到太阳的平均距离 l ＝ １畅４９６ × １０
１１ m ，将式（２）两边

平方并整理得 ：

u ＝
l

τ
２
０ ＋

l
c

２
＝

１畅４９６ × １０
１１

９３０
２
＋

１畅４９６ × １０
１１

３ × １０
８

２

＝ １畅４１８ × １０
８
（m／s） ＝ ０畅４７３ c

　 　 15畅13 　设火箭的静止质量为 １００ t ，当它以第二宇宙速度飞行时 ，它的质量

增加了多少 ？

解 　火箭的第二宇宙速度

v ＝ １１畅２ × １０
３ m／s ，　 v 虫 c

所以火箭的动能

Ek ＝ mc２ － m０ c２ ＝
１
２
m０ v２

Δ m ＝ m － m０ ＝
Ek
c２ ＝

１
２
m０ v２

c２

＝

１
２

× １０００ × １０
３
× （１１畅２ × １０

３
）

９ × １０
１６ ＝ ０畅７ × １０

－３
（kg）

即火箭质量可近似为不变 ．

15畅14 　当一静止体积 V ０ ，静止质量为 m０ 的立方体沿其一棱以速率 v 运动
时 ，计算其体积 、质量和密度 ．

解 　当物体以速度 v 沿其一棱运动时 ，其体积 、质量和密度分别为

V ＝ V ０ １ － v２ ／c２ ，　 　 m ＝
m０

１ － v２ ／c２

其中 V ０ ，m０ 是原立方体的体积和质量 ．

　 　密度

σ ＝
m
V ＝

m０

V ０ （１ － v２ ／c２ ） ＝
σ０

（１ － v２ ／c２ ）
σ０ 为原立方体的密度 ．

15畅15 　要使电子的速率从 １ ．２ × １０
８ m／s增加到 ２ ．４ × １０

８ m／s ，必须做多少
功 ？
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解 　做功等于电子动能的增量 Δ Ek
Δ Ek ＝ （m２ c２ － m０ c２ ） － （m１ c２ － m０ c２ ）

＝ （m２ － m１ ）c２ ＝ m０ c２
１

１ － v２２ ／c２
－

１

１ － v２１ ／c２

＝ ９畅１１ × １０
－３１

× （３ × １０
８
）
２
×

１

１ － ０畅８
２
－

１

１ － ０畅４
２

＝ ４畅７ × １０
－１４

（J）
　 　 15畅16 　求一个质子和一个中子结合成一个氘核时放出的能量（用焦耳和电

子伏特表示） ．已知它们的静止质量分别为

质子

mp ＝ １畅６７２６２ × １０
－２７ kg

中子

mn ＝ １畅６７４９３ × １０
－２７ kg

氘核

mD ＝ ３畅３４３５９ × １０
－２７ kg

　 　解 　静止的能量亏损 ，即为该反应中放出的能量

能量亏损为

Δ E ＝ （mp ＋ mn － mD）c２

＝ （１畅６７２６２ ＋ １畅６７４９３ － ３畅３４３５９） × １０
－２７

× （３ × １０
８
）
２

＝ ０畅３５６ × １０
－１２

（J） ＝ ２畅２３ × １０
６ eV

　 　 15畅17 　太阳的辐射能来自其内部的核聚变反应 ．太阳每秒钟向周围空间辐

射出的能量约为 ５ × １０
２６ J／s ，由于这个原因 ，太阳每秒钟减少多少质量 ？把这个质

量同太阳目前的质量 ２ × １０
３０ kg作比较 ．

解 　太阳每秒钟减少的质量为

Δ m ＝
Δ E
c２ ＝

５ × １０
２６

９ × １０
１６ ＝ ５畅６ × １０

９ kg
它与太阳目前质量 m ＝ ２ × １０

３０ kg之比为
m
Δ m ＝

２ × １０
３０

５畅６ × １０
９ ＝ ０畅３６ × １０

２１

　 　 15畅18 　氢弹利用了聚变反应 ，在该反应中 ，各氢原子核的中子聚变成质量较

大的核 ，每用 １ g氢约损失 ０ ．００６ g静止质量 ．求在这种反应中释放出来的能量与

同量的氢燃烧成水时释放出来的能量的比值 ．已知氢被燃烧时 ，１ g 氢释放出 １ ．３

× １０
５ J的能量 ．

解 　每用 １ g氢释放出的能量为
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Δ E１ ＝ Δ mc２ ＝ ０畅００６ × １０
－３

× （３ × １０
８
）
２
＝ ５畅４ × １０

－１１ J
每 １ g氢燃烧成水释放能量

Δ E２ ＝ １畅３ × １０
５ J

两者之比

Δ E１

Δ E２
＝

５畅４ × １０
１１

１畅３ × １０
５ ＝ ４畅１ × １０

６

　 　 15畅19 　粒子的静止质量为 m０ ，当其动能等于其静能时 ，其质量和动量各等

于多少 ？

解 　动能

Ek ＝ mc２ － m０ c２

当

Ek ＝ m０ c２ 时 m ＝ ２ m０ （１）

由质速度关系有

m ＝
m０

１ －
v
c

２
（２）

动量

p ＝ mv ＝
m０ v

１ －
v
c

２
（３）

由（１）和（２）式得

v ＝
３
２
c

p ＝ ３ m０ c
　 　 15畅20 　一质子（静止质量为 １８４０ me ）以 c／２０ 的速率运动 ．问一电子（静止

质量为 me）在多大速率时才具有与该质子同样多的动能 ？

解 　用 mp 表示质子速度 vp ＝ c
２０
时的质量 ，mp０表示静止质子质量 ，质子动能

Ekp ，有

Ekp ＝ （mp － mp０ ）c２ （１）

mp ＝
mp０

１ － （ vp／c）２
，　 mp０ ＝ １８４０ me （２）

由式（１） 、（２）得 Ekp ＝ ２畅３ me c２

电子速度为 v 时的动能
Eke ＝ mc２ － me c２
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当 Ekp ＝ Eke时 ，有

mc２ ＝ ３畅３０ me c２

则由质速关系可得

v
c ＝ １ －

me
m

２

＝ １ －
１

３畅３０

２

＝ ０畅９５３

所以

v ＝ ０畅９５３ c ＝ ２畅８６ × １０
８ m／s

　 　 15畅21 　 （１）如果要把一个粒子的动能写作
m０ v２
２

，而误差不大于 １％ ，试问这

个粒子的最大速率等于多少 ？

（２）以这个速率运动的电子动能是多少 ？

（３）以这个速率运动的质子动能是多少 ？

（能量均以电子伏为单位）

解 　 （１）依题意有

Ek －
１
２
m０ v２

Ek ＝ １ －

１
２
m０ v２

m０ c２

１ － v２ ／c２
－ m０ c２

≤ １％

令 x ＝ １ －
v
c

２

，
v
c

２

＝ １ － x２ ，上式可写为

１ －
１
２

１ － x２
１
x － １

＝ １ －
x
２
（１ ＋ x） ≤ ０畅０１

即

x２ ＋ x － １畅９８ ≥ ０

x 取正值有

x ＝ １ －
v
c

２

≥ ０畅９９３

v ≤ ０畅１１６ c
满足条件的最大速率为 ０畅１１６ c

（２）以速率 v ＝ ０畅１１６ c运动的电子动能 Ek 为

Ek ＝ （mc２ － me c２ ） ＝ me c２
１

１ － v２ ／c２
－ １

＝ ９畅１１ × １０
－３１

× ９ × １０
１６

×
１

１ － ０畅１１６２
－ １

＝ ０畅５５９ × １０
－１５

（J）
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＝ ３畅４９ × １０
３ eV

　 　 （３）以这个速率运动的质子动能是它的 １８４０倍 ，即 ６畅４２ × １０
６ eV ．

15畅22 　 S′系相对 S系的速率 u ＝ ０畅９９９０ c ，S′系观测者测得电子沿 x′轴的速
度 v′x ＝ ０畅９９９９ c ，试求 S系观测者测得的电子沿 x 轴的速度 ？

解 　由洛伦兹速度变换公式

vx ＝
v′x ＋ u

１ ＋ uv′x ／c２ ＝
０畅９９９９ c ＋ ０畅９９９０ c

１ ＋ ０畅９９９９ c × ０畅９９９０／c２ ＝ １畅０００ c

　 　 15畅23 　 S′系相对 S系的速率 u ＝ ０畅６２ c ，在 S′系测得一粒子沿 x′轴正方向运
动的速率 v′x ＝ ０畅４７ c ．

（１）试求这一粒子相对 S系的速率 ；

（２）如果此粒子以相同速率沿 x′轴负方向运动 ，再求这粒子相对于 S 系的速
度 ，试将这两个结果与用伽利略变换结果进行比较 ．

解 　 （１）由洛伦兹速度逆变换公式有

v x ＝
v′x ＋ u

１ ＋ uv′x ／c２ ＝
０畅４７ c ＋ ０畅６２ c

１ ＋ ０畅６２ c × ０畅４７ c／c２ ＝ ０畅８４ c

若按伽利略变换

v x ＝ v′x ＋ u ＝ ０畅４７ c ＋ ０畅６２ c ＝ １畅１ c
　 　 （２）把 v′x ＝ － ０畅４７ c ，重新按（１）中计算

v x ＝
０畅６２ c － ０畅４７ c

１ － ０畅６２ c × ０畅４７ c／c２ ＝ ０畅２１ c

若按伽利略变换有

v x ＝ － ０畅４７ c ＋ ０畅６２ c ＝ ０畅１５ c
　 　 15畅24 　试利用洛伦兹速度变换证明 ：若 ０ ＜ v′x ＜ c ，０ ＜ u ＜ c ，则 ０ ＜ v x ＜ c ，
即若某物体的速率对一个观察者小于 c ，则对另一个观察者 ，该物体的速率一定也

小于 c ．
证明 　由题意有

v x ＝
v′x ＋ u

１ ＋ v′x u／c２ 　 令 v′x ＝ ac 　 u ＝ bc（c为光速）

且 ０ ＜ a ＜ １ ，０ ＜ b ＜ １ ，则

v x ＝ c a ＋ b
１ ＋ ab

由于

１ ＋ ab － （a ＋ b） ＝ （１ － a）（１ － b） ＞ ０

即

１ ＋ ab ＞ a ＋ b ＞ ０
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所以

a ＋ b
１ ＋ ab ＜ １

即

v x ＜ c
　 　 15畅25 　星系 A 离开我们星系 C的退行速率为 ０ ．３５ c ，相对于星系 C星系 B
正好处于星系 A 的相反方向 ，并以相同的速率 ０ ．３５ c离开我们星系退行 ，试问相

对星系 A
（１）我们星系 C的退行速率多大 ？

（２）星系 B的退行速率多大 ？

解 　取星系 A 为参考系 S′系 ，星系 C为 S系 ，u ＝ ０畅３５ c
（１）星系 C相对于 S系 ，v x ＝ ０ ，相对于 S′系速度为 v′x ，由洛伦兹速度变换公

式

v′x ＝
v x － u

１ － v x u／c２ ＝ － u ＝ － ０畅３５ c

星系 C相对星系 A 的退行速率为 ０畅３５ c ．
（２）星系 B相对星系 C的速度为 v x ＝ － ０畅３５ c ，相对 S′速度为 v′x 有

v′x ＝
v′x － u

１ － v x u／c２ ＝
－ ０畅３５ c － ０畅３５ c

１ ＋ ０畅３５ c × ０畅３５ c ＝ － ０畅６２ c

星系 B相对星系 C的退行速率为 ０畅６２ c ．
15畅26 　飞船以 ０ ．９００ c速率飞离地球 ，它以飞船上 １００ MHz 频率向地球发

回信号 ，试问地面上的接收机频率调谐到多少才能接收此信号 ？

解 　飞船离地球退行 ，产生多普勒红移 ，设飞船上频率为 νo ，地面接收频率为

νe ，u ＝ ０畅９００ c ，β＝ u
c ＝ ０畅９００ ，由多普勒频率公式 ：

νe ＝
１ － β
１ ＋ β

νo ＝
１ － ０畅９００
１ ＋ ０畅９００

× １００ ＝ ３０畅１ （MHz）
　 　 15畅27 　 一光源以速率 v ＝ ０畅１００ c 沿圆周运动 ，并辐射 Na的 D２ 线（λ０ ＝

５８９畅００ nm） ．试问对处于圆心的观察者接收到的此线是否有多普勒频移 ？如果

有 ，Δ λ（Δ λ ＝ λ － λ０ ）等于多少 ？

解 　由于光源和接收器的相对运动垂直于两者联线有

λ０ ＝
１ － β

２

１ ＋ βcosθλ ，　 　 β ＝
v
c ＝ ０畅１００

θ ＝
π
２

所以
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λ ＝
λ０

１ － β
２
＝

５８９畅００

１ － ０畅１００
２
＝ ５９１畅９７ （nm）

Δ λ ＝ λ － λ０ ＝ ５９１畅９７ － ５８９畅００ ＝ ２畅９７ （nm）

　 　 15畅28 　飞船相对地球的退行速度为 ０ ．２０ c ，在飞船尾部发射一束光 ，对飞船

观察者 ，此光呈蓝色 ，问地面监测者收到此光呈何颜色 ？

解 　由于飞船相对地球退行 ，发生多普勒红移效应 ，地面接收到的光比蓝色光

的波长偏长 ，波长的关系为

λ ＝
１ ＋ β
１ － β

λ０ ，　 　 β ＝
０畅２０ c
c ＝ ０畅２０

λ０ 为飞船观察者观察蓝色的波长

λ ＝
１ ＋ ０畅２
１ － ０畅２

λ０ ＝ １畅２２ λ０

因此地面观测者收到此光呈青蓝色 ．

15畅29 　 S′系相对 S系以恒定速度 u１ 运动 ，S″系相对 S′系以恒定速度 u２ 运
动 ，连续两次进行洛伦兹速度变换 ，使我们能先从（ x ，y ，z ，t）过渡到（ x１ ，y１ ，z１ ，

t１ ） ，然后再从（ x１ ，y１ ，z１ ，t１ ）变换到（ x２ ，y２ ，z２ ，t２ ） ．倘若我们取 S″系相对 S 系的
速度为

u ＝
u１ ＋ u２

１ ＋ u１ u２ ／c２

　 　试证明上述相继变换的结果和直接从（ x ，y ，z ，t）变换到（ x２ ，y２ ，z２ ，t２ ）的单
独一次洛伦兹变换给出的结果是相同的 ．

证明 　由（ x ，y ，z ，t）过渡到（ x１ ，y１ ，z１ ，t１ ）的有

x１ ＝
x － u１ t
１ － u２１ c２

y１ ＝ y 　 　 z１ ＝ z

t１ ＝

t － u１
c２ x

１ － u２１ ／c２

由（ x１ ，y１ ，z１ ，t１ ）变换到（ x２ ，y２ ，z２ ，t２ ）时有

x２ ＝
x１ － u２ t１
１ － u２２ ／c２

y２ ＝ y１ ＝ y
z２ ＝ z１ ＝ z
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t２ ＝

t１ －
u２
c２ x１

１ － u２２ ／c２

把 x１ 和 t１ 的表达式代入 x２ 和 t２ 的表达式得

x２ ＝

x － u１ t
１ － u２１ ／c２

－ u２
t － u１

c２ x

１ － u２１ ／c２

１ － u２２ ／c２
＝

１ ＋
u１ u２
c２ x － （u１ ＋ u２ ） t

（１ － u２１ ／c２ ）（１ － u２２ ／c２ ）

＝

x －
u１ ＋ u２

１ ＋ u１ u２ ／c２ t

（１ － u２１ ／c２ ）（１ － u２２ ／c２ ）
（１ ＋ u１ u２ ／c２ ）２

＝

x －
u１ ＋ u２

１ ＋ u１ u２ ／c２ t

１ －
u１ ＋ u２

１ ＋ u１ u２ ／c２ c
２

＝
x － ut
１ － u２ ／c２

t２ ＝

t － u１
c２ x

１ － u２１ ／c２
－
u２
c２

x － u１ t
１ － u２１ ／c２

１ － u２２ ／c２
＝

t － u１
c２ x －

u２
c２ x ＋

u１ u２
c２ t

（１ － u２１ ／c２ ）（１ － u２２ ／c２ ）

＝

t １ ＋
u１ u２
c２ －

u１ ＋ u２
c２ x

（１ － u２１ ／c２ ）（１ － u２２ ／c２ ）
＝

t － u１ ＋ u２
１ ＋ u１ u２ ／c２ c２ x

（１ － u２１ ／c２ ）（１ － u２２ ／c２ ）
（１ ＋ u１ u２ ／c２ ）２

＝

t － u
c２ x

１ － u２ ／c２

　 　和直接由 S″变换到 S 的结果相同 ，直接按相对速度 u由 S″变换到 S 的结果
为

x２ ＝
x － ut
１ － u２ ／c２

y２ ＝ y
z２ ＝ z

t２ ＝

t － u
c２ x

１ － u２ ／c２
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第 16章 　 量子物理基础

一 、基本内容和主要公式

1 ．黑体辐射

　 　斯特藩 玻耳兹曼定律

MB（T） ＝ σT４
，　 其中 σ ＝ ５畅６７ × １０

－８ Wm －２K －４

　 　维恩位移定律

Tλm ＝ b
其中 b ＝ ２畅８９７ × １０

－ ３m·K
2 ．普朗克量子假设和辐射公式

能量子

ε ＝ hν
其中 h为普朗克常数 ，其值为 h ＝ ６畅６３ × １０

－ ３４ Js ．
辐射公式

MBλ（ T ） ＝
２π hc２ λ－５

ehc／λK T － １

3 ．光电效应

遏止电压 Ua和光电子的最大初动能关系为

１
２
mv２m ＝ eUa

　 　光电效应方程

hν ＝ A ＋
１
２
mv２m

　 　红限频率

ν０ ＝ A ／h
4 ．光的波粒二象性（爱因斯坦光子理论）

ε ＝ mc２ ＝ hν

p ＝ mc ＝
h
λ

m０ ＝ ０

其中 m０ 为光子的静止质量 ，m 为光子的动质量 ．
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5 ．康普顿效应

Δ λ ＝
２ h
m０ csin２

θ
２

其中 θ为散射角 ，m０ 为粒子的静止质量 ．

6 ．氢光谱和玻尔的基本假设

～ν ＝
１
λ

＝ RH １

m２ －
１

n２ 　 （n ＞ m）

L ＝ mv r ＝ n h
２π

　 （n ＝ １ ，２ ，３ ，⋯ ）

ν ＝
| Ek － En |

h
7 ．波粒二象性 ，不确定关系

德布罗意波

λ ＝
h
p ＝

h
mv

　 　不确定关系

Δ xΔ p ≥ h－／２ 　 　 Δ EΔ t ≥ h－／２
8 ．波函数和薛定谔方程

波函数 ψ应满足的三个条件 ：单值 、有限 、连续 ．

定态薛定谔方程

Δ
２
ψ ＋

２ m
h－２ （E － V ）ψ ＝ ０

9 ．电子自旋和四个量子数

电子自旋

S ＝ s（s ＋ １） h－ ，　 　 s ＝
１
２

Sz ＝ ms h－ ，　 　 ms ＝ ±
１
２

　 　原子核外电子可用四个量子数描述

主量子数 ：　 n ＝ ０ ，１ ，２ ，３ ， ⋯

副量子数（角量子数） l ：l ＝ ０ ，１ ，２ ，⋯ ，n － １

磁量子数 ：　 ml ＝ ０ ，± １ ，± ２ ，⋯ ，± l

自旋磁量子数 ：ms ＝ ±
１
２

二 、典型例题

16唱1 　太阳辐射到地球大气层外表面单位面积的辐射能量 I０ ，称为太阳常
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量 ，实际测得其值为 I０ ＝ １畅３５ kW／m２
，太阳平均半径 R ＝ ６畅９６ × １０

８ m ，日地距离

为 r ＝ １畅５０ × １０
１１ m ，把太阳近似当作黑体 ，试由太阳常量估计太阳表面的温度 ．

解 　把太阳当作黑体 ，由斯特藩 －玻耳兹曼定律可以求出太阳的总辐射功率

σT４
·４π R２

，其中 R ＝ ６畅９６ × １０
８ m ．

由于地球大气层外表面上的面积元 Δ S 接收到的是在立体角 Δ S ／ r２ 之内的
太阳辐射 ，它就等于太阳常量乘以 Δ S ，因此有

σT４
４πR２ Δ S／ r２

４π
＝ I０ Δ S

T ＝

４

I０ r２
σR２ ＝

４

１畅３５ × １０
３
× （１畅５０ × １０

１１
）
２

５畅６７ × １０
－８

× （６畅９６ × １０
８
）
２ ＝ ５畅７７ × １０

３
（K）

说明 　本题是斯特藩 玻耳兹曼定律的应用题 ，人们可以通过测量太阳辐照到地球

表面的辐射能量来估算太阳的温度 ，用这种方法可以估算许多高温物体的温度 ．常

用的辐射高温计 ，就是根据此原理制成的 ．

16唱2 　在加热黑体的过程中 ，其单色辐射强度最大值所对应的波长由 ０ ．６９

μm变化到 ０畅５０ μm ，总辐射强度增加了几倍 ．

解 　由维恩位移定律 ：Tλm ＝ b可得到两黑体的温度之比
T２

T１
＝

λm１

λm２

　 　又根据斯特藩 －玻耳兹曼定律 E０ （T）＝ σT４ 可知

E０ （ T２ ）

E０ （ T１ ）
＝

T２

T１

４

＝
λm１
λm２

４

＝
０畅６９
０畅５０

４

＝ ３畅６３（倍）

说明 　维恩位移定律指出 ：绝对黑体的峰值波长 λm 和黑体绝对温度 T 的乘积是
个常数 ．因此可以通过测量黑体的峰值波长变化来求黑体的温度变化 ，再根据斯特

藩 －玻耳兹曼定律估算黑体的辐射能量 ．

16唱3 　试证在光电效应过程中必须有第三者原子核参加 ．（若把光电效应过

程假设为只有光子与静止的自由电子参加 ，没有第三者原子核参加 ，光子与电子作

用后消失 ，产生光电子 ．则此假设过程中 ，能量守恒和动量守恒两者不可能同时满

足）

证明 　若光电效应过程只有光子和电子相互作用 ，作用前后能量守恒 ，有

hν ＝ （m － m０ ）c２ ＝
１

１ － u２ ／c２
－ １ m０ c２

其中 hν为光子能量 ．m０ 为光电子的静质量

则光子和光电子的动量分别为

pγ ＝
hν
c ＝

１

１ － u２ ／c２
－ １ m０ c

·４８３·



pe ＝ mu ＝
１

１ － u２ ／c２
m０ u

比较两式有

pγ ＝ １ － １ － u２ ／c２ c
u pe ＝ １ － １ ＋

１
２

u２
c２ － ⋯

c
u pe

＝
１
２

u
c pe ＜ pe

即若能量守恒 ，动量就不守恒 ，能量守恒和动量守恒不能同时满足 ，说明实际的光

电效应过程中 ，必有第三者原子核参加 ．

说明 　在微观粒子的相互作用过程 ，能量守恒和动量守恒必须同时成立 ，可以以此

为必要条件去推测相互作用的过程 ，本题就是一例 ．

16唱4 　光子的康普顿散射中 ，散射角 φ ＝ ９０° ，试求下列辐射光子能量变化的

百分数 ；

（a）在微波范围内 ，取 λ ＝ ３畅０ cm
（b）可见光范围内 ，取 λ ＝ ５０００ 樻

（c）在 x 线范围内 ，取 λ ＝ １畅００ 樻

（d）γ线范围内 ，γ光子能量取 １畅０ Mev
解 　光子能量的损失等于电子获得的动能

Δ E ＝ hν － hν′ ＝ h c
λ

－ h c
x ＋ Δ λ

＝ h c
λ
·

Δ λ
λ ＋ Δ λ

＝ E Δ λ
λ ＋ Δ λ

所以

Δ E
E ＝

Δ λ
λ ＋ Δ λ

而

Δ λ ＝
h

m０ c（１ － cos φ） ＝ ２畅４３ × １０
－１２

（m）

　 　 （a）λ ＝ ３畅０ cm时 ，
Δ E
E ＝

２畅４３ × １０
－ １２

３畅００ × １０
－ ２

＋ ２畅４３ × １０
－ １２ ＝ ８畅１ × １０

－ ９
％

（b）λ ＝ ５０００樻 时 ，
Δ E
E ＝

２畅４３ × １０
－ １２

５０００ × １０
－ １０

＋ ２畅４３ × １０
－ １２ ＝ ４畅９ × １０

－ ４
％

（c）λ ＝ １畅００樻 时 ，
Δ E
E ＝ ２畅４％

（d）λ ＝ hc
E０

＝
６畅６３ × １０

－ ３４
× ３ × １０

８

１畅０ × １０
６
× １畅６ × １０

－ １９ ＝ １畅２４ × １０
－ １２

（m）

Δ E
E ＝

２畅４３ × １０
－１２

１畅２４ × １０
－１２

＋ ２畅４３ × １０
－１２ ＝ ６６％

说明 　在微波及可见光范围内 ，康普顿效应不明显 ，只有在 X射线 ，低能 γ射线范
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围内 ，康普顿效应才明显 ．

16唱5 　试想以万有引力结合在一起的电子和质子形成一个“原子” ，利用玻尔

原子模型计算这样一个原子中电子的基态轨道半径 ，在此模型中万有引力代替了

库仑静电引力 ．

解 　这类原子的电子运动方程为

G Mm
r２ ＝ m v２

r ，　 　 v２ ＝ G M
r

　 　动能为

Ek ＝
１
２
mv２ ＝

１
２
G mM

r
　 　势能为

U ＝ － G Mm
r

　 　总能量为

E ＝ Ek ＋ U ＝ －
１
２
G Mm

r
　 　角动量为

L ＝ mv r ＝ m G M
r r ＝ m GMr

　 　令

L ＝ n h
２π

，　 则 　 m GMr ＝ n h
２π

可解得

r ＝ n２ h２
４π

２ ·
１

m２ GM
　 　取 n ＝ １可计算得

r ＝
h２
４π

２ ·
１

m２ GM

＝
（６畅６３ × １０

－３４
）
２

４ × ３畅１４
２
× （９畅１１ × １０

－３１
）
２
× ６畅６７ × １０

－１１
× １畅６７ × １０

－２７

＝ １畅２ × １０
２９
（m）

说明 　本题的求解过程是半经典量子理论分析问题的一般方法 ：按经典力学求粒

子的能量和角动量 ，给角动量加以量子化条件 ，从而得到轨道和能量的量子化形

式 ，这种半经典方法在实际中经常用到 ．本题的结论说明引力不是质子和电子的主

要相互作用力 ．

16唱6 　已知原子核的线度 d ＝ １畅４ × １０
－ １４ m ，假设原子核中存在电子 ，估算核

内电子的最小容许能量 ，并和质子和中子结合在核内的几兆电子伏的能量相比较 ，
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据此判别在核内有无电子 ？

解 　由势阱中粒子能级公式 En ＝ n２ h２
８ ma２ ，当 n ＝ １时相应于最小允许能量

值 ，可求得原子核中电子的最小能量

E１ ＝
（６畅６３ × １０

－３４
）
２

８ × ９畅１１ × １０
－３１

× （１畅４ × １０
－１４

）
２ ＝ ３畅１ × １０

－１０
（J）

＝ １畅９ × １０
９eV ＝ １畅９ × １０

３ MeV
　 　因此原子核中若有电子 ，则其能量比原子核结合能高得多 ，所以电子在原子核

内不可能存在 ．

说明 　求解一维无限深势阱问题是应用定态薛定谔方程的典型问题 ，本题直接把

电子在原子核中看作电子在一维无限深势阱模型处理 ，直接利用此模型的能级公

式 ，估算原子核中电子的最低能量和实验得到的原子核结合能相比较 ，从而判别原

子核中电子能否存在 ．这种将复杂情况简化为一定理想模型是理论分析的一种重

要方法 ．

16唱7 　一维运动的粒子处在下列波函数描述状态

ψ（ x） ＝ A xe－ λx
　 　 （ x ≥ ０）

ψ（ x） ＝ ０ 　 　 　 　 （ x ≤ ０）

其中 λ ＞ ０ ，试求 ：

（１）归一化因子 A
（２）粒子按坐标的概率分布

（３）在何处找到粒子的概率最大

解 　 （１）由波函数的归一化条件 ，有

∫
＋ ∞

－ ∞
ψ（ x） ２

· d x ＝ ∫
＋ ∞

０
A ２ x２e－２ λx

· d x ＝
A ２

４ λ
３ ＝ １

得

A ＝ ２ λ
３

即为波函数的归一化因子 ，归一化波函数为

ψ（ x） ＝ ２ λ
３ xe－ λx

（x ≥ ０）

ψ（ x） ＝ ０ （x ≤ ０）

　 　 （２）粒子按坐标的概率分布为

ρ（ x） ＝ ψ（x） ２
＝ ４ λ

３ x２e－２ λx
（ x ≥ ０）

ρ（ x） ＝ ０ （ x ≤ ０）

　 　 （３）由在 x ≥ ０范围内的极值条件 dρ（ x）／d x ＝ ０可得

４ λ
３
［２ xe－２ λx

＋ x２ （－ ２ λ）e－２ λx
］ ＝ ０
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即 x（１ － λx） ＝ ０ ，　 x ＝ ０或 x ＝
１
λ

　 　在 x ＝ ０处 ，ρ（ x ） ＝ ０概率最小 ；在 x ＝ １
λ
处 ，找到粒子的概率最大 ρ

１
λ

＝

４ λe － ２
．

说明 　由于波函数一定满足归一化条件 ，因此 ，由归一化条件可以确定波函数中的

待定常数 ，再由归一化波函数求概率分布及概率最大位置处 ．

16唱8 　若钠黄光谱线（λ ＝ ５８９ nm）的自然宽度为 Δ ν／ν ＝ １畅６ × １０
－ ８

，试问钠

原子相应的激发态的平均寿命约为多少 ？

解 　由不确定关系可得 ，该激发态的平均寿命为

Δ t ≈ h－
２Δ E ＝

h－
２ hΔ ν ＝

λ
４π（Δ ν／ν）c

＝
５８９ × １０

－９

４ × ３畅１４ × １畅６ × １０
－８

× ３ × １０
８ ＝ ９畅８ × １０

－９
（s）

说明 　由光波的频率宽度或波长自然宽度可以知道能量的不确定范围 ，根据不确

定关系就可知发光原子激发态的平均寿命 ．

三 、习题详解

16畅1 　选择题
　 　 （１）半径为 ２５０ mm的球 ，表面涂有黑油烟 ，在表面温度 T ＝ １５００ K 时 ，其辐

射功率为（C）
（A）１５０ kW 　 　 （B）２００ kW 　 　 （C）２４５ kW 　 　 （D）３１０ kW
（２）普朗克恒量的量纲是（A）

（A）kg·m２
·s － １

　 　 （B）kg·m２
·s － ２

　 　 （C）kg·m·s － １
　 　 （D）kg·m·s

（３）已知单色光照射在钠表面上 ，测得光子的最大动能是 １ ．２ eV ，而钠的波长

红限为 ５４０ nm ，则入射光的波长应为（D）
（A） ５３５ nm 　 　 （B） ５００ nm 　 　 （C） ４３５ nm 　 　 （D）３５５ nm
（４）关于光电效应和康普顿效应中电子与光子的相互作用过程 ，下列哪些说

法是正确的（AC）
（A）两种效应中电子和光子的相互作用都服从动量守恒定律和能量守恒定律
（B）两种效应中电子和光子相互作用都是弹性碰撞过程
（C）光电效应中电子吸收光子能量 ，康普顿效应中光子与电子发生弹性碰撞

（５）一个光子和一个电子具有相同的波长 ，则（C）
（A）光子具有较大的动量 　 　 　 　 靠（B）电子具有较大的动量
（C）电子与光子的动量相等 （D）电子和光子的动量不确定
（６）由氢原子理论可知 ，当氢原子处于 n ＝ ３的激发态时 ，可发射（C）
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（A）一种波长的光 （B）两种波长的光
（C）三种波长的光 （D）各种波长的光
（７）卢瑟福 α粒子实验证实了（E） ；斯特恩 盖拉赫实验证实了（F） ；康普顿效

应证实了（A） ；戴维逊 革末实验证实了（D）
（A）光的量子性 （B）玻尔的能级量子化假设
（C）X射线的存在 （D）电子的波动性
（E）原子的有核模型 （F）原子的自旋磁矩取向量子化

图 １６畅１（８）

（８）粒子在一维无限深方势阱中运动 ，

图示为粒子在某一能态上的波函数 ψ（ x ）的
曲线 ，概率密度最大的位置是（C）

（A） a
２

（B） １
６
a ，

５
６
a

（C） １
６
a ，

１
２
a ，

５
６
a

（D）０ ，
１
３
a ，

３
２
a ，a

16畅2 　填空题

（１）如图所示 ，直线段 PM 表示光电子的动能 皛 耾１
２
mv２ 与入射光频率 ν的变化

关系 ，则图中 皛 � MN／QN段的比值可确定普朗克常数 ； 皛 � OQ 段的值可以表示红限 ．

图 １６畅２（１）

（２）在康普顿效应中 ，波长为 λ０ 的入射光

子与静止的自由电子碰撞后反向弹回 ，而散射

光子的波长为 λ ，反冲电子获得的动能为

hc １
λ０

－
１
λ

．

（３）为了获得德布罗意波长为 ０ ．１ nm的电
子 ，按非相对论效应计算 ，需要 皛 莦１畅５１ × １０

２ V 的
加速电压 ．

（４）普朗克恒量用 皛 洽eV·fs为单位表示 ，应为 皛 洽４ ．１４ eV·fs ．
（５）光子能量 E用 eV 为单位 ，波长 λ用 nm 为单位 ，则光子能量与波长之间

关系为 皛 孺E ＝ １２４０／λ

（６）一个离开质子相当远的电子以 ２ eV 的动能向质子运动 ，并被质子束缚形

成一个基态氢原子 ，在该过程中发出的光波的波长为 皛 �*７９ ．７ nm ．

（７）描述粒子运动的波函数为 ψ（ r ，t） ，则 ψψ
倡表示 皛 守t时刻粒子在 r（x ，y ，z ）处
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皛 鉮

出现的概率密度 ，ψ（ r ，t）需要满足的条件为 皛 � 单值 、有限 、连续 ；其归一化条件是

皛 厄蹿 | ψ | ２d xd yd z ＝ １ ．

（８）按量子力学理论 ，若氢原子中电子的主量子数 n ＝ ３ ，那么它的轨道角动量

可能有 皛 竢３个取值 ；若电子的角量子数 l ＝ ２ ，则电子的轨道角动量在磁场方向的分量

可能取的各个值为 皛 �/０ ，± h－ ，± ２ h－ ．

16畅3 　半径为 R ＝ ２８０ mm 的薄壁空心球的表面上有一半径为 r ＝ ２畅８ mm
的小圆孔 ，球的温度为 T ＝ １１００ K ，试求 ：

（１）小圆孔在 １ h内辐射的能量 ．

（２）多大的一个可认为黑体的球表面 ，在相同温度 ，一小时内能辐射相同的能

量 ．

解 　 （１）空腔器壁上开一小孔的辐射可以看作黑体辐射 ，辐出度 MB （ T ） ＝
σT４

，小孔的面积近似为圆孔面积

s ＝ π r２ ＝ ３畅１４ × （２畅８ × １０
－３
）
２
＝ ２畅４６ × １０

－５m２

单位时间内小孔辐射的能量

ρ ＝ MB （T ）S ＝ ５畅６７ × １０
－８

× （１１００）
４
× ２畅４６ × １０

－５
＝ ２畅０４（W）

一小时内辐射能量

E ＝ ρ × ３６００ ＝ ７畅３４ × １０
３ J

　 　 （２）要使黑体球表面辐射的能量和空腔小孔辐射能量相同 ，由于时间和温度条

件相同 ，因此只要辐射面积相同就行 ，即

S ＝ ４π r２１ ＝ π r２

r１ ＝
r
２

＝ １畅４ mm
r１ 即为黑体球面的半径 ．

16畅4 　从钼中移出一个电子需要 ４畅２ eV 的能量 ．用波长为 ２００ nm的紫外光
投射到钼的表面上 ，求 ：

（１）光电子的最大初动能 ；

（２）遏止电压 ；

（３）钼的红限波长 ．

解 　入射光子的能量

hν ＝
hc
λ

＝
６畅６３ × １０

－３４
× ３ × １０

８

２００ × １０
－９ ＝ ９畅９５ × １０

－１９ J ＝ ６畅２ eV
　 　 （１）光子的最大初动能为

１
２
mv２m ＝ hν － A ＝ ６畅２ － ４畅２ ＝ ２畅０ eV ＝ ３畅２ × １０

－１９ J
·０９３·



　 　 （２）遏止电压

Ua ＝
１
e

１
２
mv２m ＝ ２畅０ V

　 　 （３）钼的红限频率 ν０ ＝
A
h ，红限波长 λ０ ＝

c
ν０

＝
hc
A

λ０ ＝
６畅６３ × １０

－３４
× ３ × １０

８

４畅２ × １畅６ × １０
－１９ ＝ ２畅９６ × １０

－７ m ＝ ２９６ nm
　 　 16畅5 　锂的光电效应红限波长 λ０ ＝ ０畅５０ μm ，求 ：

（１）锂的电子逸出功 ；

（２）用波长 λ ＝ ０畅３３ μm的紫外光照射时的遏止电压 ．

解 　 （１）锂的逸出功

A ＝ hν０ ＝ h c
λ０

＝
６畅６３ × １０

－３４
× ３ × １０

８

０畅５ × １０
－６ ＝ ３畅９８ × １０

－１９
（J） ＝ ２畅４９ eV

　 　 （２）波长为 ０ ．３３ μm的光子能量
hν ＝

hc
λ

＝
６畅６３ × １０

－３４
× ３ × １０

８

０畅３３ × １０
－６ ＝ ６畅０３ × １０

－１９
（J） ＝ ３畅７７ eV

遏止电压

Ua ＝
１
e

１
２
mv２m ＝

１
e （hν － A ） ＝

１
e （３畅７７eV － ２畅４９eV） ＝ １畅２８ V

　 　 16畅6 　测得投射在某种金属上的光波波长 λ和相应遏止电压 Ua 的数据如

下 ：

λ／nm 　 　 F２５３ ．６ 　 　 ,２８３ ．０ 　 　  ３０３ ．９ 　 　 �３３０ ．２ 　 　 揶３６６ ．３ 　 　 哪４３５ ．８

Ua／V 　 　２ ．６０ 　 　 ２ ．１１ １ ．８１ １ ．４７ １ ．１０ ０ ．５７

（１）在坐标纸上作出 Ua唱ν图线 ；

（２）利用图线求出该金属的光电效应红限频率和波长 ；

（３）利用图线求出普朗克常数 ．

解 　由 ν＝
c
λ
求出和 Ua的对应关系

λ／nm 　 　 　 膊２５３ ．６ 　 　 槝２８３ ．０ 　 　 ~３０３ ．９ 　 　 d３３０ ．２ 　 　 J３６６ ．３ 　 　 0４３５ ．８

ν／１０
１４Hz １１ ．８ １０ ．６ ９ ．８７ ９ ．０９ ８ ．１９ ６ ．８８

Ua（ν） ２ ．６０ ２ ．１１ １ ．８１ １ ．４７ １ ．１０ ０ ．５７

（１）Ua ν图线如图所示

（２）由 Ua唱ν图线可知截止频率

ν０ ＝ ５畅５３ × １０
１４ Hz

故红限波长为

λ０ ＝
c
ν０

＝
３ × １０

８

５畅５３ × １０
１４ ＝ ０畅５４２ × １０

－６
＝ ０畅５４２ μm
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图 １６畅６

　 　 （３） Ua ＝
１
e （hν － hν０ ） ＝

h
e ν －

h
e ν０

Δ Ua ＝
h
e Δ ν ，　 　 h ＝

Δ Ua
Δ ν

e
其中

Δ Ua
Δ ν
为 Ua － ν图线的斜率 k ，

k ＝
Δ Ua
Δ ν

＝
１畅８５ － ０

（１０ － ５畅５３） × １０
１４ ＝ ４畅１３ × １０

－１５Vs
h ＝ e · k ＝ １畅６ × １０

－１９
× ４畅１３ × １０

－１５
＝ ６畅６１ × １０

－３４J · s
　 　 16畅7 　 一光子的能量等于电子静能 ，计算其频率 、波长和动量 ．在电磁波谱

中 ，它属于哪种射线 ？

解 　电子静能

E０ ＝ m０ c２ ＝ ９畅１１ × １０
－３１

× ９ × １０
１６

＝ ８畅２０ × １０
－１４

（J）
则光子

ν ＝
E０

h ＝
８畅２０ × １０

－１４

６畅６３ × １０
－３４ ＝ １畅２４ × １０

２０
（Hz）

λ ＝
c
ν

＝
hc
E０

＝
６畅６３ × １０

－３４
× ３ × １０

８

８畅２０ × １０
－１４ ＝ ２畅４２ × １０

－１２
（m）

它属于 γ射线

p ＝
h
λ

＝
E０

c ＝
８畅２０ × １０

－１４

３ × １０
８ ＝ ２畅７３ × １０

－２２
（kg · m／s）

　 　 16畅8 　求下列各种射线光子的能量 、动量和质量 ：

（１）λ ＝ ０畅７０ μm的红光 ；

（２）λ ＝ ０畅０２５ nm的 X射线 ；

（３）λ ＝ １畅２４ × １０
－ ３ nm的 γ射线 ．

解 　光子的能量
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E ＝ hν ＝
hc
λ

　 　动量

p ＝
h
λ

　 　质量

mφ ＝
p
c ＝

h
λc

　 　 （１）对 λ ＝ ０畅７０ μm的红光光子 ：

E ＝ ２畅８４ × １０
－１９ J ＝ １畅７８ eV

p ＝ ９畅４７ × １０
－２８ kg · m／s

mφ ＝ ３畅１６ × １０
－３６ kg

　 　 （２）对 λ ＝ ０畅０２５ nm的 X射线光子 ：

E ＝ ７畅９６ × １０
－１５ J ＝ ４畅９８ × １０

４ eV
p ＝ ２畅６５ × １０

－２３ kg · m／s
mφ ＝ ８畅８４ × １０

－３２ kg
　 　 （３）λ ＝ １畅２４ × １０

－ ３nm的 γ射线光子 ：

E ＝ １畅６０ × １０
－１３ J ＝ １０

６ eV
p ＝ ５畅５３ × １０

－２２ kg · m／s
mφ ＝ １畅７８ × １０

－３０ kg
　 　 16畅9 　在天体物理中 ，一条重要辐射线的波长为 ２１ cm ，问这条辐射线相应的

光子能量等于多少 ？

解 　光子能量

E ＝ hν ＝ h c
λ

＝
６畅６３ × １０

－３４
× ３ × １０

８

２１ × １０
－２ ＝ ０畅９５ × １０

－２４
（J）

＝ ０畅５９ × １０
－５ eV

即辐射线相应的光子能量为 ０畅５９ × １０
－ ５ eV ．

16畅10 　问太阳辐射光子的速率为多大 ？为简单计 ，假设太阳发射的是 λ ＝

５５０ nm的单色光 ，单位时间辐射能量为 ９ × １０
２６ J ．

解 　设太阳辐射光子的速率为 n ，每个光子的能量

E ＝ hν ＝ h c
λ

单位时间内辐射的能量

W ＝ nE ，　 n ＝
W
E ＝

Wλ
hc
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n ＝
９ × １０

２６
× ５５０ × １０

－９

６畅６３ × １０
－３４

× ３ × １０
８ ＝ ２畅４９ × １０

４５
（个 ／s）

　 　 16畅11 　 １９６０年第 １１届国际计量大会曾决定 ，１ m 等于８６Kr的 ２p１０和 ５d５ 能
级间跃迁辐射在真空中的 １ ，６５０ ，７６３ ．７３个波长 ，这条辐射线相应的光子能量等于

多少 ？

解 　辐射线的波长

λ ＝
１

１６５０７６３畅７３
＝ ６畅０５７８０２１ × １０

－７
（m）

　 　辐射线的能量

E ＝ hν ＝ h c
λ

＝ ６畅６３ × １０
－３４

×
３ × １０

８

６畅０５８ × １０
－７

＝ ３畅２８ × １０
－１９

（J） ＝ ２畅０５ eV
　 　 16畅12 　一波长 λ１ ＝ ２００ nm 的紫外光源和一波长 λ２ ＝ ７００ nm 的红外光源 ，

两者的功率都是 ４００ W ，问 ：（１）哪一个光源单位时间内产生的光子多 ？ （２）单位时

间内产生的光子数等于多少 ？

解 　 （１）光子的能量

E ＝ hν ＝ h c
λ

设光源单位时间内产生的光子数为 n
则光源的功率

w ＝ nE ＝
nhc
λ

，　 　 n ＝
wλ
hc

w 相同时 ，λ越大 ，n越大 ，而 λ２ ＞ λ１ ，所以红外光源产生的光子多 ．

（２）红外光源

n２ ＝
wλ
hc ＝

４００ × ７００ × １０
－９

６畅６３ × １０
－３４

× ３ × １０
８ ＝ １畅４０８ × １０

２１
（个 ／s）

对紫外光

n１ ＝
４００ × ２００ × １０

－９

６畅６３ × １０
－３４

× ３ × １０
８ ＝ ０畅４０２ × １０

２１
（个 ／s）

　 　 16畅13 　波长 λ ＝ ０畅０７０８ nm的 X射线在石蜡上受到康普顿散射 ，求在 π
２
和 π

方向上散射 X射线的波长 ．

解 　康普顿波长偏移公式

Δ λ ＝
２ h
m０ csin２ θ

２

θ ＝
π
２
时
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Δ λ ＝
２ × ６畅６３ × １０

－３４

９畅１１ × １０
－３１

× ３ × １０
８ sin２ π

４
＝ ０畅００２４ （nm）

λ ＝ λ０ ＋ Δ λ ＝ ０畅０７０８ ＋ ０畅００２４ ＝ ０畅０７３２ （nm）

θ＝ π时

Δ λ ＝
２ × ６畅６３ × １０

－３４

９畅１１ × １０
－３１

× ３ × １０
８ × sin２ π

２
＝ ０畅００４８ （nm）

λ ＝ λ０ ＋ Δ λ ＝ ０畅０７５６ nm
　 　 16畅14 　一光子与自由电子碰撞 ，电子可能获得的最大的能量为 ６ keV ，求入

射光子的波长和能量（用 J和 eV） ．

解 　光子反向弹回时（θ＝ π） ，电子将获得最大的能量

Δ λ ＝
h

m０ csin２
θ
２

＝
２ × ６畅６３ × １０

－３４

９畅１１ × １０
－３１

× ３ × １０
８ sin２ θ

２
＝ ０畅００４８ （nm）

电子获得的能量

Ek ＝ hν － hν′ ＝ hc １
λ０

－
１

λ０ ＋ Δ λ
＝

hcΔ λ
λ０ （λ０ ＋ Δ λ）

整理后得

λ
２
０ ＋ λ０ Δ λ －

hcΔ λ
EK ＝ ０

解得入射光波长

λ０ ＝ －
Δ λ
２

＋
Δ λ
２

２

＋
hcΔ λ
EK

其中

Ek ＝ ６ keV ，　 Δ λ ＝ ０畅００４８ nm
得

λ０ ＝ ０畅００７８６ nm
入射光子能量

E ＝
hc
λ０

＝ ２畅５３ × １０
－１４J ＝ １５８ keV

　 　 16畅15 　已知 X 光光子能量为 ０畅６０ MeV ，在康普顿散射后波长改变了 ２０％ ，

求反冲电子获得的能量和动量大小 ．

解 　由题意

hν０ ＝ ０畅６０ MeV ，　 　 λ ＝ １畅２ λ０

故反冲电子获得的能量为

Ek ＝ hc １
λ０

－
１
λ

＝
hc
λ０

１ －
１
１畅２

＝
１
６

hc
λ０

＝ ０畅１０ MeV ＝ １畅６ × １０
－１４ J
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由相对论能量和动量关系有

p２ c２ ＝ E２
－ m２

０ c４ ＝ E２
－ E２

０

p ＝
E２

－ E２
０

c
且 E ＝ E０ ＋ Ek

E０ ＝ m０ c２ ＝ ９畅１１ × １０
－３１

× ９ × １０
１６

＝ ８畅２ × １０
－１４

（J）
所以

p ＝
Ek（Ek ＋ ２ E０ ）

c ＝
１畅６ × （１畅６ ＋ ２ × ８畅２） × １０

－１４

３ × １０
８

＝ １畅７９ × １０
－２２

（kg · m／s）
　 　 16畅16 　用相对论力学方法 ，通过分析光子与自由电子碰撞 ，证明光子不可能

将其能量全部转移给电子 ．

证明 　设自由电子静止质量为 m０ ，它与光子碰撞后吸收光子 ，然后以速度 v２
运动 ，电子碰前速度为 v１ ，碰前电子和光子的夹角为 θ１ ，碰后为 θ２ ，如图 １６畅１６所

示

图 １６畅１６

由碰撞时动量守恒得

hν
c ＋ m１ v１cosθ１ ＝

m０ v２
１ － （ v２ ／c）２

cosθ２ （１）

m１ v１sinθ１ ＝
m０ v２

１ － （v２ ／c）２
sinθ２ （２）

由式（１）和（２）消去 θ２ ，解出

v２ ＝ c h２ ν２ ＋ m２
１ v２１ c２ ＋ ２ hνcm１ v１cosθ１

m２
０ c４ ＋ h２ ν２ ＋ m２

１ v２１ c２ ＋ ２ hνcm１ v１cosθ１
又由能量守恒有
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hν ＋ m１ c２ ＝
m０

１ － （ v２ ／c）２
· c２

v２ ＝
c h２ ν２ ＋ （m２

１ － m２
０ ）c４ ＋ ２ hνm１ c２

hν ＋ m１ c２

　 　可见由此两条件得到的电子碰后速度不相等 ，这说明光子不可能把自己的能

量全部转移给电子 ．

16畅17 　子弹质量 m ＝ ４０ g ，速率 v ＝ １００ m／s ，试问 ：

（１）与子弹相联系的物质波长等于多少 ？

（２）为什么子弹的物质波性不能通过衍射效应显示出来 ？

解 　 （１）子弹的动量

p ＝ mv ＝ ４０ × １０
－３

× １００ ＝ ４ （kg · m／s）
与子弹相联系的德布罗意波长

λ ＝
h
p ＝

６畅６３ × １０
－３４

４
＝ １畅６６ × １０

－３４
（m）

　 　 （２）由于子弹的物质波的波长的数量级为 １０
－ ３４ m ，比原子核的大小（约 １０

－ １４

m）还小得多 ，因此不能通过衍射效应显示出来 ．

16畅18 　解释下列概念 ：定态 、基态 、激发态 、量子化条件 、发射 、吸收 ．

定态 ：原子处于一系列具有不连续能量的稳定状态 ，处于这些状态的原子中的

电子不辐射能量 ．

基态 ：原子处于能量的最低状态 ，即能量子数 n ＝ １的稳定态叫基态 ．

激发态 ：原子能量子数 n ＝ ２ ，３ ，⋯的各定态 ．

量子化条件 ：指物理量的离散化条件 ，即某物理量（如角动量）是某一基本单元

的整数倍条件（决定原子系统可能存在的各种定态的条件） ．

发射 ：原子由高能态向低能态跃迁时 ，放出光子的过程 ．

吸收 ：原子由低能态获得能量跃迁到高能态的过程 ．

图 １６畅１９

16畅19 　在气体放电管中 ，用动能为 １２畅２ eV 电子轰击处于基态的氢原子 ，试

求氢原子被激发后所能发射的光谱线波长 ．

解 　氢原子能量量子化条件是 ：

En ＝ －
E０

n２ 　 （n ＝ １ ，２ ，⋯ ）

E０ ＝ １３畅６ eV 　 E１ ＝ － １３畅６ eV
E２ ＝ － ３畅４ eV 　 E３ ＝ － １畅５ eV
E４ ＝ － ０畅８５eV 　 E４ － E１ ＝ １２畅７５ eV
E３ － E１ ＝ １２畅１０ eV
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　 　因此 ，当用动能为 １２畅２ eV 的电子轰击基态氢原子 ，最多可把氢原子激发到 n
＝ ３的受激态 ，则可能发射的光谱线如图所示 ，波长计算如下 ：

λnm ＝ RH １

m２ －
１

n２
－１

＝
１
RH

m２ n２
n２ － m２ 　 　 （n ＞ m）

λ３１ ＝
１

１畅０９７ × １０
７ ×

１
２
× ３

２

３
２
－ １

２ ＝ １０２畅５ nm
λ３２ ＝

１

１畅０９７ × １０
７ ×

２
２
× ３

２

３
２
－ ２

２ ＝ ６５６畅４ nm
λ２１ ＝

１

１畅０９７ × １０
７ ×

１
２
× ２

２

２
２
－ １

２ ＝ １２１畅５ nm
　 　 16畅20 　根据玻尔理论计算当氢原子处于基态时 ，电子的速率 v 和绕行频率
ν ，并求出 v ／c ，将 ν和可见光谱频率相比较 ．

解 　按玻尔理论 ，当氢原子处于量子数为 n的定态时 ，电子速率 v 和绕行频
率 ν可由下式决定 ：

mvn rn ＝ n h－ 　 ν ＝
v

２π rn ＝
n h－

２πmr２n
氢原子处于量子数为 n ＝ １ ，r ＝ ０畅５３ × １０

－ １０m的轨道可求得
v１ ＝

h－
mr１ ＝

１ × １畅０５ × １０
－３４

９畅１１ × １０
－３１

× ０畅５３ × １０
－１０ ＝ ２畅２ × １０

６ m／s
ν１ ＝

h－
２πmr２１ ＝

１ × １畅０５ × １０
－３４

２ × ３畅１４ × ９畅１１ × １０
－３１

× ０畅５３
２
× １０

－２０ ＝ ６畅５ × １０
１３Hz

v１
c ＝

２畅２ × １０
６

３ × １０
８ ＝ ７畅３ × １０

－３

可见光频率为 １０
１４ Hz数量级 ，ν１ 为 １０

１３ Hz数量级 ．

16畅21 　计算初速很小的电子经过 １００ V ，１０００ V 电压加速后的德布罗意波
长 ．

解 　在加速电压 U ≤ １０
４ V时 ，可不计相对论效应 ，电压加速使电子的动能增

加有

１
２
m０ v２ ＝ eU

v ＝
２ eU
m０

，　 　 λ ＝
h

m０ v ＝
h

２ m０ e
１

U
h ＝ ６畅６３ × １０

－３４J · s ，　 m０ ＝ ９畅１１ × １０
－３１ kg ，　 e ＝ １畅６ × １０

－１９ C代入得
λ ＝

１畅２５５

U
nm
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U ＝ １００ V时 ，　 　 　 λ ＝
１畅２２５

１００
＝ ０畅１２３ nm

U ＝ １０００ V时 ，　 　 　 λ ＝
１畅２２５

１０００
＝ ０畅０３９ nm

　 　 16畅22 　当电子的德布罗意波长等于其康普顿波长时 ，求 ：

（１）电子动量 ；

（２）电子速率与光速的比值 ．

解 　由题意得电子的德布罗意波长等于其康普顿波长 ，即 h
mv ＝

h
m０ c

（１）电子动量

p ＝ mv ＝ m０ c ＝ ９畅１１ × １０
－３１

× ３ × １０
８
＝ ２畅７３ × １０

－２２kg · m／s
　 　 （２）

v
c ＝

p／m
c ＝

m０ c／m
c ＝

m０

m ＝ １ －
v２
c２

得

v
c ＝

２
２
c

　 　 16畅23 　常温下的中子称为热中子 ．试计算 T ＝ ３００ K时 ，热中子的平均动能 ，

由此估算其德布罗意波长 ．

解 　热中子的平均动能等于其平均平动动能

εk ＝
３
２
kT

εk ＝
３
２

× １畅３８ × １０
－３８

× ３００ ＝ ６畅２１ × １０
－２３

（J）
热中子动量与动能关系

εk ＝
p２
２ m ，　 　 p ＝ ２ mεk

p ＝ ２ × １畅６７ × １０
－２７

× ６畅２１ × １０
－２３

＝ ４畅５ × １０
－２５ kg · m／s

故

λ ＝
h
p ＝

６畅６３ × １０
－３４

４畅５ × １０
－２５ ＝ １畅４５ × １０

－９ m
此即为热中子的德布罗意波长 ．

16畅24 　若一个电子的动能等于它的静能 ，试求 ：该电子的动量 、速度 、德布罗

意波长 ．

解 　由题意知 ，电子

Ek ＝ m０ c２ ＝ E０ ，　 　 E ＝ Ek ＋ m０ c２ ＝ ２ E０

由相对论能量和动量关系可知
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E２
＝ p２ c２ ＋ m２

０ c４

p ＝
E２

－ E２
０

c ＝
３ E０

c ＝ ３ × ９畅１１ × １０
－３１

× ３ × １０
８

＝ ４畅７３ × １０
－２２kg · m／s

mv ＝ p ，　 　 　 v ＝
p
m

因 E ＝ mc２ ＝ ２ m０ c２

所以

v ＝
p

２ m０
＝

３ E０

２ m０ c ＝
３
２
c ＝ ０畅８６６ c

λ ＝
h
p ＝

６畅６３ × １０
－３４

４畅７３ × １０
－２２ ＝ １畅４０ × １０

－１２
＝ ０畅００１４ nm

　 　 16畅25 　光子与电子的波长都是 ０ ．２ nm ，它们的动量和总能量各为多少 ？电

子动能为多少 ？

解 　光子和电子的波长相等 ，动量相等

p ＝
h
λ

＝
６畅６３ × １０

－３４

０畅２ × １０
－９ ＝ ３畅３１ × １０

－２４kg · m／s
光子和电子的能量不相同 ．

光子能量

ε ＝ hν ＝ h c
λ

＝ pc ＝ ３畅３１ × １０
－２４

× ３ × １０
８
＝ ９畅９６ × １０

－１６J ＝ ６畅２ keV
电子能量

E２
＝ p２ c２ ＋ m２

０ c４

E ＝ p２ c２ ＋ m２
０ c４ ＝ （６畅２ × １０

３
）
２
＋ （０畅５１ × １０

６
）
２
≈ ０畅５１ MeV

其中 ０畅５１ × １０
６ eV 为电子静止时的能量 m０ c２ ．

电子动能

Ek ＝ E － E０ ＝
p２
２ m ＝

１
２ m０

h
λ

２

＝
１

２ × ９畅１１ × １０
－３１ ×

６畅６３ × １０
－３４

０畅２ × １０
－９

２

＝ ６畅０３ × １０
－１８

（J） ＝ ３７畅７ eV
　 　 16畅26 　试证明玻尔圆轨道的周长恰好等于电子的德布罗意波长的整数倍 ，即

定态轨道满足形成驻波的条件 ．

解 　由玻尔理论的角动量量子化条件

mv r ＝ n h－ ＝ n h
２π
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λ ＝
h
p ＝

h
mv ＝

h
nh／２π r ＝

２π r
n

即 ２π r ＝ nλ定态轨道满足形成驻波的条件 ．

16畅27 　一粒子被禁闭在长度为 a的一维箱中运动 ，其定态为驻波 ．试根据德

布罗意关系式和驻波条件证明 ：该粒子定态动能是量子化的 ，求出量子化能级和最

小动能公式（不考虑相对论效应） ．顺便指出 ，这些公式与严格求解量子力学方程所

得结果恰好完全相同 ．

解 　粒子在长度为 a的一维箱中 ，形成驻波条件为

a ＝ n λ
２
　 　 即 　 　 λ ＝

２ a
n

由德布罗意关系式

p ＝
h
λ

＝
nh
２ a

在非相对论条件下 ，粒子动能和动量关系为

Ek ＝
p２
２ m

Ek ＝
１
２ m

nh
２ a

２

＝
n２ h２
８ ma２ 　 n ＝ １ ，２ ，３ ，⋯

可见粒子的动能是量子化的 ，最小动能为 n ＝ １时动能取值

Ek１ ＝
h２

８ ma２

　 　 16畅28 　作一维运动的电子 ，其动量不确定量是 Δ px ＝ １０
－ ２５ kg·m／s ，能将这

个电子约束在内的最小容器的大概尺寸是多少 ？

解 　由不确定关系 ，这个电子的位置不确定量 Δ x 为

Δ x ≥
h－

２Δ px ＝
１畅０５ × １０

－３４

２ × １０
－２５ ＝ ０畅５３ × １０

－９
（m）

即能将该电子容纳在内的容器最小尺寸为 ０ ．５３ × １０
－ ９m ．

16畅29 　利用 １６畅２７题结果 ，计算下列电子和质子的最小动能

（１）对于电子 ，假设 a ＝ １０
－ １０ m（相当于原子线度） ；

（２）对于质子 ，假设 a ＝ １０
－ １４ m（相当于原子核线度） ；

解 　由题 １６畅２７结果知 ，对于长为 a的一维箱中的粒子 ，最小动能为

E１ ＝
h２

８ ma２

　 　 （１）对电子 ，有 a ＝ １０
－ １０ m

E１ ＝
（６畅６３ × １０

－３４
）
２

８ × ９畅１１ × １０
－３１

× （１０
－１０

）
２ ＝ ６畅０ × １０

－１８
（J） ＝ ３８ eV

　 　 （２）对于质子 ，有 a ＝ １０
－ １４ m

·１０４·



E１ ＝
（６畅６３ × １０

－３４
）
２

８ × １畅６７ × １０
－２７

× （１０
－１４

）
２ ＝ ３畅３ × １０

－１３
（J） ＝ ２畅１ × １０

６ eV
　 　 16畅30 　 （１）如果一个电子处于某能态的时间为 １０

－ ８ s ，这个能态的能量的最
小不确定量为多少 ？

（２）设电子从该能态跃迁到基态 ，辐射能量为 ３ ．４ eV 的光子 ，求这个光子的波

长及这个波长的最小不确定量 ．

解 　 （１）电子处于能态时间 Δ t ＝ １０
－ ８ s ，由不确定关系 ，其能量的不确定量为

Δ E ，有

Δ E ≥
h－

２Δ t ＝
１畅０５ × １０

－３４

２ × １０
－８ ＝ ０畅５３ × １０

－２６
（J）

　 　 （２）电子跃迁到基态辐射光子能量为 ３ ．４ eV ，光子的波长为 λ

λ ＝
c
ν

＝
hc
E ＝

６畅６３ × １０
－３４

× ３ × １０
８

３畅４ × １畅６ × １０
－１９ ＝ ３畅６６ × １０

－７
（m） ＝ ３６６ nm

光子的波长不确定量由跃迁时 ，激发态的能量不确定引起

由 λ ＝
hc
E求微分得 Δ λ ＝

hc
E２ Δ E

Δ λ ＝
６畅６３ × １０

－３４
× ３ × １０

８

（３畅４ × １畅６ × １０
－１９

）
２ ＝ ３畅５６ × １０

－１５
（m） ＝ ３畅５６ × １０

－６ nm
　 　 16畅31 　一个电子的速率为 ３ × １０

６m／s ，如果测定速率的不准确度为 １％ ，同

时测定电子位置的不准确量是多少 ？如果这是原子中的电子 ，可以认为它作轨道

运动吗 ？

解 　电子速率的不确定量

Δ v x ＝ v × １％ ＝ ３ × １０
６
× １％ ＝ ３ × １０

４
（m／s）

由不确定关系知 ，位置的不确定量 Δ x ，有

Δ x ≥
h－

２ mΔ v x ＝
１畅０５ × １０

－３４

２ × ９畅１１ × １０
－３４

× ３ × １０
４ ＝ １畅９２ × １０

－９
（m）

　 　如果这个电子是在原子中 ，则由于电子位置的不确定量与玻尔轨道半径（数量

级 １０
－ １０m）相同 ，因此不能认为电子作轨道运动 ．

16畅32 　氦氖激光器所发红光波长为 λ ＝ ６３２畅８ nm ，谱线宽度 Δ λ ＝ １０
－ ９nm ．

试求该光子沿运动方向的位置不确定量（即为波列长度） ．

解 　光子动量

p ＝
h
λ

动量不确定量和波长不确定量关系为

Δ px ＝
h
λ
２ Δ λ

·２０４·



由不确定关系有

Δ x ≥
h－

２Δ px ＝
λ
２

４πΔ λ
＝

（６畅３２８ × １０
－７
）
２

４ × ３畅１４ × １０
－１８ ＝ ３畅２ × １０

４
（m） ＝ ３２ km

　 　 16畅33 　根据不确定关系 ，估算被禁闭在长度为 a的一维箱中运动的粒子的
最小动能（零点能） ，并与 １６畅２７题的结果相比较 ．

解 　粒子动能 Ek ＝ p２
２m ，估算最小动能时 ，可以认为 p２ ＝ （Δ p）２

而由不确定关系

Δ p ≥
h－

２Δ x ，　 　 Δ pmin ＝
h－

２Δ x

Ekmin ＝
（Δ pmin）２

２ m ＝
１
２ m

h－
２Δ x

２

＝
h－２

８ ma２ ＝
h２

３２π
２ ma２

和 １６畅２７题结果 h２
８ ma２相比 ，仅有系数差异 ．

16畅34 　一维无限深势阱中粒子的定态波函数为 ψn （ x ） ＝ ２
a sin nπ x

a ．试

求 ，粒子在 x ＝ ０到 x ＝ a
３
之间被找到的概率 ，当

（１）粒子处于基态时 ；

（２）粒子处于 n ＝ ２的状态时 ．

解 　 （１）当粒子处于基态时 ，ψ１ （x） ＝ ２
a sin π x

a ，粒子在 x ＝ ０到 x ＝ a
３
之间

被找到概率为

W ＝ ∫
a
３

０
| ψ１ （ x） | ２ · d x ＝

２
a∫

a
３

０
sin２ π x

a · d x ＝
１
３

－
３
４π

＝ ０畅１９

　 　 （２）粒子处于 n ＝ ２的激发态时 ，ψ２ （ x）＝ ２
a sin ２π x

a

W ＝ ∫
a
３

０
| ψ２ （ x） | ２ · d x ＝

２
a∫

a
３

０
sin２ ２π xa · d x ＝

１
３

＋
３
８π

＝ ０畅４０

　 　 16畅35 　求出能够占据一个 d支壳层的最多电子数 ，并写出这些电子的 ml 和

ms 值 ．

解 　 d支壳层就是 l ＝ ２的支壳层 ，最多能容纳的电子数为 Ze
Ze ＝ ２（２ l ＋ １） ＝ ２（２ × ２ ＋ １） ＝ １０个

磁量子数 ml 值可为

ml ＝ ０ ，± １ ，± ２

自旋量子数 ms 值可为

·３０４·



图 １６畅３６

ms ＝ ±
１
２

　 　 16畅36 　试描绘 ，原子中 l ＝ ４时的电子的

轨道角动量 L 在磁场中空间量子化的示意图 ，

写出 L 在磁场方向投影 Lz 的各种可能值 ．

解 　副量子数为 l ＝ ４ 时 ，轨道角动量大

小

L ＝ l（ l ＋ １） h－ ＝ ４畅４７ h－
磁量子数 ml 取值可为 ０ ，± １ ，± ２ ，± ３ ，± ４

Lz ＝ ml h－ ，可取 ０ ，± h－ ，± ２ h－ ，± ３ h－ ，± ４ h－ ，

共 ９种值 ．因此轨道角动量 L 在外磁场 B中的
９种不同空间取向如图所示 ．

　 　 16畅37 　试写出 n ＝ ４ ，l ＝ ３壳层所属各态的量子数

解 　当 n ＝ ４ ，l ＝ ３时 ，磁量子数 ml 可能值为 ０ ，± １ ，± ２ ，± ３ ，共 ７种 ．自旋量

子 ms 的量子数可能值为 ±
１
２

．

16畅38 　已知一原子具有最大 ml ＝ ± ４ ，你能对其它量子数作何说明 ？

解 　由 ml 最大值 ± ４ ，可知原子角量子 l值应为 ４ ，即 l ＝ ４ ，又由主量子数 n
和角动量数 l的关系知 ，主量子数 n ≥ ５ ，而原子所处的自旋量子数可能有两种状

态 ，即

ms ＝ ±
１
２

　 　 16畅39 　 n ＝ ５壳层中电子可能的状态有哪些 ？

解 　 n ＝ ５壳层中电子可能的状态为（５ ，l ，ml ，ms ） ，其中 l 可取 ０ ，１ ，２ ，３ ，４ ，

ml 可取 ０ ，± １ ，⋯ ，± l ，ms 可取 ±
１
２

，共 ∑
４

l ＝ ０

２（２ l ＋ ２） ＝ ５０种 ．
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第 17章 　原子核基本知识简介

一 、基本内容和主要公式

1畅原子核的基本性质
　 　 （１）原子质量单位 ：一个处于基态的中性１２

６ C原子质量的 １／１２定义为原子质

量单位 ．

１ u ＝ １畅６６０ ５４０ ２ × １０
－２７ kg

　 　 （２）原子核的半径 ：原子核半径 R可近似地表示为
R ＝ r０ A １／３

式中 r０ ＝ １畅２０ fm是对所有核都适合的一个常量 ，A 为核质量数 ．

（３）原子核的角动量（核自旋）和磁矩

核自旋 ：

PI ＝ I（ I ＋ １） h－
式中 I称为核自旋量子数 ．核自旋 PI 在给定方向的投影为 mI h－ ，mI 称为原子核

的磁量子数 ．

原子核的磁矩 ：

μI ＝ gI I（ I ＋ １） μN

式中 μN ＝ e h－ ／２ mp c ＝ ５畅０５０ ７８７ × １０
－ ２７ J／T ，称为核磁子 ，是原子核磁矩的单位 ；

式中 gI 称为原子核的 g因子 ，是一个纯数 ．

原子核磁矩在给定方向的投影可能取值为 gImIμN ，投影的最大可能值为

μ′I ＝ gI IμN
　 　 （４）原子核的结合能 ：原子核的质量亏损记为 Δ m（Z ，A ） ，通常可用中性原子

的质量表示为

Δ m（Z ，A ） ＝ ZM （
１H） ＋ （A － Z）mn － M （Z ，A ）

　 　原子核的结合能 B为
B（Z ，A ） ＝ Δ m（Z ，A ）c２ ＝ ［ZM （

１H） ＋ （A － Z）mn － M （Z ，A ）］c２

2 ．核力和核结构

（１）核力的主要性质 ：核力是短程强作用力 ；核力与核子的电荷无关 ；核力是

具有饱和性的交换力 ；核力与自旋有关 ；核力中除了有心力外 ，还包含有微弱的非

有心力成分 ．

（２）核结构模型 ：核结构模型主要有液滴模型 、壳层模型和集体模型等 ．

·５０４·



3畅放射性衰变的基本规律
（１）指数衰变律 ：

N ＝ N０e－ λt

　 　 （２）半衰期 ：放射性原子核数衰变到原来数目的一半所需的时间

T ＝
ln２
λ

　 　平均寿命 ：每个放射性原子核衰变前存在时间的平均值

τ ＝
１
λ

＝
Tln２

　 　 （３）放射性活度 ：一个放射源在单位时间内发生衰变的原子核数目

I ＝ λN ＝ I０e－ λt

式中 I０ ＝ λN０ 为 t ＝ ０时放射源的活度 ．

4 ．核反应的能量

（１）反应能 Q ：

Q ≡ （Eb ＋ EB） － （Ea ＋ EA ） ＝ （Ma ＋ MA － Mb － MB）c２

反应能 Q ＞ ０ ，称为放能反应 ；Q ＜ ０ ，称为吸能反应 ．

（２）核反应的 Q方程 ：

Q ＝
Mb
MB

＋ １ Eb ＋ Ma
MB

－ １ Ea －
２ MaMbEaEb

MB
cosθ

　 　 （３）阈能 Et ：对于吸热核反应 ，能引起核反应的入射粒子（核）的最低动能

Et ＝
MA ＋ Ma

MA
| Q |

　 　 5畅核裂变与核聚变 　核能是由原子核结合能发生变化而产生的 ．重核的裂变

和轻核的聚变是取得核能两条重要的途径 ．依靠裂变 ，人们不仅制造了原子弹 ，而

且建造了原子核反应堆 ，前者是不可控制的过程 ，后者是可控制地获取能量 ．依靠

聚变取得能量的例子有 ：太阳能（引力约束聚变） ，氢弹（惯性约束聚变）等 ．人们可

控地获取聚变能尚有一定的距离 ，其必需解决一个关键性问题 ，即将处于高温的等

离子体约束在一定范围内 ，惯性约束和磁约束是目前研究约束高温等离子体的两

种最有希望的方法 ．

6 ．核磁共振（NMR） 　在恒定磁场中 ，磁矩不为零的原子核受射频场（３ kHz ～
３０００ GHz）的激励 ，发生磁能级间共振跃迁（或吸收）的现象 ．

共振跃迁（或吸收）条件 ：hν＝ gIμNB
7 ．穆斯堡尔效应 　一种原子核无反冲的 γ射线共振散射或吸收现象 ．

反冲能量 ：

ER ＝
E２

２ mc２

·６０４·



　 　能级宽度 ：

Γ ≈ h－／τ
　 　发射的 γ射线相对线宽 ：

ΓA

Eγ
＝

２ Γ
E

二 、典型例题

17唱1 　已知７
３Li原子的质量 M Li ＝ ７畅０１６ ００４u ，试计算７

３Li核的结合能和比结
合能分别为多少 ？

解 　 @１
１H原子的质量为 　 　 　 　  MH ＝ １畅００７ ８２５u
中子的质量为 mn ＝ １畅００８ ６６５ u
７
３Li原子的质量为 MLi ＝ ７畅０１６ ００４ u

因此 ，质量亏损 Δ m为
Δ m ＝ （３ × １畅００７ ８２５ ＋ ４ × １畅００８ ６６５）u － ７畅０１６ ００４u ＝ ０畅０４２ １３１ u

结合能 B为
B ＝ ０畅０４２ １３１ × ９３１畅４９ ＝ ３９畅２４ （MeV）

比结合能为

B
A ＝

３９畅２４
７

＝ ５畅６１ （MeV）

说明 　计算原子核的结合能时 ，首先要获得该原子核对应的原子质量 、氢原子的质

量和中子的质量 ，然后计算出其质量亏损 Δ m ．再由 B ＝ Δ mc２ 可得到结合能 ．通

常 ，质量亏损以 u为单位 ，只要乘以 ９３１ ．４９（１u 的质量所相当的能量）就得到以

MeV 为单位的结合能 ．

17唱2 　
６０Co是重要医用放射性同位素 ，它的半衰期为 ５ ．２７年 ．试计算

（１）衰变常量和平均寿命 ；

（２） １年衰变的份额 ；

（３） １g ６０Co的放射性活度和 １００ mCi的钴源中所含有６０Co的质量 ．

解 　 （１）由 T ＝
ln２
λ

＝ τln２得６０Co的衰变常量为
λ ＝

ln２
T ＝

０畅６９３
５畅２７ × ３６５ × ２４ × ３ ６００

＝ ４畅１７ × １０
－９
（s－１ ）

平均寿命为

τ ＝
Tln２ ＝

５畅２７
０畅６９３

＝ ７畅６０（年） ＝ ２畅４０ × １０
８ s

　 　 （２）由 N ＝ N０e － λt
有

N
N０

＝ e－ λt
＝ e－

t
T ln２ ＝ ２

－ t／ T

·７０４·



因此 ，１年中衰变的份额为

１ －
N
N０

＝ １ － ２
－１／５畅２７

＝ １２畅３％

　 　 （３）由 m ＝
MN
NA
得 ，１g ６０Co中所含的原子数目为

N１ ＝
m１ NA
M ＝

１ × ６畅０２２ × １０
２３

６０
＝ １畅０ × １０

２２
（个）

因此 ，１g ６０Co的放射性活度 I１ 为
I１ ＝ λN１ ＝ ４畅１７ × １０

－９
× １畅０ × １０

２２
＝ ４畅１７ × １０

１３
（Bq）

而 １００ mCi钴源中含６０Co的数目为
N２ ＝

I２
λ

＝
１００ × １０

－３
× ３畅７ × １０

１０

４畅１７ × １０
－９ ＝ ８畅８７ × １０

１７
（个）

故 ，１００ mCi钴源所含６０Co的质量为
m２ ＝

MN２

NA
＝

６０ × ８畅８７ × １０
１７

６畅０２２ × １０
２３ ＝ ８畅８４ × １０

－５
（g）

说明 　半衰期 、衰变常量和平均寿命是一个核的标志 ，三者之间的关系为 T ＝
ln２
λ

＝ τln２ ，此式在放射性问题计算中经常使用 ．衰变规律 N ＝ N０e － λt
是又一个在关

于放射性问题计算中经常使用的公式 ，其又可表示成为 N ＝ N０２
－ t／ T

．

17唱3 　 １９１９年 ，卢瑟福利用２１２Po放射出的能量为 ７畅６７MeV 的 α粒子去轰击

氮气 ，发生了反应

α ＋
１４N → p ＋

１７O
这是人类历史上第一次人工实现使一个元素变成了另一个元素 ．已知１４N 的质量
MA ＝ １４畅００３ ０７４ u和１７O的质量 MB ＝ １６畅９９９ １３３u ，试计算该反应的反应能 Q 和
阈能 Et ．
解 　由已知有 ，MA ＝ １４畅００３ ０７u ，Ma ＝ ４畅００２ ６０３u ，Mb ＝ １畅００７ ８２５ u ，MB ＝

１６畅９９９ １３３ u ．因此 ，由 Q ＝ （Ma ＋ MA － Mb － MB ）c２ 可得 ，反应１４N（α ，p）１７O 的反
应能为

Q ＝ （４畅００２ ６０３ ＋ １４畅００３ ０７４ － １畅００７ ８２５ － １６畅９９９ １３３） × ９３１畅４９

＝ － １畅１９ （MeV）

阈能为

Et ＝
MA ＋ Ma

MA
| Q | ＝ １４畅００３ ０７４ ＋ ４畅００２ ６０３

１４畅００３ ０７４
× １畅１９

＝ １畅５３ （MeV）

说明 　反应能 Q 既可根据反应物与产物的质量亏损来计算 ，如本例题解法 ；也可

根据其结合能的差值来计算 ．
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三 、习题详解

17畅1 　选择题
　 　 （１）由质量亏损可求得１６

８ O的结合能和比结合能分别为多少 MeV（C）
（A） １２２ ．８８ ，７ ．６８ 　 　 　 　 E（B） １２２ ．８８ ，１５ ．３６

（C） １２７ ．６２ ，７ ．９８ （D） １２７ ．６２ ，１５ ．９６

（２）已知２１０Po的半衰期为 １３８ ．４天 ，则 １ μg 的２１０Po放射性活度为（A）
（A）１畅６６ × １０８ Bq 　 　 　 （B）２畅７６ × １０ － １５Bq
（C）１畅４４ × １０１６Bq （D）３畅９７ × １０２０Bq
17畅2 　填空题
（１）

２３８
９２ Sr 核中有 皛 粿９２ 个质子 ， 皛 粿１４６ 个中子 ；质量约为 皛 粿３ ．９５ × １０

－ ２５ kg ，半径约为

皛 煎７ ．４４ fm ，自旋量子数为 皛 煎０ ．

（２）由质量亏损可求得２０８
８２ Pb的结合能 B ＝ 皛 綎１ ６３６畅４５ MeV ，比结合能 B／A ＝

皛 �;７畅８７ MeV ．

（３）一个放射性核素的平均寿命为 １０天 ，则经过 ５天发生衰变的核素数目是

原来的百分之 皛 總３９畅３ ；在第五天中发生衰变的核素数目是原来的百分之 皛 總６畅４ ．

（４）用能量为 １畅５１ MeV 的氘引起反应１１
５ B（d ，α）

９
４Be中 ，在 θ ＝ ９０°方向上测得

α粒子能量为 ６畅３７ MeV ，则反应能 Q ＝ 皛 镭８畅０３ MeV ．

17畅3 　假设原子核是球形的 ，其体积与核子数成正比 ，试由此估算核物质的

平均密度 ρ ．

解 　设质量数为 A 的原子核的质量为 m ，显然 m ≈ Amp ，其中 mp 为质子质
量 ，则核物质的平均密度约为

ρ ＝
m

４
３
π R３

≈
Amp

４
３
π r３０ A

＝
３ mp
４π r３０

代入数据 mp ＝ １畅６７ × １０
－ ２７kg和 r０ ＝ １畅２０ fm ，可得

ρ ≈ ２畅３ × １０
１７ kg／m３

　 　 17畅4 　试计算 １ u的质量所相当的能量为多少 ？

解 　 １ u ＝ １畅６６０ ５４０ ２ × １０
－ ２７ kg

由相对论质能关系式 E ＝ mc２ ，１ u的质量所相当的能量为
E ＝ １畅６６０ ５４０ ２ × １０

－２７
× （２９９ ７９２ ４５８）

２

＝ １畅４９２ ４１９ １０４ × １０
－１０ J ＝ ９３１畅４９ MeV

　 　 17畅5 　对于高速飞行的粒子 ，它们在实验室系的速度接近光速时 ，一般地观

测到的寿命将与数据表中所给出的值有较大差别 ，这时要考虑相对论效应 ．比如

π
＋ 介子 ，一般数据表中给出的寿命 τ０ ＝ ２畅６ × １０

－ ８s ，若当 π
＋介子以速度 ０ ．９９ c飞
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行时 ，试求在实验室系中观察到的寿命为多少 ？

解 　由相对论时间膨胀效应 ，在实验室系中观察到 π
＋介子的寿命

τ ＝
τ０

１ － v２ ／c２
＝

２畅６ × １０
－８

１ － ０畅９９
２
＝ １畅８４ × １０

－７ s
　 　 17畅6 　最后一个核子的结合能 　原子核最后一个核子的结合能 ，是一个自由

核子与核的其余部分组成原子核时 ，所释放的能量 ，其反映了该原子核相对邻近的

那些原子核的稳定程度 ．有时也讨论从原子核中分离出一个核子所要给予的能量 ，

称为原子核的一个核子分离能 ．这二者在数值上是相等的 ．原子核最后一个中子的

结合能可表示为 Sn（Z ，A ）＝ ［M （Z ，A － １） ＋ mn － M （Z ，A ）］ c２ ；也可以由两个

同位素A
Z X与A － １

　 ZX的结合能之差表示为 ：Sn （Z ，A ） ＝ B（Z ，A ） － B（Z ，A － １） ．原

子核最后一个质子的结合能可表示为 Sp（Z ，A ） ＝ ［M （Z － １ ，A － １） ＋ M （
１H） －

M （Z ，A ）］c２ ；同理 ，也可以表示为 Sp（Z ，A ）＝ B（Z ，A ） － B（Z － １ ，A － １） ．

试由上述讨论计算 ，从１３C中取出一个中子和一个质子各需多少能量 ？

解 　查表 １７畅３得１３C ，
１２C和１２B的结合能分别为 ：９７畅１１ MeV ，９２畅１６ MeV 和

７９畅５８ MeV ．因此 ，从１３C中取出一个中子所需的能量为
Sn ＝ B（６ ，１３） － B（６ ，１２） ＝ ９７畅１１ － ９２畅１６ ＝ ４畅９５ MeV

取出一个质子所需的能量为

Sp ＝ B（６ ，１３） － B（５ ，１２） ＝ ９７畅１１ － ７９畅５８ ＝ １７畅５３ MeV
显然 ，从１３C中取出一个质子所需的能量要比取出一个中子所需的能量多得多 ．

17畅7 　已知２２４Ra的半衰期为 ３ ．６６天 ，试求 １天和 １０天中分别衰变了多少份

额 ？若开始有 １ μg ，则 １天和 １０天中分别衰变掉多少原子 ？

解 　由 N ＝ N０ e － λt
有

N
N０

＝ e － λt
＝ e －

t
T ln２ ＝ ２

－ t／ T

１天中衰变的份额为

１ －
N１

N０
＝ １ － ２

－１／３畅６６
＝ １７畅２５％

１０天中衰变的份额为

１ －
N２

N０
＝ １ － ２

－１０／３畅６６
＝ ８４畅９５％

１μg ２２４Ra中的原子数目为
m
M NA ＝

１ × １０
－６

２２４
× ６畅０２２ × １０

２３
＝ ２畅６８８ × １０

１５
（个）

因此 ，１天中衰变掉的原子数目为

２畅６８８ × １０
１５

× １７畅２５％ ＝ ４畅６４ × １０
１４
（个）

·０１４·



１０天中衰变掉的原子数目为

２畅６８８ × １０
１５

× ８４畅９５％ ＝ ２畅２８ × １０
１５
（个）

　 　 17畅8 　已知２２２Rn的半衰期为 ３ ．８２４天 ，试求 １μCi和 １０
３Bq的２２２Rn的质量分

别是多少 ？

解 　由放射性活度 I ＝ λN ，得

N ＝ I／λ ＝ IT ／ln２
因此 ，１μCi的２２２Rn含原子数目为

N１ ＝
I１ Tln２ ＝

３畅７ × １０
１０

× １０
－６

× ３畅８２４ × ２４ × ３ ６００
０畅６９３

＝ １畅７６４ × １０
１０
（个）

１０
３Bq的２２２Rn含原子数目为

N２ ＝
I２ Tln２ ＝

１０
３
× ３畅８２４ × ２４ × ３ ６００

０畅６９３
＝ ４畅７６８ × １０

８
（个）

由 m ＝
MN
NA
得 ，１μCi的２２２Rn的质量为

m１ ＝
MN１

NA
＝

２２２ × １畅７６４ × １０
１０

６畅０２２ × １０
２３ ＝ ６畅５０ × １０

－１２g
１０

３Bq的２２２Rn的质量为
m２ ＝

MN２

NA
＝

２２２ × ４畅７６８ × １０
８

６畅０２２ × １０
２３ ＝ １畅７６ × １０

－１３g
　 　 17畅9 　连续放射性衰变规律 　在 １７畅３节中 ，我们只讨论了一种放射性核素单

独存在时所遵从的衰变规律 ．实际上往往有很多放射性核素会一个接一个地连续

发生衰变 ，如 ：

２２６Ra 　 α 　
２２２Rn 　 α 　

２１８Po 　 α 　
２１４Pb 　 β － 　

２１４Bi
　 β － 　

２１４Po 　 α 　
２１０Pb 　 　

⋯

这样就形成了一个放射性衰变系列 ，这种一个接一个的衰变称为连续放射性衰变 ，

也称级联或递次衰变 ．四个放射系中发生的衰变就是级联衰变 ．在级联衰变中 ，一

种放射性核素是另一种放射性核素的衰变产物 ，我们分别称其为母核和子核 ，在子

核与母核分离时式（１７畅８）将不能表示子核随时间变化的规律 ．这是因为子核除了

因它本身衰变而减少外 ，还会因母核的衰变而增多 ．我们考虑最简单的级联衰变即

A → B → C
只有两代衰变 ．若设 t ＝ ０时刻的母核数目为 N０ ，母核和子核的衰变常量分别为

λA 和 λB ，试求级联衰变公式 ，即任意时刻的子核数目 NB ．

解 　设 t时刻的母核数目和子核数目分别为 NA 和 NB ，则子核 B的数目的变
化率为
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dNBd t ＝ （子核的生长率 ，即母核的衰减率） － （子核的衰减率）

＝ λA NA － λB NB （１）

母核 A的衰变规律服从指数规律 ，即 NA ＝ N０e － λA t ，代入上式得

dNBd t ＋ λB NB ＝ λA N０e－ λA t （２）

利用初始条件 t ＝ ０时 NB ＝ ０ ，积分得

NB ＝
λA N０

λB － λA （e
－ λA t － e－ λB t ）

这就是级联衰变公式 ，它不同于简单的指数规律 ，子核数目随时间的变化规律不仅

与它本身的衰变常量 λB 有关 ，而且还与其母核的衰变常量 λA 有关 ．

对于多代级联衰变情况 ，我们可以按同样的方法 ，得到一系列类似式（２）的微

分方程 ，解这些方程 ，就可得到各代子核的衰变规律 ．

17畅10 　用氘轰击５５Mn可生成５６Mn ，
５６Mn的产生率为 ５ × １０

８ s － １
．已知５６Mn

的半衰期为 ２ ．５７９小时 ，试求轰击 １０小时后５６Mn的放射性活度 ？

解 　设产生率为 P ，则 P即为题 １７ ．９式（１）中的 λA NA ，故

dNd t ＝ P － λN

N 为 t时刻５６Mn的数目 ．t ＝ ０时 N ＝ ０ ，积分上式得

N ＝
P
λ
（１ － e－ λt

）

因此 ，轰击 １０小时５６Mn的放射性活度为
I ＝ λN ＝ P（１ － e－ λt

） ＝ P（１ － ２
－ t／ T

） ＝ ５ × １０
８
× （１ － ２

－１０／２畅５７９
）

＝ ４畅６６ × １０
８ Bq

　 　 17畅11 　一个入射粒子打到靶核上 ，可发生的反应方式一般不止一种 ．例如 ，

当动能为几兆电子伏特的氘核撞击１２C时 ，便可观察到下列反应方式

２H ＋
１２C →

２ H ＋
１２C （a）

p ＋
１３C （b）

n ＋
１３N （c）

α ＋
１０B （d）

假定这四个反应中 ，反应后的核处于其基态 ，试分别计算其 Q 值 ，并说明其是放能

反应还是吸能反应 ？

解 　 @２H原子的质量为 　 　 　 　  M２H ＝ ２畅０１４ １０２u
１２C原子的质量为 M１２C ＝ １２畅０００ ０００u

二者质量之和为 ：１４畅０１４ １０２u
·２１４·



（a）质量亏损为 Δ m１ ＝ ０ ，反应能为 Q１ ＝ ０ ；

（b） .１H原子的质量为 　 　 　 　 　 fM１H ＝ １畅００７ ８２５u
１３C原子的质量为 M１３C ＝ １３畅００３ ３５u

质量亏损为

Δ m２ ＝ １４畅０１４ １０２u － （１畅００７ ８２５ ＋ １３畅００３ ３５）u ＝ ０畅００２ ９２７u
反应能为

Q２ ＝ ０畅００２ ９２７ × ９３１畅４９ ＝ ２畅７３ （MeV）

Q２ ＞ ０ ，该反应为放能反应 ；

（c） １３N 苘原子的质量为 　 　 　 　 　 �M１３N ＝ １３畅００５ ７４u
中子的质量为 mn ＝ １畅００８ ６６５u

质量亏损为

Δ m３ ＝ １４畅０１４ １０２u － （１畅００８ ６６５ ＋ １３畅００５ ７４）u ＝ － ０畅０００ ３０３u
反应能为

Q３ ＝ － ０畅０００ ３０３ × ９３１畅４９ ＝ － ０畅２８MeV
Q３ ＜ ０ ，该反应为吸能反应 ；

（d） .４
２He原子的质量为 　 　 　 　 'MHe ＝ ４畅００２ ６０３u
１０B原子的质量为 M１０B ＝ １０畅０１２ ９３８u

质量亏损为

Δ m４ ＝ １４畅０１４ １０２u － （４畅００２ ６０３ ＋ １０畅０１２ ９３８）u ＝ － ０畅００１ ４３９u
反应能为

Q４ ＝ － ０畅００１ ４３９ × ９３１畅４９ ＝ － １畅３４ （MeV）

Q４ ＜ ０ ，该反应为吸能反应 ．

17畅12 　 １９３０年德国物理学家博思等人利用钋发出的 α粒子轰击铍等轻核

素 ，实现了后来导致中子发现的核反应９Be（α ，n）１２C ，试计算此反应的反应能 Q ．

解 　查表 １７畅１ 得 ，MA ＝ ９畅０１２ １８３u ，Ma ＝ ４畅００２ ６０３u ，MB ＝ １２畅０００ ０００u ，

Mb ＝ １畅００８ ６６５u ．

由式 Q ＝ （Ma ＋ MA － Mb － MB ）c２ ，得

Q ＝ （４畅００２ ６０３ ＋ ９畅０１２ １８３ － １畅００８ ６６５ － １２畅０００ ０００） × ９３１畅４９

＝ ５畅７０ MeV
　 　 17畅13 　 １９３４年约里奥·居里夫妇用核反应

α ＋
２７Al → n ＋

３０P
产生了第一个人工放射性核素３０P ，它是 β放射性核素 ，半衰期为 ２ ．５分钟 ．试求放

射性核素３０P的平均寿命及该核反应的反应能 Q 和阈能 Et ．
·３１４·



解 　放射性核素３０P的平均寿命为
τ ＝

Tln２ ＝
２畅５ × ６０
０畅６９３

＝ ２１６畅５ （s）
　 　查表 １７畅１ 得 ：MA ＝ ２６畅９８１ ５４u ，Ma ＝ ４畅００２ ６０３u ，MB ＝ ２９畅９７８ ３１u ，Mb ＝

１畅００８ ６６５u ．因此 ，反应２７Al（α ，n）３０P的反应能为
Q ＝ （Ma ＋ MA － Mb － MB ）c２

＝ （４畅００２ ６０３ ＋ ２６畅９８１ ５４ － １畅００８ ６６５ － ２９畅９７８ ３１） × ９３１畅４９

＝ － ２畅６４ （MeV）

阈能为

Et ＝ MA ＋ Ma
MA

| Q | ＝ ２６畅９８１ ５４ ＋ ４畅００２ ６０３
２６畅９８１ ５４

× ２畅６４

＝ ３畅０３ MeV
　 　 17畅14 　试利用能量守恒定律和动量守恒定律推导式（１７ ．１４） ，即核反应的 Q
方程 ．

解 　在核反应实验中 ，通常靶核是静止不动的 ，即 EA ＝ ０ ，因此有

Q ＝ Eb ＋ EB － Ea （１）

根据反应前后的动量守恒 ，有

Pa ＝ Pb ＋ PB （２）

式中 P代表相应粒子的动量 ．反应前后式（２）所表示的几何关系如图 １７畅１４所示 ．

利用余弦定律以及动量与动能的关系式 P２
＝ ２ME ，式（２）可写成

EB ＝
Mb
MB

Eb ＋ Ma
MB

Ea －
２ MaMbEaEb

MB
cosθ

图 １７畅１４

代入式（１） ，得

Q ＝
Mb
MB

＋ １ Eb ＋
Ma
MB

－ １ Ea －
２ MaMbEaEb

MB
cosθ

这就是核反应的 Q 方程 ．
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17畅15 　在用核磁共振法研究原子核２５
１２Mg 在基态 Iπ ＝ ５

２

＋

的磁特性实验

中 ，当恒定磁场的强度为 ０ ．５４ T 以及高频磁场的频率为 １ ．４０ MHz 时 ，发现了能

量的共振吸收 ．试求 gI 因子和核磁矩 ．

解 　由共振吸收条件 ：hν＝ gIμNB得 ，gI 因子为

gI ＝
hν
μNB ＝

６畅６３ × １０
－３４

× １畅４０ × １０
６

５畅０５ × １０
－２７

× ０畅５４
＝ ０畅３４

核磁矩为

μI ＝ gI IμN ＝ ０畅３４ ×
５
２

× μN ＝ ０畅８５ μN ＝ ４畅２９ × １０
－２７ J · T －１

　 　 17畅16 　试计算１９１ Ir核发射 γ射线时 ，核的反冲能量及能级宽度和发射的 γ

射线相对线宽 ．已知１９１ Ir的原子质量 M ＝ ２畅１０７ ３３ × １０
－ ２５kg ，E ＝ ５７畅６０ keV ，τ＝

２畅７ ns ．
解 　由 ER ＝ E２

２Mc２得 ，反冲能量 ER 为

ER ＝
（５７畅６０ × １０

３
）
２
× １畅６ × １０

－１９

２ × ２畅１０７ ３３ × １０
－２５

× （３ × １０
８
）
２ ≈ １畅４０ × １０

－２
（eV）

能级宽度 Γ为

Γ ≈
h－
τ

＝
１畅０５５ × １０

－３４

２畅７ × １０
－９

× １畅６ × １０
－１９ ≈ ２畅４４ × １０

－７
（eV）

发射的 γ射线相对线宽为

ΓA
Eγ

＝
２ Γ
E ＝

２ × ２畅４４ × １０
－７

５７畅６０ × １０
３ ＝ ８畅４７ × １０

－１２

·５１４·



第 18章 　 粒子物理简介

一 、基本内容和主要公式

1 ．粒子的基本属性

　 　粒子属性可用以下物理量描述

质量 、寿命 、电荷 、自旋 、同位旋 、轻子数 、重子数 、奇异数 、超荷 、内禀宇称 ．

2 ．共振态粒子和反粒子

共振态粒子 ：寿命特短（约 １０
－ ２３ s）的粒子 ．

反粒子 ：描述反粒子和正粒子的物理量的绝对值相同 ，但某个或某些物理量的

符号相反 ．

3 ．粒子的分类

按粒子自旋分为二类 ：玻色子和费米子 ．

按粒子质量分为三类 ：轻子 、介子和重子 ．

按粒子间相互作用分四类 ：引力子 、光子 、轻子和强子 ．

4 ．守恒定律和相互作用

三种相互作用和守恒定律的关系见表 １８畅１ ，表中“ － ”表示不守恒 ，“ ＋ ”表示

守恒 ．

表 18畅1

守恒量 能量 动量 角动量 电荷 轻子数 重子数 同位旋
同位旋

分量
奇异数 宇称

强相互

作用
＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋

弱相互

作用
＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － － － －

电磁相

互作用
＋ ＋ ＋ ＋ ＋ ＋ － ＋ ＋ ＋

5 ．强子结构的夸克模型

每一个介子由一个夸克和一个反夸克组成 ，每一个重子由三个夸克组成 ．

二 、典型例题

18唱1 　设有两个粒子 ，其轨道角动量量子数分别为 l１ ＝ ２和 l２ ＝ ３ ，求合成角
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动量可能取值 ．

解 　两粒子轨道角动量 L１ 和 L２ 的合成角动量 L ＝ L１ ＋ L２ ，共有 ２ l１ ＋ １ ＝ ５

个可能的取值 ，合成角动量量子数分别为 l ＝ ５ ，４ ，３ ，２ ，１ ，故总角动量 L 的可能值
为 ３０ h－ ， ２０ h－ ， １２ h－ ，６ h－ ，２ h－ ．

说明 　量子力学中已证明 ，若 L１ 的量子数为 l１ ，L２ 的量子数为 l２ ，则由 L１ 和 L２

合成的总角动量 L ＝ L１ ＋ L２ 的量子数 l可取从｜l１ ＋ l２ ｜到 ｜ l１ － l２ ｜ ，彼此相差为
１的所有分立值 ，若以 lmin表示 l１ 和 l２ 中较小的一个 ，则 l可取（２ lmin ＋ １）个分立

值 ．这种角动量相加法则 ，对于两个自旋角动量的合成（S１ ＋ S２ ） ，自旋和轨道角动

量的合成（L ＋ S）等同样适用 ．

18唱2 　讨论下列两体反应的反应能 Q 和阈能 Eth ．

m１ ＋ m２ → m３ ＋ m４ ＋ Q
其中 m２ 代表实验室中的静止靶粒子 ，m１ 代表高速入射粒子 ，m３ 和 m４ 表示靶粒

子受入射粒子轰击后产生的另两种粒子 ．

解 　设粒子在没有激发能时的总能量可以表示为

Ei ＝ Ti ＋ mic２

其中 Ti 为第 i个粒子的动能 ，mic２ 为第 i个粒子的静止能量 ，反应过程中能量守

恒有

E１ ＋ E２ ＝ E３ ＋ E４

　 　反应过程释放的能量 Q等于反应前后粒子的动能之差
Q ＝ （ T３ ＋ T４ ） － （T１ ＋ T２ ） ＝ ［（m１ ＋ m２ ） － （m３ ＋ m４ ）］c２

　 　当 Q ＞ ０时 ，反应为放热反应 ，这种反应能否发生与入射粒子的能量无关 ．

当 Q ＜ ０时 ，反应为吸热反应 ，这种反应只有入射粒子的能量大于某一值即阈

值 Eth时 ，才有可能发生 ．

由洛伦兹动量 能量不变式 ，有

（E１ ＋ E２ ）
２
－ （p１ ＋ p２ ）２ c２ ＝ （E 倡

３ ＋ E 倡
４ ）

２
－ （p 倡

１ ＋ p 倡
２ ）

２ c２

其中等式右边为质心系中粒子系动量 能量 ．

等式左边为实验室参考系中粒子系动量 能量 ．

当入射粒子能量为 Eth时 ，p 倡
１ ＝ p 倡

２ ＝ ０

m２ 在实验室参考系中静止 ，p２ ＝ ０ ，故有

（Eth ＋ E２ ）
２
－ p２１ c２ ＝ （E 倡

３ ＋ E 倡
４ ）

２

即

（Eth ＋ m２ c２ ）２ － p２１ c２ ＝ （m３ c２ ＋ m４ c２ ）２

　 　又根据动量能量的相对论关系有

E２th ＝ p２１ c２ ＋ m２
１ c４

·７１４·



代入上式得

Eth ＝
（m３ ＋ m４ ）

２
－ （m２

１ ＋ m２
２ ）

２ m２
c２

说明 　对于放热反应 ，只有当入射粒子的能量大于阈值能量 Eth时 ，反应才有可能

发生 ，此时在质心参考系中 ，反应后生成的粒子相对静止 ，在实验室参考系中 ，反应

后生成的粒子以相同速率运动 ．

三 、习题详解

18畅1 　泡室中的质子被高能 π
－介子轰击发生下列反应

π
－
＋ p → K －

＋ ∑
＋
＋ Q

试计算此反应过程中释放的能量 Q ，讨论此反应发生的条件 ．

解 　设 π
－
、p 、K －

、∑
＋静质量分别为 m１ 、m２ 、m３ 、m４ ，查表 １８畅３得

m１ ＝ １３９畅６ MeV／c２ m２ ＝ ９３８畅３ MeV／c２
m３ ＝ ４９３畅７ MeV／c２ m４ ＝ １１８９畅９ MeV／c２

没有粒子激发能时

Q ＝ ［（m１ ＋ m２ ） － （m３ ＋ m４ ）］c２

＝ （１３９畅６ ＋ ９３８畅３） － （４９３畅７ ＋ １１８９畅９） ＝ － ６０５畅７ （MeV）

　 　 Q ＜ ０说明反应为吸热反应 ，只有当入射粒子的能量大于或等于阈值能量 Eth
时 ，反应才有可能发生 ．

Eth ＝
（m３ ＋ m４ ）

２
－ （m２

１ ＋ m２
２ ）

２ m２
c２

＝
（１１８９畅９ ＋ ４９３畅７）

２
－ （１３９畅６

２
＋ ９３８畅３

２
）

２ × ９３８畅３
＝ １０３１ （MeV）

即只有当 π
－介子的能量大于 １０３１ MeV 时 ，上述反应才有可能发生 ．

18畅2 　反质子 －p 与静止的质子 p碰撞 ，发生下列反应

－p ＋ p → Ξ
＋
＋ Ξ

－

　 　试计算这一反应的阈值能量 ．

解 　令反应的阈值能量为 Eth ，则

Eth ＝
（mΞ

＋ ＋ mΞ
－ ）

２
－ （m２

－p ＋ m２p）
２ m －p

c２

mΞ
＋ ＝ mΞ

－ ＝ １３２１畅３ MeV／c２

m －p ＝ mp ＝ ９３８畅３ MeV／c２

Eth ＝
（１３２１畅３ ＋ １３２１畅３）

２
－ （９３８畅３

２
＋ ９３８畅３

２
）

２ × ９３８畅３
＝ ２７８３ MeV
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　 　 18畅3 　已知 Ξ
－的衰变过程为

Ξ
－
→ π

－
＋ Λ

０

图 １８畅３

　 　已知 Ξ
－的总能量为 EΞ

－ ，π
－介子的发射

方向与 Ξ
－超子入射方向成 ９０°角 ，试求 Λ

０ 和

π
－的能量和动量 ．

解 　 设 π
－ 和 Λ

０ 的能量分别为 Eπ
－ 和

EΛ
０ ，动量分别为 pπ － 和 pΛ

０ ，Ξ
－ 的动量为

pΞ － ，根据题意有如图 １８畅３ 所示碰撞过程示

意图 ，由能量守恒和动量守恒得

EΞ
－ ＝ Eπ

－ ＋ EΛ
０ （１）

pΞ － ＝ pπ － ＋ pΛ０ （２）

相对论能量和动量关系为

E２

Ξ
－ ＝ p２Ξ － c２ ＋ m２

Ξ
－ c４ （３）

E２

π
－ ＝ p２π － c２ ＋ m２

π
－ c４ （４）

E２

Λ
０ ＝ p２Λ０ c２ ＋ m２

Λ
０ c４ （５）

式（２）在题意下为

p２Λ０ ＝ p２π － ＋ p２Ξ － （６）

将式（３） 、（４） 、（５）和（１）分别代入式（６）求出 Eπ
－得

Eπ
－ ＝

m２
Ξ

－ c４ ＋ m２
π
－ c４ － m２

Λ
０ c４

２ EΞ
－

EΛ
０ ＝

２ E２
Ξ
－ － m２

Ξ
－ c４ － m２

π
－ c４ ＋ m２

Λ
０ c４

２ EΞ
－

pπ － ＝ E２

π
－ － m２

π
－ c４ c

p Λ
０ ＝ E２

Λ
０ － m２

Λ
０ c４ c

图 １８畅４

其中 m Λ
０ 、mΞ

－和 mπ
－分别表示 Λ

０
、Ξ

－和 π
－的静止质量 ．

18畅4 　 K°介子衰变成一对 π
＋
、π

－ 介

子 ，已知两 π 介子射出方向彼此垂直 ，它们

在 B ＝ ０畅８５ T 的磁场中偏转半径分别为 ０ ．

８ m和 １ ．６ m ，求 K°介子的静质量及动能 ．

解 　 K°衰减过程为
K° → π

＋
＋ π

－

　 　动量为 p ，电荷 q ＝ z · e ，质量为 m 的
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带电粒子在均匀磁场中 ，粒子受洛伦兹力作用 ，在垂直于磁场的平面内作半径为

R的圆周运动 ，有

f ＝ qvB ＝
mv２
R

则

R ＝
mv
qB ＝

p
qB

p ＝ qBR
或

p ＝ RzBe ＝ ０畅３ zBR（GeV／c）
　 　 π

＋和 π
－介子的动量记为 pπ ＋ 、pπ － ，得

pπ＋ ＝ ０畅３ × １ × ０畅８５ × ０畅８ ＝ ０畅２０４（GeV ／c） ＝ ２０４ （MeV ／c）
pπ － ＝ ０畅３ × １ × ０畅８５ × １畅６ ＝ ０畅４０８（GeV ／c） ＝ ４０８ （MeV ／c）

过程如图所示 ，由能量和动量守恒有

EK° ＝ Eπ
＋ ＋ Eπ

－ （１）

p２K° ＝ p２π＋ ＋ p２π － （２）

由动量和能量关系

E２
π
＋ ＝ p２π＋ c２ ＋ m２

π
＋ c４ （３）

E２
π
－ ＝ p２π － c２ ＋ m２

π
－ c４ （４）

由式（２）得

p２K° ＝ ２０８０８０ （MeV／c２ ）
mπ

＋ ＝ mπ
－ ＝ １３９畅６ （MeV／c２ ）

由式（２） 、（３）得

Eπ
＋ ＝ ２４７畅２ MeV ，　 　 Eπ

－ ＝ ４３１畅２ MeV
代入式（１）得

EK° ＝ ６７８畅４ MeV
由 E２K° ＝ p２K° c２ ＋ m２K° c４ 得

mK° ＝ E２K° － p２K° c２ ／c２ ＝ ６７８畅４
２
－ ２０８０８０／c２ ＝ ５０２ （MeV／c２ ）

K°介子的动能 TK°有
EK° ＝ TK° ＋ mK° c２

则

TK° ＝ ６７８畅４ － ５０２ ＝ １７６ （MeV）

即K°介子的动能和静质量分别为 １７６ MeV和 ５０２ MeV／c２ ．

18畅5 　分析下列反应是否可能发生
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p ＋ π
－
→ n ＋ π°

解 p π
－ n π°

轻子数 L ０ 烫０  ０ T０ 槝Δ L ＝ ０  

重子数 B １ 烫０  １ T０ 槝Δ B ＝ ０  

电荷数 Q １ 烫－ １ F０ T０ 槝Δ Q ＝ ０  

奇异数 S ０ 烫０  ０ T０ 槝Δ S ＝ ０ �

同位旋 Iz １ 烫
２

－ １ F－
１ 妸
２

０ 槝Δ Iz ＝ ０  

同位旋 I １ 烫
２

１  １ T
２

１ 槝Δ I ＝ ０ 貂

即反应前后 ，轻子数 、重子数 、电荷数 、奇异数 、同位旋 Iz 及同位旋 I 都守恒 ，因此

反应可能发生 ．

18畅6 　实验室中已观察到下列过程

Ξ
－
→ Λ° ＋ π

－

　 　试分析其同位旋 、奇异数的守恒情况 ，并说明这一过程是什么相互作用 ．

解 　 Ξ
－
→ Λ°＋ π

－

Ξ
－ Λ° π

－

奇异数 S － ２ 烫－ １  ０  Δ S ＝ １  

同位旋 I １ 枛
２

０ 谮１  Δ I ＝ １  
２

　 　因此过程的同位旋和奇异数都不守恒 ，而轻子数 、重子数都守恒 ，此过程为弱

相互作用过程 ．

18畅7 　已知质子和中子分别由 uud和 udd组成 ，试问反质子和反中子的夸克

组成是怎样的 ．

解 　已知 h

－u ：　 　  Q ＝ －
２
３
e 　 敂J＝ １

２
　 LB ＝ －

１
３
　 垐S ＝ ０ 　  Iz ＝ －

１
２
　 eI ＝ １

２

－d ： Q ＝
１
３
e J＝ １

２
B ＝ －

１
３

S ＝ ０ Iz ＝ １
２

I ＝ １
２

－p ： Q ＝ － e J＝ １
２

B ＝ － １ S ＝ ０ Iz ＝ －
１
２

I ＝ １
２

－n ： Q ＝ ０ J＝ １
２

B ＝ － １ S ＝ ０ Iz ＝ １
２

I ＝ １
２
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uu －d ： Q ＝ － e J＝ １
２

B ＝ － １ S ＝ ０ Iz ＝ －
１
２

I ＝ １
２

－u dd ： Q ＝ － ０ J＝ １
２

B ＝ － １ S ＝ ０ Iz ＝ １
２

I ＝ １
２

uu －d 组成的各量子数和 －p 的相同 ，－u dd组成的各量子数和 －n 的量子数完全
一致 ．因此 －p 由uu －d 三个夸克组成 ，－n 由 －u dd组成 ．

18畅8 　试确定K°及η°介子和超子 Λ°及 Ω
－的夸克组成 ．

解 　按上题方法可知K°的各量子数和 －d －s 夸克组成的各量子数相同 ，Ω
－的

各量子数和 sss夸克组成的各量子数一致 ．因此 K°和 Ω
－的夸克组成为 －d s和 sss ．

对于 Λ°由夸克 uds组成 ，η°由 １

６
（ －u u ＋ －d d － ２ －s s）夸克组成 ，说明如下 ：

Q J B S Iz I

u ２ Y
３
e １ [

２

１ G
３

０ 3
１  
２

１  
２

－u －
２ 倐
３
e １ [

２
－

１ p
３

０ 3－
１ H
２

１  
２

d －
１ 倐
３
e １ [

２

１ G
３

０ 3－
１ H
２

１  
２

－d １ Y
３
e １ [

２
－

１ p
３

０ 3
１  
２

１  
２

s －
１ 倐
３
e １ [

２

１ G
３

－ １ \０  ０  

－s １ Y
３
e １ [

２
－

１ p
３

１ 3０  ０  

Λ° ０ o
１ [
２

１ G－ １ \０  ０  

η° ０ o０ [０ G０ 3０  ０  

uds ０ o
１ [
２

１ G－ １ \０  ０  

－u u ＋ －d d － ２ 侣－s s ０ o０ [０ G０ 3０  ０  

其中 ud的 J的可能值为 ０ 、１ ，而 uds的 J的可能值为 １
２
、
３
２

，能够得到 J为 １
２

．同

理 uds的 I可以得到 ０的可能值 ．因此 ，Λ°的夸克组成为 uds ．同理可得η°的夸克组

成为 １

６
（ －u u ＋ －d d － ２ －s s） ．

18畅9 　设重子的 Q ＝ ＋ １ ，S ＝ ＋ １和 Q ＝ ＋ ２ ，S ＝ ０ ，试用夸克 u 、d 、s和相应
的反夸克考察是否能组成上述设定的重子 ．
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解 栽－d ：　 　 Q ＝ ＋
１
３

，　 　 　 S ＝ ０

－s ：　 　 Q ＝ ＋
１
３

，　 　 　 S ＝ １

dd －s ：　 　 Q ＝ ＋ １ ，　 　 S ＝ １

　 u ：　 　 Q ＝
２
３

，　 　 S ＝ ０

uuu ：　 　 Q ＝ ２ ，　 　 S ＝ ０

因此可以用dd －s 夸克组成 Q ＝ ＋ １ ，S ＝ ＋ １ 的重子 ，用 uuu夸克组成 Q ＝

＋ ２ ，S ＝ ０的重子 ．

·３２４·



第 19章 　固体物理基础简介 　 倡超导 　 激光

一 、基本内容和主要公式

　 　 1 ．晶体结构的最基本特征

组成晶体的离子 、原子或分子按照一定的方式不断作周期性重复排列 ，构成长

程有序 ．

2 ．晶体的类型

晶体按结合力的类型分为离子晶体 、共价晶体 、分子晶体和金属晶体四类 ．

3 ．固体能带结构

N 个相同原子组成晶体时 ，晶体中每个原子原有的每一能级都分裂为 N 个
密集能级 ，形成能带 ．

能带与能带之间既可能以禁带相隔 ，也可能相接或重叠 ．

填满电子的能带叫满带 ，满带电子不参与导电 ；部分填充电子的能带叫导带 ，

没有电子的能带叫空带 ；由价电子能级分裂而形成的能带称为价带 ，价带可以是满

带或导带 ．

4 ．绝缘体 、导体和半导体

绝缘体的满带和空带之间有较宽的禁带 ．

导体的价带不满或价带和空带重叠或相接 ．

半导体的满带和空带之间的禁带宽度较小（约 １ eV或更小） ．

5 ．杂质半导体

n型半导体 ：参与导电的载流子主要是从施主能级跃迁到导带中去的电子 ．

p型半导体 ：参与导电的载流子主要是满带中产生的空穴 ．

6 ．超导体基本电磁特性有零电阻特性和完全抗磁性 ．

7 ．实现激光的两个必要条件 　介质内部实现粒子数反转和阈值条件 ．

8 ．激光的纵模数

N ＝
Δ ν
Δ νk

其中 Δ νk 为相邻两纵模间隔 ，Δ ν为激光谱线宽度 ．

9 ．激光特性

激光的三个主要特性为 ：高定向性 、高单色性 、高亮度 ．
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二 、典型例题

19唱1 　已知 CdS 、KCl的价带上方禁带宽度分别等于 ２ ．４２ eV 和 ７ ．６０ eV ，试

确定这些晶体可以吸收的电磁波频率的最小值 ．

解 　当电磁波的能量 hν大于或等于禁带宽度 Δ Eg 时 ，才能被晶体吸收 ，即

hν ≥ Δ Eg 　 　 　 　 ν ≥
Δ Eg
h

νmin ＝
Δ Eg
h ＝

１畅６ × １０
－１９

６畅６３ × １０
－３４ Δ Eg ＝ ２畅４ × １０

１４
Δ Eg

　 　对于 CdS ，Δ Eg ＝ ２畅４２ eV ，能被吸收的电磁波的最小频率 νmin有
νmin ＝ ２畅４ × ２畅４２ × １０

１４
＝ ５畅８ × １０

１４
（Hz）

　 　同样对于 KCl ，Δ Eg ＝ ７畅６０ eV
νmin ＝ ７畅６０ × ２畅４ × １０

１４
＝ １畅８ × １０

１５
（Hz）

说明 　如果用适当频率的光照射半导体 ，那么电子在吸收了光子后将由满带跃迁

到导带 ，而在满带上留下空穴 ，这种现象称为光吸收 ．要发生光吸收必须满足能量

守恒定律 ．也就是被吸收的光子能量要大于禁带宽度 Δ Eg ；若光子能量小于禁带

宽度 ，则光子不能被吸收而透射过晶体 ，此时晶体是透明的 ．

19唱2 　已知 Ne原子的某一激发态和基态的能量差 E２ － E１ ＝ １６畅７ eV ，试计

算 T ＝ ３００ K时在热平衡条件下 ，处于两能级上的原子数之比 ．

解 　设 N１ 和 N２ 分别对应处于基态 E１ 和激发态 E２ 的原子数 ，在热平衡条

件下满足玻耳兹曼分布 ，因此有

N２

N１
＝ e－ （ E

２
－ E

１
）／kT

＝ e－
１畅６ × １０

－１９

１畅３８ × １０
－２３

× ３００
Δ E

＝ e－３８畅６Δ E
＝ e－３８畅６ × １６畅７

＝ e－６４５

结果表明 N２ 相对 N１ 微乎其微 ．

说明 　一般情况下 ，温度为 T 的平衡态体系 ，各能级的原子数分布由玻耳兹曼分

布律确定 ，即
N２

N１
＝ e － （E

２
－ E

１
）／kT

．这就是说 ，处于最低能级的原子数最多 ，能级越

高 ，处在该能级的原子数就越少 ．从本题看出 ，处于激发态的原子数微乎其微 ，原子

几乎处于基态 ．要实现激光必须破坏原子在热平衡下的玻耳兹曼分布 ，造成粒子数

反转 ．

三 、习题详解

19畅1 　选择题
　 　 （１）如果 １）锗用锑掺杂 ；２）硅用铝掺杂 ，则分别获得的半导体属于下述类型 ：（C）
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（A）１） ，２）均为 n型半导体 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　因而 ，

（B）１）为 p型半导体 ，２）为 n型半导体 　 　 　 　 　 定价 ：30畅00元
（C）１）为 n型半导体 ，２）为 p型半导体
（D）１） ，２）均为 p型半导体
（２）与绝缘体相比较 ，半导体能带结构的特点是（D）
（A）导带也是空带
（B）满带与导带重合
（C）满带中总是有空穴 ，导带中总是有电子

（D）禁带宽度较窄
（３）下述说法中 ，正确的是（C）
（A）  本征半导体是电子与空穴两种载流子同时参与导电 ，而杂质半导体（n型
或 p型）只有一种载流子（电子或空穴）参与导电 ，所以本征半导体电性能

比杂质半导体好 ．

（B）  n型半导体的导电性能优于 p型半导体 ，因为 n型半导体是负电子导电 ，p
型半导体是正离子导电 ．

（C）  n型半导体中杂质原子所形成的能级靠近导带的底部 ，使能级中多余的电

子容易被激发跃迁到导带中去 ，大大提高了半导体导电性能 ．

（D）p型半导体的导电机构完全决定于满带中空穴的运动 ．

图 １９畅２

19畅2 　填空题
（１）纯净半导体能级的禁带是较 皛 翯窄的 ，在常温下有少量 皛 翯价电子由满带激发到 皛 翯导 皛  

带中 ，从而形成由 皛 嘛满带中空穴和导带中电子参与导电的本征导电性 ．

（２）若锗用铟掺杂 ，则成为 p型半导体 ，请在图 １９ ．２（a）中定性地画出施主能
级或受主能级 ．

若硅用锑掺杂 ，则成为 n型半导体 ，请在图 １９ ．２（b）中定性地画出施主能级或
受主能级 ．
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（３）产生激光的必要条件是 皛 � 实现工作物质的粒子数反转和满足阈值条件 ，激光

的三个主要特性是 皛 斗高定向性 、高单色性 、高亮度性 ．

19畅3 　当 Na原子结合成晶体时 ，其 ３ S 能带和 ３ P能带出现交叠 ，（a）Na是
导体还是绝缘体 ？ （b）如果能带不交迭答案是否相同 ．

解 　 （a）Na是导体 ，因为其 ３ S 能带不满 ，是导带 ，参与导电的是那些未填满

能带中的电子 ．

（b）如果能带不交迭 ，仍然是导体 ．

19畅4 　金属中的电阻温度系数是正值 ，而半导体的电阻温度系数是负值 ，试

说明其原因 ．

解 　金属的电阻温度系数为正值表示金属中的电阻随温度的升高而增加 ，其

原因是 ：金属的载流子是导带中的电子 ，随着温度的升高 ，电子无规则热运动加剧 ，

电子和金属离子 ，电子和电子的碰撞增加 ，阻碍电子的定向运动 ，使电阻增加 ；而半

导体的载流子是满带中的空穴和空带中的电子 ，且禁带宽度较小 ，由于温度的升

高 ，电子能量增加 ，有更多的电子由满带中激发到空带中去 ，形成更多的电子 空穴

对 ，使半导体导电性增强 ，即半导体随温度的升高 ，电阻降低 ．

19畅5 　硅与金刚石的能带结构相似 ，只是禁带宽度不同 ，已知硅的禁带宽度

为 １ ．１４ eV ，金刚石的禁带宽度为 ５ ．３３ eV ，试根据它们的禁带宽度求它们能吸收

辐射的最大波长各是多少 ？

解 　当辐射波的能量 hν大于或等于禁带宽度 Δ Eg 时才能被晶体吸收 ，发生

能级跃迁 ，即有

hν ≥ Δ Eg ，　 　 h c
λ

≥ Δ Eg ，　 　 λ ≤
hc
Δ Eg

λmax ＝
hc
Δ Eg ＝

６畅６３ × １０
－３４

× ３ × １０
８

１畅６ × １０
－１９

Δ Eg

＝
１２畅４ × １０

－７

Δ Eg（eV）

对于硅

Δ Eg ＝ １畅１４ eV ，　 λmax ＝
１２畅４ × １０

－７

１畅１４
＝ １０畅９ × １０

－７
（m）

对于金刚石

Δ Eg ＝ ５畅３３eV ，　 λmax ＝
１２畅４ × １０

－７

５畅３３
＝ ２畅３３ × １０

唱７
（m）

　 　 19畅6 　 锗的禁带宽度为 ０ ．７ eV 的半导体掺入杂质后 ，测得相对价带顶杂质

Al的能级为 ０ ．０１ eV ，杂质 P的能级为 ０ ．６９ eV ，问哪种杂质是施主 ，哪种是受主 ？

解 　杂质 Al是受主 ，杂质 P是施主 ，其能级关系如图 １９畅６所示 ．
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图 １９畅６

19畅7 　 硫化铝的禁带宽度 Δ Eg
＝ ０畅３ eV ，若用它作光敏电阻

材料 ，对所用光波波长有何限

制 ？

解 　 只有当光子能量 hν
大于等于禁带宽度时 ，光敏材

料才可能吸收光子 ，产生导电

载流子 ，即

h c
λ

≥ Δ Eg ，　 　 λ ≤
hc
Δ Eg ＝

１２畅４ × １０
－７

０畅３
＝ ４１畅４ × １０

－７
（m）

要求波长 λ ≤ ４１畅４ × １０
－ ７ m ．

19畅8 　 n型半导体 Si中有 P原子杂质 ，在计算施主能级时 ，作为近似 ，可以看

作一个电子绕 P ＋ 离子运动 ，形成类氢原子 ，沉浸在无限大的 Si电介质中 ，已知 Si
的相对介电常数 εr ＝ １１畅５ ，求半导体的施主能级 En 和电离能 ．

解 　电子绕 P ＋离子运动时有

m v２
r ＝

１
４πε０ εr

e２
r２ （１）

由角动量量子化条件

mv r ＝ n h
２π

　 　 n ＝ １ ，２ ，３ ，⋯ （２）

联合式（１） 、（２）得

r ＝ n２ ε０ εr h２
π me２ （３）

电子的能量

E ＝
１
２
mv２ ＋ Ep

Ep ＝ －
１

４πε０ εr
e２
r

１
２
mv２ ＝

１
８πε０ εr

e２
r

因此

E ＝ －
１

８πε０ εr
e２
r

将式（３）代入得

En ＝ －
１

n２
me４

８πε
２
０ ε

２
r h２ 　 　 n ＝ １ ，２ ，３ ，⋯
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＝ －
１

n２
１

ε
２
r

me４
８ ε

２
０ h２

＝ －
１３畅６

ε
２
r

１

n２

＝ －
１３畅６

１１畅５
２

１

n２ ＝ －
０畅１０

n２ （eV）

即为半导体的施主能级 En ．

电离能 Ei ＝ E ∞ － E１ ＝ ０畅１０ eV ．

19畅9 　 pn结是怎样形成的 ？ pn结附近能带是怎样的 ？试用能带理论解释晶

体二极管的整流作用 ．

图 １９畅９

解 　由于 p型半导体中空穴浓度较大 ，n型半导体中电子浓度较大 ，两种半导

体接触面附近 ，空穴从 p型区向 n型区扩散 ，电子从 n型区向 p型区扩散 ，使界面

两侧形成一层电偶极层 ，电偶极层的电场阻止空穴和电子的扩散 ，促使电子和空穴

向相反方向漂移 ，当扩散和漂移达到平衡后 ，电偶层内电荷分布稳定 ，在界面两侧

形成一定的接触电势差 U０ ，这个电偶极层就是 pn结 ．其电场如图 １９畅９（a）所示 ．

由于接触电势差 U０ 的存在 ，使电子在 pn结两侧的静电能不等 ，在电势高处

电势能低 ，在电势低处电势能高 ，这种附加的静电势能使 pn结附近能带发生弯曲 ，

如图 １９畅９（b）所示 ．能带高度有一相对平移 ，其差值为电子势能的变化值 ｜eU０ ｜形

成势垒区 ，势垒阻止 n型中的电子进入 p型 ，也阻止 p型中的空穴进入 n型 ．

在有外电场加到 pn结上时 ，势垒的高度就会发生变化 ，当电压正向时 ，势垒降

低 ，载流子的扩散运动大于漂移运动 ，形成正向电流 ．随着正向电压的增加 ，pn结
电场的减弱也越显著 ，载流子的扩散运动越明显 ，电流迅速增大 ．

·９２４·



当加反向电压时 ，势垒增加 ，阻挡层变厚 ，多数载流子的扩散难以通过阻挡层 ，

只有少数载流子的漂移运动形成反向的小电流 ，且随反向电压增加 ，反向电流增加

也很慢 ，起到整流作用 ．

19畅10 　 结厚度可忽略的 pn 结整流二极管 ，其电流和电压关系为 I ＝
I０ （eeU ／kT

－ １）其中 I０ 只与材料有关 ，为反向电流 ．当正向加电压时 ，U 取正值 ，否

则取负值 ．（a）试画出伏安特性曲线 ，取电压范围 － ０畅１２ V 到 ＋ ０ ．１２ V ，已知 T ＝

３００ K ，I０ ＝ ５畅０ nA ．

（b）在同样温度下 ，计算在正向电压 ０ ．５ V 和反向电压 ０ ．５ V时电流的比值 ．

解 　 （a） I ＝ I０ （eeU ／kT
－ １） ，　 T ＝ ３００ K ，　 I０ ＝ ５畅０ nA
e
kT ＝

１畅６ × １０
－１９

１畅３８ × １０
－２３

× ３００
＝ ３８畅６

所以

I ＝ ５畅０ × （e３８畅６ U － １） × １０
－９A

u ＝ ０畅１２ V时 ，I ＝ ５０８畅５ × １０
－９A ＝ ０畅５１ × １０

－６A ＝ ０畅５１μA
u ＝ － ０畅１２时 ，I ≈ ０μA

图 １９畅１０

　 　电压范围取 － ０畅１２ V到 ０ ．１２ V 的伏 安特性曲线如图 １９畅１０ ．

（b） I０畅５０
I － ０畅５０ ＝

e３８畅６ × ０畅５
－ １

e － ３８畅６ × ０畅５
－ １

＝ － e３８畅６ × ０畅５
＝ － ２畅４１ × １０

８

　 　 19畅11 　什么叫超导体 ？它有哪些基本性质 ？

解 　某些物质在一定温度以下会出现电阻为零和完全抗磁性现象 ，能够产生

这种现象的物质叫超导体 ，超导体在超导态下具有以下基本特性 ：

（１）零电阻 ；

（２）完全抗磁性（迈斯纳效应） ．

·０３４·



19畅12 　某 He唱Ne气体激光器所发出的波长为 ６３２ ．８ nm 的激光的谱线宽度
Δ λ ＜ １０

－ ８ nm ，试计算其相干长度 ．

解 　相干长度

L ＝
λ
２

Δ λ
＝

６３２畅８
２
× １０

－１８

１０
－１７ ＝ ４畅００ × １０

４
（m） ＝ ４０ km

·１３４·
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