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第一章 函数

1．设 2( ) 1f x x= + ，求 [ ]22( ) ( )f x f x、 。

解答： 2 2 2 4( ) ( ) 1 1f x x x= + = + ,[ ]2 2 2 4 2( ) [ 1] 2 1f x x x x= + = + + 。

所属章节：第一章第一节

难度：一级

2．设
e e( )
x xa bf x
a b

−+
=

+
，求 ( ) ( )f x f x+ − 。

解答：
e e( )
x xa bf x
a b

−+
=

+
，

( )e e e e( )
x x x xa b a bf x
a b a b

− − − −+ +
− = =

+ +
，

( )e e e e( ) ( )
x x x x

x xa b a bf x f x e e
a b a b

− − − −
−+ +

+ − = + = +
+ +

。

所属章节：第一章第一节

难度：一级

3．设

2     1 0,
( ) 2         0 1,

1    1 3,

x x
x x

x x
ϕ

⎧ − < ≤
⎪= < ≤⎨
⎪ − < ≤⎩

求
1(3), (2), (0), ( )
2

ϕ ϕ ϕ ϕ − 。

解答：
1 1(3) 2, (2) 1, (0) 1, ( )
2 2

ϕ ϕ ϕ ϕ= = = = 。

所属章节：第一章第一节

难度：一级

4．求下列函数的定义域：

（1） 2

2
3 2
xy

x x
=

− +
； （2） 1 1log

2 1a
xy
x

+
=

−
， ( 0, 1)a a> ≠ ；

（3） 12
lg(1 )

y x
x

= + +
−

； （4） 3 23 arcsin
5
xy x −

= − + .

解答：（1）由 2 3 2 0x x− + ≠ 解得定义域为 ( ) ( ) ( ),1 1,2 2,−∞ +∞U U ；

（2）由
11 0, 0
1

xx
x

+
− ≠ >

−
解得定义域为 ( )1,1− ；

（3）由 2 0,1 0,1 1x x x+ ≥ − > − ≠ 解得定义域为[ ) ( )2,0 0,1− U ；



（4）由
3 23 0, 1

5
xx −

− ≥ ≤ 解得定义域为[ 1,3]− 。

所属章节：第一章第一节

难度：一级

5．下列各题中，函数 f (x)与 g (x)是否相同？

（1） 2( ) lgf x x= ， ( ) 2lgg x x= ；

（2） ( )f x x= ， 2( )g x x= ；

（3） ln( ) e xf x = ， ( )g x x= .

解答：（1） ( )f x 中的 x可为一切实数， ( )g x 中的 x要求大于零，即定义域不同，故函数不同；

（2） ( )f x 将负数对应负数，而 ( )g x 把负数对应正数，对应法则不同，故函数不同；

（3） ( )f x 中的 x要求大于零， ( )g x 中的 x可为一切实数，即定义域不同，故函数不同。

所属章节：第一章第一节

难度：一级

6．下列函数中哪些是偶函数，哪些是奇函数，哪些是非奇非偶函数？

（1） 2 2(1 )y x x= − ； （2） 2 33y x x= − ；

（3） 1log ( 0, 1)
1a

xy a a
x

−
= > ≠

+
； （4） e e

2

x x

y
−+

= ；

（5） 2 cos 1y x x= + ； （6） 2ln( 1 )y x x= + + .

解答：（1）偶； （2）非奇非偶； （3）奇； （4）偶； （5）偶； （6）奇

所属章节：第一章第一节

难度：一级

7．下列函数中哪些是周期函数？对于周期函数指出其周期 T：

（1） 1 tany x= + ； （2） cos(3 1)y x= + ；

（3） siny x x= ； （4） 2siny x= .

解答：（1）周期，且T =π； （2）周期，
2
3

T = π； （3）非周期； （4）利用等式



2 1 1sin cos 2
2 2

y x x= = − 知为周期函数，周期T =π

所属章节：第一章第一节

难度：一级

8．求下列函数的反函数：

（1） 2 2y x x= − ； （2） 3 2 1y x= + ；

（3） 2ln( 1 )y x x= + + ； （4） 2
2 1

x

xy =
+

.

解答：（1）由 2 2y x x= − ，得 2( 1) 1y x= − − ，解得 1 1x y= ± + 。

所以当 1 1 1 1 1 1y y x y y x≥ − = + + < − = − +时，反函数 ，当 时，反函数 ；

（2）当 3 31 1 1 1y y x y y x≥ = − < = − −时， ，当 时， ；

（3）由 2ln( 1 )y x x= + + ，得 21ye x x= + + ，故 2 2( ) 1ye x x− = + ，

解得
2 1
2 2

y y y

y
e e ex
e

−− −
= = ，所以反函数为

e e
2

x x

y
−−

= ；

（4）由
2

2 1

x

xy =
+

解得 2
1

x y
y

=
−

，即 2log
1
yx
y

=
−

，所以反函数为 2log
1
xy
x

=
−

。

所属章节：第一章第一节

难度：二级

9．下列初等函数由哪些简单函数复合而成？

（1） 22y x= − ； （2） 2cos
3

y x= ；

（3）
2

exy = ； （4） ln sin 2y x= ；

（5） 2sin (3 1)y x= + ； （6） 2
1

arctan e xy
−

= .

解答：（1） 2, 2y u u x= = − ； （2） 2cos ,
3

y u u x= = ； （3） 2e ,uy u x= = ；

（4） ln , sin , 2y u u v v x= = = ；（5） 2 , sin , 3 1y u u v v x= = = + ；（6） 2

1arctan , e ,vy u u v
x

= = = −

所属章节：第一章第二节

难度：一级

10．设 ( ) exF x = ，证明：



（1） ( ) ( ) ( )F x F y F x y⋅ = + ； （2） ( ) ( )
( )

F x F x y
F y

= − .

解答：（1） ( ) ( ) ( )x y x yF x F y e e e F x y+⋅ = ⋅ = = + ；

（2） ( ) ( )
( )

x
x y

y
F x e e F x y
F y e

−= = = −

所属章节：第一章第二节

难度：一级

11．设 ( ) ln( 1)F x x= + ，证明： 2( 2) ( 2) ( )F x F x F x− − − = .

解答： 2 2 2( 2) ( 2) ln(( 2) 1) ln(( 2) 1) ln( 1) ln( 1)F x F x x x x x− − − = − + − − + = − − −

2 1ln ln( 1) ( )
1

x x F x
x
−

= = + =
−

所属章节：第一章第二节

难度：一级

12．设 ( )f x 具有性质： ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + ，证明：必有 (0) 0f = ， ( ) ( )pf x f px= （p为任

意正整数）

解答：在 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + 中，令 0x = ，即得 (0) 0f = 。

在 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + 中，令 y x= ，即得 (2 ) 2 ( )f x f x= ；

在 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + 中，令 2y x= ，结合上式，即得 (3 ) 3 ( )f x f x= ；

设对正整数 k，有 ( ) ( )f kx kf x= ，则在 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + 中，令 y kx= ，结合假设有

(( 1) ) ( 1) ( )f k x k f x+ = + ，由数学归纳法得证。

所属章节：第一章第二节

难度：二级

13．设 ( ) ( ( ( )))n

n

f x f f f x= ⋅⋅⋅
1442443

次

，若 ( )f x a bx= + ，证明：

( 1)( )             ( 1)
1

n
n

n
a bf x b x b
b

−
= + ≠

−
.



解答：当 2n = 时， 2 ( ) ( ( )) ( )f x f f x a b a bx= = + +
2

2 2( 1)
1

a ba ab b x b x
b

−
= + + = +

−
，即等式成立；

设 n k= 时 等 式 成 立 ， 即
( 1)( )

1

k
k

k
a bf x b x
b

−
= +

−
， 则 当 1n k= + 时 ，

1
1( 1) ( 1)( ) ( ( ( ))) ( ( )) [ ]

1 1

k k
k k

n k

n

a b a bf x f f f x f f x a b b x b x
b b

+
+− −

= ⋅⋅⋅ = = + + = +
− −1442443

次

，即等式也成立，得证。

所属章节：第一章第二节

难度：二级

14．验证下列恒等式：

（1） sinh( ) sinh cosh cosh sinhx y x y x y+ = + ；

（2） cosh( ) cosh cosh sinh sinhx y x y x y+ = + ；

（3） sinh sinh 2sinh cosh
2 2

x y x yx y + −
+ = ；

（4） cosh cosh 2sinh sinh
2 2

x y x yx y + −
− = .

解答：由定义 sinh ,cosh
2 2

x x x xe e e ex x
− −− +

= = ，从右往左证明

sinh cosh cosh sinh
2 2 2 2

x x y y x x y ye e e e e e e ex y x y
− − − −− + + −

+ = +
( )

sinh( )
2

x y x ye e x y
+ − +−

= = + ，即证

得（1）式；类似可证其他三式。

所属章节：第一章第二节

难度：二级



第二章 极限与连续

1．用“ Nε − ”定义 来验证下列极限：

（1） 2lim 0
n n→∞

= ； （2） 3 2 3lim
2 1 2n

n
n→∞

−
=

+
；

（3） lim( 1 ) 0
n

n n
→∞

+ − = ； （4）
2

lim 1
n

n n
n→∞

+
= ；

（5） lim 1( 0)n

n
a a

→∞
= > ； （6） lim 1n

n
n

→∞
= .

解答：（1）对任意 0ε > （无论它多么小，下同），要使
2 0
n

ε− < ，只要 2

4n
ε

> ，故可取

2

4[ 1]N
ε

= + 。则对任意 0ε > ，存在 2

4[ 1]N
ε

= + ，当 n N> 时，
2 0
n

ε− < ，故由极限定义

2lim 0
n n→∞

= 。

（2）对任意 0ε > ，要使
3 2 3
2 1 2
n
n

ε−
− <

+
，只要

7 1
4 2

n
ε

> − ，故可取
7 1max( ,1)

4 2
N

ε
= − 。则对任

意 0ε > ，存在
7 1max( ,1)

4 2
N

ε
= − ，当 n N> 时，

3 2 3 7
2 1 2 4 2
n
n n

ε−
− = <

+ +
，故由极限定义

3 2 3lim
2 1 2n

n
n→∞

−
=

+
。

（3）对任意 0ε > ，要使 1n n ε+ − < ，由于
1 11
1

n n
n n n

+ − = <
+ +

，只要 2

1n
ε

> ，

故 可 取 2

1[ 1]N
ε

= + 。 则 对 任 意 0ε > ， 存 在 2

1[ 1]N
ε

= + ， 当 n N> 时 ，

1 11
1

n n
n n n

ε+ − = < <
+ +

，故由极限定义 lim( 1 ) 0
n

n n
→∞

+ − = 。

（4）对任意 0ε > ，要使
2

1n n
n

ε
+

− < ，由于
2

2

1 11n n
n nn n n
+

− = <
+ +

，只要
1n
ε

> ，故



可 取
1[ 1]N
ε

= + 。 则 对 任 意 0ε > ， 存 在
1[ 1]N
ε

= + ， 当 n N> 时 ，

2

2

1 1 11n n
n n Nn n n

ε
+

− = < < <
+ +

，故由极限定义
2

lim 1
n

n n
n→∞

+
= 。

（5） 1a = 时显然； 1a > 时，记 1n
nr a= − ，则 (1 )nn na r nr= + > ，对任意 0ε > ，要使 1n a ε− < ，

只要 1n
n

ar a
n

= − < ，即
an
ε

> ，故可取 [ 1]aN
ε

= + ，当 n N> 时， 1n a ε− < ，由极限定义

lim 1,( 1)n

n
a a

→∞
= > ；0 1a< < 时，类似证明。

（ 6）记 1n
nr n= − ，则 2( 1)(1 )

2
n

n n
n nn r r−

= + > ，对任意 0ε > ，要使 1n n ε− < ，只要

21
1

n
nr n

n
= − <

−
，即 2

2 1n
ε

> + ，故可取 2

2[ 1 1]N
ε

= + + ，当 n N> 时， 1n n ε− < ，由极限

定义 lim 1n

n
n

→∞
= 。

所属章节：第二章第一节

难度：（1111）—（4444）二级，（5555）----（6666）三级

2．若 lim nn
a a

→∞
= .证明 lim nn

a a
→∞

= .并举例说明反过来未必成立。

解答：对任意 0ε > ，由 lim nn
a a

→∞
= ，存在 N，当 n N> 时， na a ε− < ，从而 n na a a a ε− ≤ − < ，

于是由极限定义 lim nn
a a

→∞
= 。反过来未必成立，例如对于 ( 1)nna = − ，极限 lim 1nn

a
→∞

= 存在，但

lim nn
a

→∞
不存在。

所属章节：第二章第一节

难度：二级

3．
解答： 没有题目

所属章节：

难度：

4．设数列{ }nu ，若 2 1 2lim , limn nn n
u a u a−→∞ →∞

= = ，证明 lim nn
u a

→∞
= .

解答：因为 2 1 2lim , limn nn n
u a u a−→∞ →∞

= = , 所以对任意 0ε > ，存在 1N ，当 12 2n N> 时， 2nu a ε− < ；



存在 2N ，当 22 1 2 1n N− > − 时， 2 1nu a ε− − < ；取 1 2max(2 ,2 1)N N N= − ，则当 n N> 时，

nu a ε− < ，因此 lim nn
u a

→∞
= 。

所属章节：第二章第一节

难度：二级

5．根据定义验证下列数列为无穷小：

（1） 2

1
1

n
n
−⎧ ⎫

⎨ ⎬
+⎩ ⎭

； （2） 2
!

n

n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

.

解 答 ：（ 1 ） 对 任 意 0ε > ， 由 于 2 2

1 2 2n n
n n n
−

< = ， 取
2[ 1]N
ε

= + ， 则 当 n N> 时 ，

2 2

1 2 2 2n n
n n n N

ε−
< = < < ，因此 2

1lim 0
n

n
n→∞

−
= ，即数列 2

1
1

n
n
−⎧ ⎫

⎨ ⎬
+⎩ ⎭

为无穷小。

（2）对任意 0ε > ，由于
2 2 2 2 2 4

! ( 1) 2 1

n

n n n n
× × × ×

= ≤
× − × × ×

⋯
⋯

，取
4[ 1]N
ε

= + ，则当 n N> 时，

2 4 4
!

n

n n N
ε≤ < < ，因此

2lim 0
!

n

n n→∞
= ，即数列

2
!

n

n
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

为无穷小。

所属章节：第二章第二节

难度：二级

6．根据定义证明下列数列为无穷大：

（1）{ }2n ； （2）
2 1

2 1
n
n

⎧ ⎫+
⎨ ⎬+⎩ ⎭

.

解答：（1）对任意的正数 0M > （无论它多么大，下同），取 2[log 1]N M= + ，则当 n N> 时，

2 2 2n n N M= > > ，因此 lim2n
n→∞

= ∞，即数列{ }2n 为无穷大；

（2）对任意的正数 0M > ，取 [3 1]N M= + ，则当 n N> 时，
2 21

2 1 3 3
n n n M
n n
+

> = >
+

，因此

2 1lim
2 1n

n
n→∞

+
= ∞

+
，即数列

2 1
2 1
n
n

⎧ ⎫+
⎨ ⎬+⎩ ⎭

为无穷大。

所属章节：第二章第二节

难度：二级

7．试举出满足下列要求的数列例子：



（1）有界但无极限的数列； （2）无界但非无穷大的数列。

解答： （1） ( 1)nna = − （2）
1         

        n

n
a

n n
⎧

= ⎨
⎩

偶

奇

所属章节：第二章第二节

难度：二级

8．求下列极限：

（1）
3 2

3 2

2 3 4 1lim
3 5 2n

n n n
n n→∞

− + −
− +

； （2） 2

1 2lim
n

n
n→∞

+ + ⋅⋅⋅ +
；

（3） 1 1 1 1lim( )
1 3 2 4 3 5 ( 2)n n n→∞

+ + + ⋅⋅⋅ +
⋅ ⋅ ⋅ +

；

（4）
2

3

1lim(sin !) ( )
3 2n

nn
n→∞

−
⋅

+
.

解答：（1）分子分母同除以 3n ，
3 2 2 3

3 2

3

3 4 122 3 4 1 2lim lim 5 23 5 2 33
n n

n n n n n n
n n

n n
→∞ →∞

− + −− + −
= =

− + − +
；

（2）利用
( 1)1 2

2
n nn +

+ + + =⋯ ， 2 2

1 2 ( 1) 1 1 1lim lim lim( )
2 2 2 2n n n

n n n
n n n→∞ →∞ →∞

+ + ⋅⋅⋅ + −
= = − = ；

（3）利用
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[1 ]

1 3 2 4 3 5 ( 2) 2 3 2 4 3 5 2n n n n
+ + + ⋅⋅⋅ + = − + − + − + + −

⋅ ⋅ ⋅ + +
⋯

1 1 1 1[1 ]
2 2 1 2n n

= + − −
+ +

，
1 1 1 1 1 1 1 1lim( ) lim [1 ]

1 3 2 4 3 5 ( 2) 2 2 1 2n nn n n n→∞ →∞
+ + + ⋅⋅⋅ + = + − − =

⋅ ⋅ ⋅ + + +
3
4
；

（4）利用 sin !n 有界，
2

3

1lim 0
3 2n

n
n→∞

−
=

+
，极限 0

所属章节：第二章第二节

难度：一级

9．利用数列单调有界必有极限的法则，证明下列数列极限存在：

（1） 2 2 2

1 2 ,( 1,2, )n
na n

n n n
= + + ⋅⋅⋅ + = ⋅⋅⋅ ；

（2） 2

1 1 1 , ( 1, 2, )
3 1 3 1 3 1n na n= + + ⋅⋅⋅ + = ⋅⋅⋅
+ + +

；

（3） 2 2 2

1 1 11 , ( 1, 2, )
2 3na n

n
= + + + ⋅⋅⋅ + = ⋅⋅⋅ .

解答：（1）数列 2 2 2

1 2 ,( 1,2, )n
na n

n n n
= + + ⋅⋅⋅ + = ⋅⋅⋅ 单调增加， 2 2 2

1 2 1 1
2n

n na
n n n n

+
= + + ⋅⋅⋅ + = < ，

故极限存在；



（2）数列 2

1 1 1 , ( 1, 2, )
3 1 3 1 3 1n na n= + + ⋅⋅⋅ + = ⋅⋅⋅
+ + +

单调增加，且

2 2

111 1 1 1 1 1 1 13
13 1 3 1 3 1 3 3 3 3 21
3

n

n n na
−

= + + ⋅⋅⋅ + < + + ⋅⋅⋅ + = × <
+ + + −

，即数列又有界，故极限存在；

（3）数列 2 2 2

1 1 11 , ( 1, 2, )
2 3na n

n
= + + + ⋅⋅⋅ + = ⋅⋅⋅ 单调增加，且

2 2 2

1 1 1 1 1 1 11 1 2 2
2 3 1 2 2 3 ( 1)na n n n n

= + + + ⋅⋅⋅ + < + + + ⋅⋅⋅ + = − <
× × −

，即数列又有界，故极限存在。

所属章节：第二章第三节

难度：二级

10．利用夹逼准则证明：

（1） 2 2 2

1 1 1lim( ) 0
( 1) (2 )n n n n→∞

+ + ⋅⋅⋅ + =
+

；

（2）
2 2 2

1 1 1lim( ) 1
1 2n n n n n→∞
+ + ⋅⋅⋅ + =

+ + +
.

解答：（1）由于 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
(2 ) ( 1) (2 )
n n
n n n n n
+ +

≤ + + ⋅⋅⋅ + ≤
+

，而 2 2

1 1lim lim 0
(2 )n n

n n
n n→∞ →∞

+ +
= = ，故由夹逼

准则有 2 2 2

1 1 1lim( ) 0
( 1) (2 )n n n n→∞

+ + ⋅⋅⋅ + =
+

；

（2）由于
2 2 2 2 2

1 1 1
1 2 1

n n
n n n n n n n

≤ + + ⋅⋅⋅ + ≤
+ + + + +

，而
2 2

lim lim 1
1n n

n n
n n n→∞ →∞

= =
+ +

，

故由夹逼准则有
2 2 2

1 1 1lim( ) 1
1 2n n n n n→∞
+ + ⋅⋅⋅ + =

+ + +
。

所属章节：第二章第三节

难度：一级

11．设有数列 1 22, 2 2 , , 2 2 2 ,n

n

x x x= = + ⋅⋅⋅ = + + ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅�������
次

，求 lim nn
x

→∞
。

解答：易知数列{ }nx 单调增加，且 12n nx x −= + ， 1 2x ≤ ， 2 2 2 2x = + ≤ ，设 2kx ≤ ，则

1 2 2 2 2k kx x+ = + ≤ + = ，即{ }nx 有上界 2，所以{ }nx 收敛；设 lim nn
x a

→∞
= ，则 1lim nn

x a−→∞
= ，在

等式 12n nx x −= + 两边取极限，有 2a a= + ，即可解得 2a = （负值舍去），即 lim 2nn
x

→∞
= 。



所属章节：第二章第三节

难度：二级

12．设 1 1
1 30, ( ), 1, 2,
2n n

n

x x x n
x+> = + = ⋅⋅⋅，求 lim nn

x
→∞

。

参考答案：先证明{ }nx 收敛，且 lim 3nn
x

→∞
=

解答：由条件 1 1
1 30, ( ), 1, 2,
2n n

n

x x x n
x+> = + = ⋅⋅⋅及平均不等式得 30, 3n n n

n

x x x
x

> ≥ ⋅ = ，又

2

1
1 3 3( ) 0
2 2

n
n n n n

n n

xx x x x
x x+

−
− = + − = ≤ ，即数列{ }nx 单调减少，于是该数列收敛，设 lim nn

x a
→∞

= ，

则 1lim nn
x a+→∞

= ，在等式 1
1 3( )
2n n

n

x x
x+ = + 两边取极限，即可解得 3a = （负值舍去），即

lim 3nn
x

→∞
= 。

所属章节：第二章第三节

难度：二级

13．利用函数极限的“ Xε − ”定义验证下列极限：

（1） 2

1lim 0
x x→∞

= ； （2） sinlim 0
x

x
x→∞

= ；

（3） 2lim 1
x

x
x→∞

−
= − ； （4） lim ( 1 ) 0

x
x x

→+∞
+ − = .

解答：（1）对任意 0ε > （无论它多么小，下同），要使 2

1 0
x

ε− < ，只要
1x
ε

> ，故可取

1 0X
ε

= > 。则对任意 0ε > ，存在
1 0X
ε

= > ，当 x X> 时， 2 2

1 10
x X

ε− < = ，故由极限定

义 2

1lim 0
x x→∞

= ；

（2）对任意 0ε > ，要使
sin 0x
x

ε− < ，由于
sin 10x
x x

− ≤ ，只要
1x
ε

> ，故可取
1 0X
ε

= > 。

则对任意 0ε > ，存在
1 0X
ε

= > ，当 x X> 时，
sin 1 10x
x x X

ε− ≤ < = ，故由极限定义

sinlim 0
x

x
x→∞

= ；



（3）对任意 0ε > ，要使
2 ( 1)x
x

ε
−

− − < ，由于
2 2( 1)x
x x
−

− − = ，只要
2x
ε

> ，故可取
2 0X
ε

= > 。

则对任意 0ε > ，存在
2 0X
ε

= > ，当 x X> 时，
2 2 2( 1)x
x x X

ε−
− − = < = ，故由极限定义

2lim 1
x

x
x→∞

−
= − ；

（4）对任意 0ε > ，要使 1x x ε+ − < ，由于
1 11
1

x x
x x x

+ − = <
+ +

，只要 2

1x
ε

> ，

故 可 取 2

1 0X
ε

= > 。 则 对 任 意 0ε > ， 存 在 2

1 0X
ε

= > ， 当 x X> 时 ，

1 1 11
1

x x
x x x X

ε+ − = < < =
+ +

，故由极限定义 lim ( 1 ) 0
x

x x
→+∞

+ − = 。

所属章节：第二章第四节

难度：二级

13．利用函数极限的“ε δ− ”定义验证下列极限：

（1）
1

lim(5 2) 3
x

x
→−

+ = − ； （2）
2

2

4lim 4
2x

x
x→

−
=

−
；

（3）
4

lim 2
x

x
→

= ； （4） 2

2
lim 4
x

x
→

= .

解答：（1）对任意 0ε > （无论它多么小，下同），要使 5 2 ( 3) 5 ( 1)x x ε+ − − = − − < ，只要

( 1)
5

x ε
− − < ，故可取 0

5
εδ = > 。则对任意 0ε > ，存在 0

5
εδ = > ，当 ( 1)x δ− − < 时，

5 2 ( 3) 5 ( 1) 5x x δ ε+ − − = − − < < ，故由极限定义
1

lim(5 2) 3
x

x
→−

+ = − ；

（2）对任意 0ε > ，要使
2 4 4 2

2
x x
x

ε
−

− = − <
−

，只要 2x ε− < ，故可取 0δ ε= > 。则对任意

0ε > ，存在 0δ ε= > ，当 2x δ− < 时，
2 4 4 2

2
x x
x

δ ε
−

− = − < =
−

，故由极限定义
2

2

4lim 4
2x

x
x→

−
=

−
；

（3）对任意 0ε > ，要使
42
2

xx
x

ε
−

− = <
+

，只要 4x ε− < ，故可取 0δ ε= > 。则对任意 0ε > ，

存在 0δ ε= > ，当 4x δ− < 时，
442

12
xxx

x
δ ε

−−
− = < < =

+
，故由极限定义

4
lim 2
x

x
→

= ；



（4）对任意 0ε > ，要使 2 4 2 2x x x ε− = − + < ，可先限定 1ε ≤ ，则相应有1 3x< < ，只要

2 4 3 2x x− < − ，故可取 0
3
εδ = > 。则对任意 0ε > ，存在 min( ,1) 0

3
εδ = > ，当 2x δ− < 时，

2 4 2 2 3 2 3x x x x δ ε− = − + < − < = ，故由极限定义 2

2
lim 4
x

x
→

=

所属章节：第二章第四节

难度：二级

15．设
2, 2,

( )
2, 2

x x
f x

x x
+ ≤⎧

= ⎨ − >⎩
问当 2x→ 时， ( )f x 是否有极限？

解答：当 2x→ 时， ( )f x 的左极限等于 4，右极限等于 0，故 ( )f x 的极限不存在。

所属章节：第二章第四节

难度：一级

16．根据定义证明：

（1）
2 9( )

3
xf x
x
−

=
+

当 3x→ 时为无穷小；

（2） 1 2( ) xf x
x
+

= 当 0x→ 时为无穷大。

解答：（1）对任意 0ε > ，要使
2 9 0 3

3
x x
x

ε−
− = − <

+
，只要 3x ε− < ，故可取 0δ ε= > 。则对

任意 0ε > ，存在 0δ ε= > ，当 3x δ− < 时，
2 9 0 3

3
x x
x

δ ε−
− = − < =

+
，故由极限定义

2

3

9lim 0
3x

x
x→

−
=

+
，故

2 9( )
3

xf x
x
−

=
+

当 3x→ 时为无穷小。

（2）对任意的正数 0M > ，要使
1 2x M
x
+

> ，由于
1 2 1 12 2x
x x x
+

= + ≥ − ，只要
1

2
x

M
<

+
，

故 可 取
1 0

2M
δ = >

+
。 则 对 任 意 0ε > ， 存 在

1 0
2M

δ = >
+

， 当 x δ< 时 ，

1 2 1 12 2x M
x x x
+

= + ≥ − > ，因此
0

1 2lim
x

x
x→

+
= ∞，

1 2( ) xf x
x
+

= 当 0x→ 时为无穷大。

所属章节：第二章第四节

难度：二级



17．求下列极限，并说明理由：

（1） 2

0

1lim sin
x

x
x→
； （2）

2

0

1lim
1x

x
x→

−
−

.

解答：（1）当 0x→ 时， 2 0x → 为无穷小，而
1sin
x
是有界函数， 2

0

1lim sin 0
x

x
x→
= ；

（2）
2

0 0 0

1lim lim(1 ) 1 lim 1
1x x x

x x x
x→ → →

−
= + = + =

−
，或分子分母极限分别为 1，或无穷小定义。

所属章节：第二章第四节

难度：一级

18．计算下列极限：

（1）
2

2

1lim
1x

x
x→

+
−

； （2）
2

25

7 10lim
25x

x x
x→

− +
−

；

（3）
2 2

0

( )lim
h

x h x
h→

+ −
； （4）

0

1 1lim
x

x
x→

+ −
；

（5） 21

1 2lim( )
1 1x x x→
−

− −
；（原题目有误） （6） 21

3 1lim
1x

x x
x→

− − +
−

；

（7）
4

2 1 3lim
2 2x

x
x→

+ −
− −

； （8） 20

(1 ) (1 )lim
n m

x

mx nx
x→

+ − +
（n，m为正整数）.

参考答案：（1）5； （2） 3
10

； （3）2x； （4） 1
2
； （5） 1

2
； （6） 2

4
− ；

（7） 2 2
3

； （8） 1 ( )
2
mn n m−

解答：（1）
22

2

2
2

lim( 1)1 5lim 5
1 lim( 1) 1

x
x

x

xx
x x

→

→
→

++
= = =

− −
；

（2）先约分，
2

5
25 5

5

lim( 2)7 10 2 3lim lim
25 5 lim( 5) 10

x

x x
x

xx x x
x x x

→

→ →
→

−− + −
= = =

− + +
；

（3）先化简，
2 2 2

0 0

( ) 2lim lim 2
h h

x h x xh h x
h h→ →

+ − +
= = ；

（4）分子有理化，
0 0

1 1 1 1lim lim
21 1x x

x
x x→ →

+ −
= =

+ +
；



（5）先通分， 2 21 1 1

1 2 1 1 1lim( ) lim lim
1 1 1 1 2x x x

x
x x x x→ → →

−
− = = =

− − − +
；

（6）分子有理化，再约分， 21 1

3 1 2 2lim lim
1 4( 1)( 3 1 )x x

x x
x x x x→ →

− − + −
= = −

− + − + +
；

（7）分子分母有理化，再约分，
4 4

2 1 3 2 1 3 ( 2 1 3)( 2 2lim lim
2 2 2 2 ( 2 2)( 2 1 3)x x

x x x x
x x x x→ →

+ − + − + + − +
= ⋅

− − − − − + + +

4

2( 2 2) 2 2lim
32 1 3x

x
x→

− +
= =

+ +
；

（8）分子两项分别按二项式展开，则分子的最低次幂为二次，系数为
1 ( )
2
mn n m− ，余为高

阶无穷小，故 20

(1 ) (1 )lim
n m

x

mx nx
x→

+ − + = 1 ( )
2
mn n m− 。

所属章节：第二章第四节

难度：一级

19．计算下列极限：

（1）
2

2

3 2lim
1 4x

x
x→∞

+
−

； （2）
20 30

50

(2 3) (3 2)lim
(5 1)x

x x
x→∞

− +
+

；

（3）
3 2

2lim( )
2 1 2 1x

x x
x x→∞

−
− −

； （4）
2 1

2

1lim
2

n

nn

x
x

+

→∞

−
+

.

解答：（1）分子分母同除以 2x ，
2 2

2

2

233 2 3lim lim 11 4 44
x x

x x
x

x
→∞ →∞

++
= = −

− −
；

（2）分子分母同除以 50x ，

20 30
20 30 20 30

50 50
50

3 2(2 ) (3 )(2 3) (3 2) 2 3lim lim 1(5 1) 5(5 )
x x

x x x x
x

x
→∞ →∞

− +− + ⋅
= =

+ +
；

（3）通分，
3 2 3 2 1

2 2 2 1

1lim( ) lim lim
2 1 2 1 (2 1)(2 1) (2 )(2 )x x x

x x x x x
x x x x x x

−

− −→∞ →∞ →∞

− + − +
− = =

− − − − − −
1
4

= − ；

（4）当 1x < 时， 2lim 0n

n
x

→∞
= ，故

2 1

2

1 1 0 1lim
2 2 0 2

n

nn

x
x

+

→∞

− −
= =

+ +
；

当 1x > 时， 2lim n

n
x

→∞
= ∞，故

2 1 2

2 2

1 0lim lim
2 2 1 0 1

n n

n nn n

x x x x x
x x

+ −

−→∞ →∞

− − −
= = = −

+ + +
；



当 1x = 时， 2 1nx = ， 2 1 1nx + = ，故
2 1

2

1lim 0
2

n

nn

x
x

+

→∞

−
=

+
；

当 1x = − 时， 2 1nx = ， 2 1 1nx + = − ，故
2 1

2

1 2lim
2 3

n

nn

x
x

+

→∞

−
=

+
。

所属章节：第二章第四节

难度：一级

20．计算下列极限：

（1）
0

tan 2lim
x

x
x→

； （2）
0

sin 3lim
sin 2x

x
x→
；

（3） sinlim
x

x
x→ −ππ
； （4） sin sinlim

x a

x a
x a→

−
−

；

（5）
2

coslim

2
x

x

x→ −
ππ

； （6）
4

20
lim

(1 cos )x

x
x→ −

；

（7）
0

arcsinlim
1 1x

x
x→ + −

； （8）
0

1 sin coslim
1 cosx

x x x
x→

+ −
−

.

解答：（1）
0 0 0 0 0

tan 2 sin 2 sin 2 2 sin 2 2lim lim lim lim lim 1 2 2
cos 2 2 cos 2 2 cos 2x x x x x

x x x x
x x x x x x x→ → → → →

= = ⋅ = ⋅ = × = ；

（2）
0 0

sin3 sin3 2 3 3lim lim( )
sin 2 3 sin 2 2 2x x

x x x
x x x→ →
= ⋅ ⋅ = ；

（3）
0

sin sin( )lim lim 1
)x x

x x
x xπ π

π
π π→ − →

−
= =

− −(
；

（4）令 x a t− = ，则
0 0

sin sin sin( ) sin sin cos cos sin sinlim lim lim
x a t t

x a t a a t a t a a
x a t t→ → →

− + − + −
= =

−
2

0

2sinsin 2lim( cos sin ) cos
t

t
t a a a
t t→

= ⋅ − ⋅ = ；

（5）令
2

x tπ
− = ，则

0
2

cos sinlim lim 1

2
tx

x t
tx

→→

−
= =

−−
ππ

；

（6）
4 4

4 4

20 0 02 2 4

( ) 2
2lim lim lim 4

(1 cos ) (2sin ) 4(sin )
2 2

x x x

x
x x

x xx→ → →

⋅
= = =

−
；

（7）分母有理化，
0 0

arcsin arcsin ( 1 1)lim lim 2
1 1x x

x x x
xx→ →

⋅ + +
= =

+ −
；



（8）分子有理化，
0 0 2

sinsin ( 1)1 sin coslim lim 2
1 cos 2sin ( 1 sin cos )

2
x x

xx xx x x x
xx x x x

→ →

++ −
= =

− + +

所属章节：第二章第五节

难度：一级

21．计算下列极限：

（1） 1lim(1 )
1

n

n n→∞
+

+
； （2） 1lim(1 ) x

x x→∞
− ；

（3） 32lim(1 ) x
x x

+

→∞
+ ； （4）

1

0
lim(1 3 ) x
x

x
→

− ；

（5） cot

0
lim(1 tan ) x

x
x

→
+ ； （6） 2 1lim( )

2 1
x

x

x
x→∞

−
+

.

解答：（1）
1 11 1(1 ) lim(1 )1 1 1lim(1 ) lim 1 11 11 lim(1 )

1 1

n n

nn

n n

n

en n e
n

n n

+ +

→∞

→∞ →∞

→∞

+ +
+ ++ = = = =

+ + +
+ +

；

（2） 1 1 1 1lim(1 ) lim 1 1(1 ) lim(1 )

x

x x x x

x

x e
x x

→∞ →∞ − −

→∞

− = = =
− −

；

（3） 3 3 2 222 2 2 1lim(1 ) lim(1 ) lim(1 ) [lim(1 ) ] 1

2

x
x x

x x x x
exx x x

+

→∞ →∞ →∞ →∞
+ = + ⋅ + = + ⋅ = ；

（4）
1

1 30 0
33

1 1lim(1 3 ) lim
[(1 3 ) ]

x
x x

x

x
ex

→ →
−

− = =
−

；

（5）
1

cot tan
0 0

lim(1 tan ) lim(1 tan )x x
x x

x x e
→ →

+ = + = ；

（6）
2 1 2

12 2 12 1 2lim( ) lim(1 )
2 1 2 1

x x
x x

x x

x e
x x

+ −
⋅ −− +

→∞ →∞

− −
= + =

+ +
。

所属章节：第二章第五节

难度：一级

22．当 0x→ 时， 22x x− 与 2 3x x− 相比，哪一个是高阶无穷小？

解答：因为
2 3 2

20 0
lim lim 0

2 2x x

x x x x
x x x→ →

− −
= =

− −
，所以当 2 3 20 2x x x x x→ − −时， 比 高阶无穷小

所属章节：第二章第二节



难度：一级

23．当 1x→ 时，1 x− 与（1） 31 x− ；（2） 21 (1 )
2

x− 是同阶无穷小还是等价无穷小？

解答：（1）当 1x→ 时，
3 3

3 23 31 1

1 1 1lim lim
1 2(1 )(1 )x x

x x
x x x x→ →

− −
= =

− − + +
，故 31 1x x− −与 为同阶非等

价无穷小；

（2）当 1x→ 时，

2

1 1

1 1(1 ) (1 )(1 )
2 2lim lim 1

1 1x x

x x x

x x→ →

− − +
= =

− −
，故 21 (1 ) 1

2
x x− −与 为等价无穷小

所属章节：第二章第六节

难度：一级

24．当 0x→ 时，试决定下列无穷小对于 x的阶数：

（1） 2 310x x+ ； （2） 3 2 3x x− ；

（3）
3

( 1)
1
x x

x
+

+
； （4） 4 41 1x x+ − − .

解答：（1）2 阶； （2） 1
3
阶； （3）1 阶； （4）4 阶

所属章节：第二章第六节

难度：一级

25．利用等价无穷小代换计算下列极限：

（1）
0

tan 3lim
2x

x
x→

； （2）
2

0

sin( )lim
sinx

x
x x→

；

（3）
2

0

sin 2lim
tan 3x

x x
x→

+
； （4）

2

0

1 1lim
1 cosx

x
x→

+ −
−

；

（5）
0

tan sinlim
(1 cos )x

x x
x x→

−
−

； （6） 20

ln(1 3 )lim
tan( )x

x x
x→

+ .

解答：（1）当 0x→ 时， tan3 ~ 3x x，故
0 0

tan3 3 3lim lim
2 2 2x x

x x
x x→ →

= = ；

（2）当 0x→ 时， 2 2sin ~ ,sin ~x x x x ，故
2 2

0 0

sin( )lim lim 1
sinx x

x x
x x x x→ →

= =
⋅

；

（3）当 0x→ 时， tan3 ~ 3x x，故
2 2 2

0 0 0 0

sin 2 sin 2 sin 2 2lim lim lim lim
tan3 3 3 3 3x x x x

x x x x x x
x x x x→ → → →

+ +
= = + = ；



（4）当 0x→ 时， 2 2 21 11 1 ~ ,1 cos ~
2 2

x x x x+ − − − ，故

2
2

0 0 2

1
1 1 2lim lim 111 cos

2
x x

xx
x x

→ →

+ −
= =

−
；

（5）当 0x→ 时， tan ~x x，故
0 0

tan sin tan (1 cos )lim lim 1
(1 cos ) (1 cos )x x

x x x x
x x x x→ →

− −
= =

− −
；

（6）当 0x→ 时， 2 2tan( ) ~ ,ln(1 3 ) ~ 3x x x x+ ，故 2 20 0

ln(1 3 ) 3lim lim 3
tan( )x x

x x x x
x x→ →

+ ⋅
= = 。

所属章节：第二章第六节

难度：一级

26．研究下列函数的连续性，并画出函数的图形：

（1）
2 ,0 1,

( )
2 ,1 2;
x x

f x
x x

⎧ ≤ ≤
= ⎨

− < ≤⎩

（2）
, 1 1,

( )
1, 1.
x x

f x
x
− ≤ ≤⎧⎪= ⎨ >⎪⎩

解答：（1）已知多项式函数是连续函数，所以函数 f(x)在[0, 1)和(1, 2]内是连续的。而在分段

点 x=1 处，因为 f(1)=1， 1lim)(lim 2

11
==

−− →→
xxf

xx
， 1)2(lim)(lim

11
=−=

++ →→
xxf

xx
, ，所以 1)(lim

1
=

→
xf

x
，从而函

数 f(x)在 x=1 处是连续的。

综上所述，函数 [ ]( ) 0, 2f x 在 上连续；图形略。

（2）由于多项式函数是连续函数，故只需考察函数在分段点 x=−1 和 x=1 处的连续性，

在 x=−1 处，因为 f(−1)=−1， )1(11lim)(lim
11

−≠==
−− −→−→

fxf
xx

， )1(1lim)(lim
11

−=−==
++ −→−→

fxxf
xx

，所以函数

在 x=−1 处间断，但右连续；在 x=1 处，因为 f(1)=1， 1lim)(lim
11

==
−− →→
xxf

xx
=f(1)， 11lim)(lim

11
==

++ →→ xx
xf =f(1)，

所以函数在 x=1 处连续。

综合上述讨论, 函数 ( ) ( , 1) ( 1, ) 1f x x−∞ − − +∞ = −在 与 内连续，在 处间断，为跳跃间断点。

图形略。

所属章节：第二章第七节

难度：一级

27．下列函数在所指点处间断，试确定其所属类型。若是可去间断点，则补充定义使它连续：

（1）
2

2

3 2 , 1, 1
1

x xy x x
x
− +

= = = −
−

； （2） 2

1 cos , 0xy x
x

−
= = ；



（3）
cos

2 , 0,1
(1 )

x
y x

x x
= =

−

π

； （4） 1arctan , 0y x
x

= = ；

（5） 1

1 , 0
1 e x

y x= =
+

； （6）

23 , 0,
sin 3 , 0.

x x
y x x

x

⎧ + <
⎪= ⎨

>⎪⎩

解答：（1）因为
2

21 1 1

3 2 2 1lim lim lim
1 1 2x x x

x x xy
x x→ → →

− + −
= = = −

− +
, 所以 1x = 是函数的第一类间断点，并

且是可去间断点，补充定义
1(1)
2

f = − 。

因为
2

21 1 1

3 2 2lim lim lim
1 1x x x

x x xy
x x→− →− →

− + −
= = = ∞

− +
, 所以 1x = − 是函数的第二类间断点。

（2）因为 20

1 cos 1lim
2x

x
x→

−
= ，所以 0x = 为函数的可去间断点，可补充定义

1(0)
2

f = 。

（3）因为
0

cos
2lim

(1 )x

x

x x→
= ∞

−

π

，所以 0x = 是函数的第二类间断点；

又因为
1 1 0

cos cos sin
2 2 2lim lim lim

(1 ) 1 2x x t

x x t

x x x t
π

→ → →
= = =

− −

π π π

，所以 1x = 为函数的可去间断点，可补充

定义 (1)
2

f =
π
。

（4）因为
1arctan
x
在 0x = 处的左右极限分别为

2
π

− 和
2
π
，所以 0x = 为函数的跳跃间断点。

（5）因为 1
1

1 e x
y =

+
在 0x = 处的左右极限分别为 1 和 0，所以 0x = 为函数的跳跃间断点。

（6）因为

23 , 0
sin3 , 0

x x
y x x

x

⎧ + <
⎪= ⎨

>⎪⎩

在 0x = 处的左右极限都为 3，所以 0x = 为函数的可去间断点，

可补充定义 (0) 3f = 。

所属章节：第二章第七节

难度：一级

28．求下列函数的连续区间：



（1）
3 2

1

3 2
y

x x
=

− +
（2） 4 6y x x= − + − ；

（3） ln(2 )y x= − ； （4） 2
1

xy
x
−

=
−

.

解答：（1）对函数
3 2 3

1 1
( 1)( 2)3 2

y
x xx x

= =
− −− +

，定义域为 1, 2x x≠ ≠ ，易知 1x = 与 2x = 是

函数的间断点，故连续区间为 ( ), 1 , (1, 2), (2, )−∞ − +∞ ；

（2）对函数 4 6y x x= − + − ，定义域为 [4,6]，且在其内部无间断点，故连续区间为 [ ]4,6 ；

（3）对函数 ln(2 )y x= − ，定义域为 ( , 2)−∞ ，且在其内部无间断点，故连续区间为 ( , 2)−∞ ；

（4）对函数
2
1

xy
x
−

=
−

，定义域为 ( ,1) [2, )−∞ ∪ +∞ ，且在其内部除 2x = 外无间断点，故连续

区间为 ( ) ( ),1 , 2,−∞ +∞ 。

所属章节：第二章第七节

难度：一级

29．讨论函数

sin ,               0,

( ) 1,                      0,

2( 1 1) ,   0

x x
x

f x x

x x
x

⎧
<⎪

⎪⎪= =⎨
⎪ + −⎪ >
⎪⎩

的连续性。

参考答案：连续

解答：对函数

sin ,               0,

( ) 1,                      0,

2( 1 1) ,   0

x x
x

f x x

x x
x

⎧
<⎪

⎪⎪= =⎨
⎪ + −⎪ >
⎪⎩

可能间断点为 0x = ，但在 0x = 处，左右极限均等

于该点函数值 1，故函数无间断点，即函数为处处连续函数。

所属章节：第二章第七节

难度：一级

30．设
e , 0,

( )
, 0,

x x
f x

a x x
⎧ <

= ⎨
+ ≥⎩

应怎样选取 a，使函数 ( )f x 连续。



解答：要使函数 ( )f x 连续，左极限应等于右极限，即知 1a = 。

所属章节：第二章第七节

难度：一级

31．求下列极限：

（1） 2

0
lim 2 4
x

x x
→

− + ； （2） 3

4

lim(sin 2 )
x

x
→
π

；

（3）
0

e 1lim
2

x

x x→

−
； （4）

0

sin 2limln
x

x
x→

;

（5）
1

5 4lim
lnx

x x
x→

− −
； （6） 2 2lim ( )

x
x x x x

→+∞
+ − − .

解答：（1）由于函数 2( ) 2 4f x x x= − + 在 0x = 处连续，故 2

0
lim 2 4 (0) 2
x

x x f
→

− + = = ；

（2）由于函数 3( ) (sin 2 )f x x= 在
4

x π
= 处连续，故 3

4

lim(sin 2 ) ( ) 1
4x

x f π
→

= =
π

；

（3）可令 1xe t− = ，则 ln(1 )x t= + ，
0 0

e 1 1lim lim
2 2ln(1 ) 2

x

x t

t
x t→ →

−
= =

+
；

（4）由于
0

sin 2lim 2
x

x
x→

= ，而函数 lny u= 在 2x = 处连续，故
0 0

sin 2 sin 2limln ln lim ln 2
x x

x x
x x→ →

= = ；

（5）可令 1x t= + ，则
2 2

1 0 0

5 4 1 5 1 ( 1 5 ) ( 1 )lim lim lim 2
ln ln(1 ) ( 1 5 1 )x t t

x x t t t t
x t t t t→ → →

− − + − + + − +
= = =

+ + + +
；

（6） 2 2

2 2

2lim ( ) lim 1
x x

xx x x x
x x x x→+∞ →+∞

+ − − = =
+ + −

。

所属章节：第二章第七节

难度：一级

32．设 ( )f x 满足 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + ，且 ( )f x 在 0x = 连续，证明 ( )f x 在任意点 x处连续。

解答：由 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + ，令 0x y= = ，得 (0) 0f = ，由 ( )f x 在 0x = 连续，有

(0 ) (0) ( )f x f f x+ ∆ − = ∆ 的极限等于零，从而，在任意点 x处 ( ) ( ) ( )y f x x f x f x∆ = + ∆ − = ∆ 的

极限等于零，故 ( )f x 在任意点 x处连续。

所属章节：第二章第七节

难度：三级



33．试证方程 5 3 1 0x x− − = 在 (1, 2)内至少有一个实根。

解答：设 5( ) 3 1f x x x= − − ，则 ( )f x 是闭区间[1, 2]上的连续函数，因为 f(1)=−3， f(2)=25，

f(1)f(2)<0，所以由零点定理，在(1, 2)内至少有一点ξ (1<ξ<2)，使 f(ξ)=0，即 x=ξ 是方程 x5−3x=1

的介于 1 和 2 之间的根。

因此方程 x5−3x=1 至少有一个根介于 1 和 2 之间。

所属章节：第二章第八节

难度：二级

34．试证方程 sin ( 0, 0)x a x b a b= + > > 至少有一个不超过 a b+ 的正根。

解答：设 ( ) sinf x a x b x= + − ，则 ( )f x 是[0, a+b]上的连续函数， (0)f b= ，

( ) sin( ) 0f a b a a b a+ = + − ≤ ，若 ( ) 0f a b+ = ，则说明 x a b= + 就是方程 sinx a x b= + 的一个不

超过 a b+ 的根；若 ( ) 0f a b+ < ，则 (0) ( ) 0f f a b+ < ，由零点定理，至少存在一点 (0, )a bξ ∈ + ，

使 ( ) 0f ξ = ，这说明 x ξ= 也是方程 sinx a x b= + 的一个不超过 a b+ 的根；

总之，方程 sinx a x b= + 至少有一个正根，并且它不超过 a b+ 。

所属章节：第二章第八节

难度：二级

35．已知 ( )f x 在[ ]0,1 上非负连续，且 (0) (1) 0f f= = ，证明对于任意实数 (0 1)l l< < ，必存在

实数 (0 1)ξ ξ≤ < ，使 ( ) ( 1)f fξ ξ= + 。

解答：题目有误 题中 ( ) ( 1)f fξ ξ= + 应为 ( ) ( )f f lξ ξ= + ，

令 ( ) ( ) ( )F x f x f x l= − + ，则函数 ( )F x 在 [ ]0,1 l− 上连续，

当 ( ) 0f l = 时，可取 0ξ = ；

当 (1 ) 0f l− = 时，可取 1 lξ = − ；

当 ( ), (1 )f l f l− 都 不 为 零 时 ， (0) (0) ( ) ( ) 0F f f l f l= − = − < ，

(1 ) (1 ) (1) (1 ) 0F l f l f f l− = − − = − > ，由零点定理，存在 (0,1 ) (0,1)lξ ∈ − ⊂ ，使 ( ) 0F ξ = ，即



( ) ( )f f lξ ξ= + 。

所属章节：第二章第八节

难度：三级

36．设 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内连续，且 lim ( )
x

f x A
→∞

= （常数）。证明 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 内有界。

解答：令 lim ( )
x

f x A
→∞

= ，则对于给定的ε>0，存在 X>0，只要|x|>X，就有

|f(x)−A|<ε ，即 A−ε<f(x)<A+ε ，

又由于 f(x)在闭区间[−X, X]上连续，根据有界性定理，存在M>0，使|f(x)|≤M, x∈[−X, X]，

取 N=max{M, |A−ε|, |A+ε|}，则|f(x)|≤N, x∈(−∞, +∞)，即 f(x)在(−∞, +∞)内有界。

所属章节：第二章第八节

难度：三级



第三章 导数与微分

t1． 设物体绕定轴旋转，在时间间隔[ ]0, t 内转过角度是θ，从而转角θ是 t的函数： ( )tθ θ= 。

如果旋转是匀速的，那么称w
t
θ

= 为该物体旋转的角速度。如果旋转是非匀速的，应怎样确

定该物体在时刻 0t 的角速度？

解答：
0

d
d t tt
θ

=

所属章节：第三章第一节

难度：一级

2．一个圆锥体因受热而膨胀，在膨胀过程中，其高与地面的直径相等，问：

（1）体积关于半径的变化率如何？

（2）半径为 5cm 时，体积关于半径的变化率是多少？

解答：（1） 2 31 22
3 3

V r r rπ π= ⋅ = ， 2d 2
d
V r
r

= π ； （2） d 50
d r s
V
r = = π

所属章节：第三章第一节

难度：一级

3．设 ( )N N x= 表示 x个劳动力所生产的某产品的数量，若每个劳动力生产的产品数量相同，

则
N
x
是常数，称为劳动生产率。实际上，产品的产量 N并不是随劳动力 x的增加而均匀增长

的。试求劳动力数量为 0x 时的劳动生产率（边际劳动生产率）。

解答： 0( )N x′

所属章节：第三章第一节

难度：一级

4．假定 ( )f x 可导，观察下列极限，指出 A表示什么？

（1）
0

0

0

lim
( ) ( )x x

x x A
f x f x→

−
=

−
；

（2） 0 0

0

( 2 ) ( )lim
x

f x x f x A
x∆ →

− ∆ −
=

∆
；

（3）
0

(3) (3 )lim
h

f f h A
h→

− −
= ；



（4）
0

( )lim
x

f x A
x→

= ，且 (0) 0f = .

解答：（1）
0

0

0

00 0

0

1 1lim ( ) ( )( ) ( ) '( )lim
x x

x x

x xA f x f xf x f x f x
x x

→

→

−
= = =

−−
−

；

（2） 0 0( 2 ) 2x x x x− ∆ − = − ∆ ， 0 0

0

( 2 ) ( )lim
x

f x x f xA
x∆ →

− ∆ −
= =

∆ 02 ( )f x′− ；

（3）3 (3 )h h− − = ，
0

(3) (3 )lim
h

f f hA
h→

− −
= = (3)f ′ ；

（4） (0) 0f = ，
0 0

( ) ( ) (0)lim lim '(0)
x x

f x f x fA f
x x→ →

−
= = =

所属章节：第三章第一节

难度：一级

5．指出下列极限是什么函数在哪一点的导数？

（1）
0

1lim
x

x

a
x→

−
； （2）

0

(1 ) 1lim
m

x

x
x→

+ −
；

（3）
4

arctan arctan
4lim

4
x

x

x→

−

−
π

π

π
.

解答：（1） 0xa x =在 处的导数；

（2） (1 ) 0mx x+ =在 处的导数；

（3） arctan
4

x x =
π

在 处的导数

所属章节：第三章第一节

难度：一级

6．按定义证明： (cos ) sinx x′ = − 。

解答：因为
0 0

22sin sincos( ) cos 2 2lim lim sin
x x

x x x
x x x x

x x∆ → ∆ →

+ ∆ ∆
−+ ∆ −

= = −
∆ ∆

，

所以由导数定义， (cos ) sinx x′ = − 。

所属章节：第三章第一节

难度：一级

7．按定义求下列函数的导数：

（1） 2 3 1y x x= + − ； （2） eaxy = ；



（3） cos( )y ax b= + ； （4） siny x x= .

解答：（1）由于
2 2

0 0

( ) ( ) [( ) 3( ) 1] ( 3 1)lim lim
x x

f x x f x x x x x x x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ + + ∆ − − + −
=

∆ ∆

2

0

2 3 ( )lim 2 3
x

x x x x x
x∆ →

⋅ ∆ + ⋅ ∆ + ∆
= = +

∆
，

故 2 3y x′ = + ；

（2）由于
( )

0 0 0

( ) ( ) ( 1)lim lim lim
a x x ax ax a x

ax

x x x

f x x f x e e e e ae
x x x

+∆ ∆

∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − − −
= = =

∆ ∆ ∆
，

故 eaxy a′ = ；

（3）由于
0 0

( ) ( ) cos( ( ) ) cos( )lim lim sin( )
x x

f x x f x a x x b ax b a ax b
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ + − +
= = − +

∆ ∆
，

故 sin( )y a ax b′ = − + ；

（4）由于
0 0

( ) ( ) ( )sin( ) sinlim lim
x x

f x x f x x x x x x x
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ + ∆ −
=

∆ ∆

0

sin( ) [sin( ) sin ]lim
x

x x x x x x x
x∆ →

∆ ⋅ + ∆ + + ∆ −
=

∆
sin cosx x x= + ，

故 sin cosy x x x′ = +

所属章节：第三章第二节

难度：二级

8．若函数 ( )F x 在点 x a= 处连续，且 ( ) 0F x ≠ ，问函数

（1） ( ) ( )f x x a F x= − ，

（2） ( ) ( ) ( )f x x a F x= −

在点 x a= 处是否可导？为什么？

解答：（1）对函数 ( ) ( )f x x a F x= − ，由于
0 0

( ) ( ) ( )lim lim ( )
x x

f a x f a x F a x F a
x x∆ → + ∆ → +

+ ∆ − ∆ ⋅ + ∆
= =

∆ ∆
，

0 0

( ) ( ) ( )lim lim ( )
x x

f a x f a x F a x F a
x x∆ → − ∆ → −

+ ∆ − −∆ ⋅ + ∆
= = −

∆ ∆
，故函数在点 x a= 处不可导，因为左、右

导数不相等；

（ 2 ） 对 函 数 ( ) ( ) ( )f x x a F x= − ，
0 0

( ) ( ) ( )lim lim ( )
x x

f a x f a x F a x F a
x x∆ → + ∆ → +

+ ∆ − ∆ ⋅ + ∆
= =

∆ ∆
，

0 0

( ) ( ) ( )lim lim ( )
x x

f a x f a x F a x F a
x x∆ → − ∆ → −

+ ∆ − ∆ ⋅ + ∆
= =

∆ ∆
，故函数在点 x a= 处可导，因为左、右导数

相等。

所属章节：第三章第二节



难度：二级

9．按定义证明：

（1）可导的偶函数的导数是奇函数；

（2）可导的奇函数的导数是偶函数；

（3）可导的周期函数的导数仍是周期导数，且周期不变。

解答：（1）设 ( )f x 为可导的偶函数，则

0 0

( ) ( ) ( ) ( )'( ) lim lim '( )
x x

f x x f x f x x f xf x f x
x x∆ → ∆ →

− + ∆ − − − ∆ −
− = = = −

∆ ∆
即它的导数是奇函数；

（2）设 ( )f x 为可导的奇函数，则

0 0

( ) ( ) ( ) ( )'( ) lim lim '( )
x x

f x x f x f x x f xf x f x
x x∆ → ∆ →

− + ∆ − − − − ∆ +
− = = =

∆ ∆
即它的导数是偶函数；

（3）设 ( )f x 为可导的周期函数，且周期为T，则

0 0

( ) ( ) ( ) ( )'( ) lim lim '( )
x x

f x T x f x T f x x f xf x T f x
x x∆ → ∆ →

+ + ∆ − + + ∆ −
+ = = =

∆ ∆
即它的导数是周期函数，且周期不变；

所属章节：第三章第二节

难度：二级

10．设函数 ( )f x 和 ( )xϕ 在 0x = 处可导， (0) 0ϕ′ ≠ ，且 (0) (0) 0f ϕ= = ，则

0

( ) (0)lim
( ) (0)x

f x f
xϕ ϕ→

′
=

′
.

解答：
0

0 0

0

( ) (0) ( ) (0)lim( ) (0)lim lim ( ) (0) ( ) (0)( ) (0)lim

x

x x

x

f x f f x f
f x fx x

x xx
x x

ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ
→

→ →

→

− −
′

= = =
− − ′

。

所属章节：第三章第二节

难度：二级

11．设 ( )f x′ 存在，试证：对常数α β、 ，有

0

( ) ( )lim ( ) ( )
h

f x h f x h f x
h

α β
α β

→

+ − + ′= − .

解答：
0 0

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]lim lim ( ) ( )
h h

f x h f x h f x h f x f x h f x f x
h h

α β α β
α β

→ →

+ − + + − − + − ′= = −

所属章节：第三章第二节

难度：一级



12．（1）设函数 ( )f x 对任意实数 x， y均有 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ⋅ ，且 (0) 1f ′ = ，试求 ( )f x′ ；

（2）设函数 ( )f x 对任意实数 x， y均有 ( ) ( ) ( ) 2f x y f x f y xy+ = + + ，且 (0)f ′ 存在，试求

( )f x′ 。

解答：（1）由于对任意实数 x ， y均有 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ⋅ ，令 0x y= = ，得 (0) 1f = 或 (0) 0f = ，

令 0y = ，得 ( ) ( ) (0)f x f x f= ，

如果 (0) 0f = ，则 ( ) 0f x ≡ ，从而 ( ) 0f x′ ≡ ；如果 (0) 1f = ，则由 (0) 1f ′ = ，

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) 1]lim lim lim ( ) '(0) ( )
x x x

f x x f x f x f x f x f x f x f x f f x
x x x∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆ − ∆ −
= = = =

∆ ∆ ∆
，

故 ( ) ( )f x f x′ = ；

综合知， ( ) ( )f x f x′ =

（2）由于对任意实数 x， y均有 ( ) ( ) ( ) 2f x y f x f y xy+ = + + ，令 0y = ，得 (0) 0f = ，

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) [ ( ) (0)] 2lim lim lim '(0) 2
x x x

f x x f x f x f x x x f x f x f x x f x
x x x∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ + ∆ − ∆ − + ∆
= = = +

∆ ∆ ∆

故 ( ) 2 (0)f x x f′ ′= +

所属章节：第三章第二节

难度：三级

13．设函数 ( )f x 对任意 x有 (1 ) ( )f x af x+ = ，且 (0)f b′ = ，试求 (1)f ′ 。

解答：由于对任意 x有 (1 ) ( )f x af x+ = ，故 (1) (0), (1 ) ( )f af f x af x= + ∆ = ∆ ，

0 0

(1 ) (1) ( ) (0)lim lim '(0)
x x

f x f af x af af ab
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − ∆ −
= = =

∆ ∆

所以由导数定义 (1)f ab′ =

所属章节：第三章第二节

难度：三级

14．在抛物线 2y x= 上哪一点的切线

（1）平行于直线 4 5y x= − ；

（2）垂直于直线 2 6 5 0x y− + = ；



（3）与直线3 1 0x y− + = 构成 45°角。

解答： ' 2y x=

（1）要使切线平行于直线 4 5y x= − ，则 ' 4y = ，故切点为 ( )2, 4 ；

（2）要使切线垂直于直线 2 6 5 0x y− + = ，则 ' 3y = − ，故切点为
3 9,
2 4

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

；

（3）要使切线与直线3 1 0x y− + = 构成 45°角，则
1' 2,
2

y = − ，故切点为 ( ) 1 11,1
4 16

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

及 ，

所属章节：第三章第二节

难度：一级

15．求曲线 cosy x= 上点
1( , )

3 2
π

处的切线方程和法线方程。

解答： ' siny x= − ，故切线斜率为
3'( ) sin

3 3 2
y π π

= − = − ，法线斜率为
2 3

3
，从而由点斜式方

程得到切线方程为
3 1 3(1 ) 0

2 2 3
x y+ − + =π ；法线方程为

2 3 1 2 3
3 2 9
x y− + − π=0

所属章节：第三章第二节

难度：一级

16．求下列曲线在指定点处的切线方程和法线方程：

（1） 1( )f x
x

= 在对应于 1x = 的点处；

（2） 1( )f x
x

= 在对应于 9x = 的点处。

解答：（1） 1( )f x
x

= ， 2

1'( )f x
x

= − ，令 1x = 得到切线斜率 1− ，切点 (1,1)，从而切线方程为

2 0x y+ − = ，法线方程为 0x y− + = ；

（2）
1
21( )f x x

x
−

= = ，
3
21'( )

2
f x x

−
= − ，令 9x = 得到切线斜率

1
54

− ，切点
1(9, )
3

，从而

切线方程为 54 27 0x y+ − = ，法线方程为162 3 1457 0x y− − =

所属章节：第三章第二节

难度：一级



17．证明：双曲线 2xy a= 上任一点的切线与两坐标轴围成的三角形的面积等于常数。

解答：由 xy=a2 得
x
ay

2
= , 

2

2

x
ayk −=′= . 

设 0 0( , )x y 为曲线上任一点，则过该点的切线方程为
2

0 02
0

( )ay y x x
x

− = − − . 

令 y=0，并注意 x0 y0=a2，解得
2

0 0
0 02 2y xx x x

a
= + = 为切线在 x轴上的截距. 

令 x=0，并注意 x0 y0=a2 ，解得
2

0 0
0

2ay y y
x

= + = 为切线在 y轴上的截距. 

此切线与二坐标轴构成的三角形的面积为

2
0 0 0 0

1 | 2 || 2 | 2 | | 2
2

S x y x y a= = =

所属章节：第三章第二节

难度：二级

18．求下列函数在点 0x 处的左右导数，并指出在该点的可导性：

（1） 0

sin , 0,
( )  0

, 0,
x x

f x x
x x

≥⎧
= =⎨ <⎩

；

（2）
2

0
, 1,

( )  1
2 , 1,
x x

f x x
x x

⎧ ≤
= =⎨

− >⎩
；

（3）
1

0

, 0
( )  01

0,
x

x x
f x xe

⎧ ≠⎪
= =⎨ +

⎪
⎩

.

解答：（1）因为
0 0

(0 ) (0) sin( ) 0lim lim 1
x x

f x f x
x x∆ → + ∆ → +

+ ∆ − ∆ −
= =

∆ ∆
，故右导数 (0) 1f+′ = ，

因为
0 0

(0 ) (0) 0lim lim 1
x x

f x f x
x x∆ → − ∆ → −

+ ∆ − ∆ −
= =

∆ ∆
，故左导数 (0) 1f−′ = ，

从而 ( ) 0f x x =在 处可导；

（2）因为
0 0

(1 ) (1) (2 1 ) 1lim lim 1
x x

f x f x
x x∆ → + ∆ → +

+ ∆ − − − ∆ −
= = −

∆ ∆
，故右导数 (0) 1f+′ = − ，

因为
2

0 0

(1 ) (1) (1 ) 1lim lim 2
x x

f x f x
x x∆ → − ∆ → −

+ ∆ − + ∆ −
= =

∆ ∆
，故左导数 (0) 2f−′ = ，

从而 ( ) 1f x x =在 处不可导；



（3）因为

1

0 0

0
(0 ) (0) 1lim lim 0

x

x x

x

f x f e
x x

∆

∆ → + ∆ → +

∆
−

+ ∆ − += =
∆ ∆

，故右导数 (0) 0f+′ = ，

因为

1

0 0

0
(0 ) (0) 1lim lim 1

x

x x

x

f x f e
x x

∆

∆ → − ∆ → −

∆
−

+ ∆ − += =
∆ ∆

，故左导数 (0) 1f−′ = ，

从而 ( ) 0f x x =在 处不可导

所属章节：第三章第二节

难度：二级

19．分别讨论下列函数在 0x = 处的连续性和可导性：

（1） siny x= ；

（2）
1sin , 0,

0, 0;

x x
y x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

（3）
2 1sin , 0,

0, 0.

x x
y x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

解答：（1）由于
0 0

lim lim sin 0 (0)
x x

y x y
→ →

= = = ，

0 0

sin(0 ) (0)lim lim 1
x x

xy x y
x x∆ → + ∆ → +

∆+ ∆ −
= =

∆ ∆
，

0 0

sin(0 ) (0)lim lim 1
x x

xy x y
x x∆ → − ∆ → −

∆+ ∆ −
= = −

∆ ∆
，

所以函数 siny x= 在 0x = 处连续、不可导；

（2）由于
0 0

1lim lim sin 0 (0)
x x

y x y
x→ →

= = = ，

0 0 0

1sin(0 ) (0) 1lim lim lim sin
x x x

xy x y x
x x x∆ → ∆ → ∆ →

∆+ ∆ − ∆= =
∆ ∆ ∆

不存在，

所以函数

1sin , 0,

0, 0;

x x
y x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

在 0x = 处连续、不可导；

（3）由于 2

0 0

1lim lim sin 0 (0)
x x

y x y
x→ →

= = = ，



2

0 0 0

1( ) sin(0 ) (0) 1lim lim lim sin 0
x x x

xy x y x x
x x x∆ → ∆ → ∆ →

∆+ ∆ − ∆= = ∆ ⋅ =
∆ ∆ ∆

，

所以函数
2 1sin , 0,

0, 0.

x x
y x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

在 0x = 处连续、可导

所属章节：第三章第二节

难度：二级

20．设函数
2

0

0

, ,
( )

,
x x x

f x
ax b x x

⎧ ≤⎪= ⎨
+ >⎪⎩

在 0x 处连续且可导，试求 ,a b。

参考答案： 2
0 02 ,a x b x= = −

解答：由于函数
2

0

0

, ,
( )

,
x x x

f x
ax b x x

⎧ ≤⎪= ⎨
+ >⎪⎩

在 0x 处连续且可导，故

0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ + → −

= ， 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
x x

f x x f x f x x f x
x x∆ → + ∆ → −

+ ∆ − + ∆ −
=

∆ ∆
，

即 2
0 0ax b x+ = ， 02a x= ，

解得 2
0 02 ,a x b x= = − 。

所属章节：第三章第二节

难度：二级

在下列 21 30∼ 题中，求函数的导数（其中 x y t、 、 均为变量， a为常数）：

21． x ay a x= ；

解答： 1 1' lna x x ay x a a a x+ −= +

所属章节：第三章第二节

难度：一级

22． sin lny x x x= ；

解答： ' sin ln cos ln siny x x x x x x= + +

所属章节：第三章第二节

难度：一级



23． 2 2 2( 1)( 4)( 9)y x x x= − − − ；

解答：

2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2' ( 1) '( 4)( 9) ( 1)( 4) '( 9) ( 1)( 4)( 9) ' 2 (3 28 49)y x x x x x x x x x x x x= − − − + − − − + − − − = − +

所属章节：第三章第二节

难度：一级

24． 2 ( sin cos )xy x x x= + ；

解答： [ ]' 2 ln 2( sin cos ) cosxy x x x x x= + +

所属章节：第三章第二节

难度：一级

25． sin
sin

x ay
x a

= + ；

解答： 2

sin cos sin' ( ) ' 0x x x xy
x x

−
= + =

所属章节：第三章第二节

难度：一级

26．
3 2

x

x xy
e
+

= ；

解答：
3 3 22 3 2 2' ( ) 'x x

x x x x xy
e e
+ − + − +

= =

所属章节：第三章第二节

难度：一级

27． 1 1
1 1

y
t t

= −
+ −

；

解答：
2

1 1 2 1' ( ) ' ( ) '
11 1 (1 )

t ty
tt t t t

− +
= − = = −

−+ − −

所属章节：第三章第二节

难度：一级

28．
x x

x x

e ey
e e

−

−

−
=

+
；



解答： 2 2

( )( ) ( )( ) 4' ( ) '
( ) ( )

x x x x x x x x x x

x x x x x x

e e e e e e e e e ey
e e e e e e

− − − − −

− − −

− + + − − −
= = =

+ + +

所属章节：第三章第二节

难度：一级

29． 1 ln
1 ln

xy
x

−
=

+
；

解答： 2 2

1 1(1 ln ) (1 ln )1 ln 2' ( ) '
1 ln (1 ln ) (1 ln )

x xx x xy
x x x x

− ⋅ + − − ⋅−
= = = −

+ + +

所属章节：第三章第二节

难度：一级

30．
32

x xy
x x

+
=

−
.

解答：

3
6

23 3

1 4 1
2 3 3' ( ) '

2 ( 2 )

x xx x xy
x x x x

− − −
+

= =
− −

所属章节：第三章第二节

难度：一级

31．求下列函数在给定点处的导数：

（1） sec 2cosy x x= − ，在
3

x =
π

处；

（2） 2e xy x −= ，在 1x = 处；

（3） 2( 1)xy e x x= − + ，在 1x = 处；

（4） 1
1

xy
x

−
=

+
，在 9x = 处；

（5） sin cos
cos sin

y θ θ θ
θ θ θ

−
=

+
，在

2
θ =

π
处。

解答：（1）对函数 sec 2cosy x x= − ，求导得 ' sec tan 2siny x x x= + ，代入
3

x =
π

得导数等于3 3；

（2）对函数 2e xy x −= ，求导得 2' 2 x xy xe x e− −= − ，代入 1x = 得导数等于
1
e
；

（3）对函数 2( 1)xy e x x= − + ，求导得 2' ( )xy e x x= + ，代入 1x = 得导数等于 2e；



（4）对函数
1
1

xy
x

−
=

+
，求导得

2 2

1 1(1 ) (1 )1 12 2' ( ) '
1 (1 ) (1 )

x xx x xy
x x x x

− + − −
− −

= = =
+ + +

，

代入 9x = 得导数等于
1
48

− ；

（5）对函数
sin cos
cos sin

y θ θ θ
θ θ θ

−
=

+
，求导得

2

2

sin cos' ( ) '
cos sin (cos sin )

y θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

−
= =

+ +
，代入

2
θ =

π
得

导数等于 1。

所属章节：第三章第二节

难度：一级

32．求下列各函数的反函数的导数：

（1） lny x x= + ； （2） coshy x= ；

（3） arcsine xy = ； （4） 1 1ln
2 1

xy
x

−
=

+
；

（5） arctanr rθ = .

参考答案：（1） d
d 1
y y
x y

=
+

； （2）
2

d 1  1
d 1

y x
x x

= ± >
−

； （3） d cos(ln )
d
y x
x x

= ；

（4）
2

2 2

d 4e
d (1 e )

x

x

y
x

= −
+

； （5）
2

2

d 1
d 1 (1 ) arctan
r r

r rθ
+

=
+ +

（答案 5 有误？）

解答：（1）对函数 lny x x= + ，导函数为
1 11dy x

dx x x
+

= + = ，反函数的导数为
d
d 1
y y
x y

=
+

；

（2）对函数 coshy x= ，反函数为 2ln( 1)y x x= ± − ，导数为
2

d 1  1
d 1

y x
x x

= ± >
−

；

（3）对函数 arcsine xy = ，反函数为 sin(ln )y x= ，导数为
cos(ln )dy x

dx x
= ；

（4）对函数
1 1ln
2 1

xy
x

−
=

+
，反函数为

2

2

1
1

x

x

ey
e

−
=

+
，导数为

2

2 2

d 4e
d (1 e )

x

x

y
x

= −
+

；

（ 5 ） 对 函 数 arctanr rθ = ， 导 函 数 为 2

1arctan
1

d r r
dr r
θ

= + ⋅
+

， 反 函 数 的 导 数 为

2

2

d 1
d (1 )arctan
r r

r r rθ
+

=
+ +

。

所属章节：第三章第三节

难度：二级

在下列33 85∼ 题中，求函数的导数：



33． 3 6( )y x x= − ；

解答： 2 5 2' 6( 1) (3 1)y x x= − −

所属章节：第三章第三节

难度：一级

34． 2 23 ( 2)y x x= + + ；

解答：
3 2

2(2 1)'
3 2

xy
x x

+
=

+ +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

35． 3
2

1
1

y
x

=
+

；

解答：
32 2

2'
3(1 ) 1

xy
x x

= −
+ +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

36． 32 3(1 ) 2 3y x x x= + + + ；

解答：
5 4 3 2

2 3 23

3 2 4 8 3 6'
2 (3 )

x x x x xy
x x

+ + + + +
=

+ ⋅ +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

37． 1
1
xy
x

+
=

−
；

解答：
3'

2(1 ) 1
xy

x x
−

=
− −

所属章节：第三章第三节

难度：一级



38．
3

3

1 2 1
1 2 1

xy
x

− −
=

+ −
；

解答：
2 23 3

4'
3(1 2 1) (2 1)

y
x x

= −
+ − −

所属章节：第三章第三节

难度：一级

39． 2sin 2 cos( )y x x= + ；

解答： 2' 2cos 2 2 siny x x x= −

所属章节：第三章第三节

难度：一级

40．
2

2

sin
sin

xy
x

= ；

解答：
2 2

2 2

2sin (cos sin sin cos'
sin

x x x x x xy
x
−

=

所属章节：第三章第三节

难度：一级

41． 2sin cot
3 2
x xy = ；

解答： 2 21 2 1' sin cot sin csc
3 3 2 2 3 2

x x x xy = −

所属章节：第三章第三节

难度：一级

42． sin cosny x nx= ；

参考答案： 1sin cos( 1)nn x n x− +

解答： 1' sin cos( 1)ny n x n x−= +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

43． tan
2
xy = ；



解答： 21' cot sec
4 2 2

x xy =

所属章节：第三章第三节

难度：一级

44． 2 1cos
1

xy
x

−
=

+
；

参考答案：

2

2

1sin
1

(1 )

x
x

x x

−
+

+
（本题答案有误）

解答：
2

2(1 )sin
1 1 1 1' 2cos ( sin )( ) '
1 1 1 (1 )

x
x x x xy
x x x x x

−
− − − += ⋅ − =
+ + + +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

45． [ ]sin sin(sin 2 )y x= ；

解答： [ ]' 2cos sin(sin 2 ) cos(sin 2 )cos 2y x x x=

所属章节：第三章第三节

难度：一级

46． sin 2xy = ；

解答： ' 2 ln 2cos 2x xy =

所属章节：第三章第三节

难度：一级

47． 2 2sin(cos ) cos(sin )y x x= ；

参考答案： sin 2 cos(cos 2 )x x−

解答： 2 2 2 2 2 2' cos(cos ) (cos ) ' cos(sin ) sin(cos )( sin(sin ))(sin ) ' sin 2 cos(cos 2 )y x x x x x x x x= ⋅ ⋅ + − = −

所属章节：第三章第三节

难度：一级



48．
1
2tan2 xy = ；

解答：函数由 2

12 , tan ,uy u v v
x

= = = 复合而成，
2

1tan 1 2
3 2

ln 2 1' 2 secxy
x x

+
= − ⋅ ⋅

所属章节：第三章第三节

难度：一级

49．
2 2 2sin ex xy + −= ；（若题目中是 2 2 2x x+ − ，原答案则有误）

解答：函数由 2sin , , 2 2vy u u e v x x= = = + − 复合而成，
2 22 2 2 2' (2 2)e cosex x x xy x + − + −= +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

50． cosh 2 1e x xy + −= ；

解答： cosh 2 1 1' (2sinh 2 )
2 1

x xy e x
x

+ −= −
−

所属章节：第三章第三节

难度：一级

51． 3 2lny x= ；

解答： 2 26' lny x
x

=

所属章节：第三章第三节

难度：一级

52． [ ]ln ln(ln )y x= ；

解答：
1'

ln ln(ln )
y

x x x
=

所属章节：第三章第三节

难度：一级

53． 5log ( )
1
xy
x

=
−

；

解答： 5
ln ln(1 )log ( )

1 ln5
x x xy
x

− −
= =

−
，

1'
(1 ) ln5

y
x x

=
−

所属章节：第三章第三节



难度：一级

54． ln tan( )
2 4
xy = +

π
；

解答： 21 1 1 1' sec ( ) sec
2 4 2tan( ) 2sin( )cos( ) sin( )

2 4 2 4 2 4 2

xy xx x x x π= ⋅ + ⋅ = = =
+ + + +

π

π π π

所属章节：第三章第三节

难度：一级

55．
2

1ln
1

y
x x

=
+ −

；

参考答案：
2

1

1x
−

−

解答： 2

2

1ln ln( 1)
1

y x x
x x

= = − + −
+ −

， 2

2

1' ( ln( 1)) '
1

y x x
x

= − + − = −
−

所属章节：第三章第三节

难度：一级

56． 1 sin
1 sin

xy
x

−
=

+
；

参考答案：
1

cos x
− （答案有误）

解答：
1 sin 1 sin sec tan
1 sin cos

x xy x x
x x

− −
= = = −

+
， 2' sec tan secy x x x= −

所属章节：第三章第三节

难度：一级

57． 3sec (ln )y x= ；

解答： 33' sec (ln ) tan(ln )y x x
x

=

所属章节：第三章第三节

难度：一级

58．
2

2 2 2 2ln( )
2 2
x ay x a x x a= + + + + ；



解答：
2

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1'
2 2 2

x x ay x a x a
x a x a

= + + + = +
+ +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

59． 1arccos
2
xy −

= ；

解答：
2

2

1 1 1' ( )
1 2 1 21 ( )

2

y
x x x

= − ⋅ − =
− + −−

所属章节：第三章第三节

难度：一级

60．
2

arctan
2
xy = ；

参考答案： 2

4
4
x

x +
（答案有误）

解答： 2 4
2

1 2 4'
2 41 ( )

2

x xy
x x

= ⋅ =
++

所属章节：第三章第三节

难度：一级

61． 1 2arccot
2

y
x

= ；

参考答案： 2

1
2x +

解答：

所属章节：第三章第三节

难度：一级

62． 2(arcsin )y x= ；

解答：
2

2arcsin'
1

xy
x

=
−

所属章节：第三章第三节



难度：一级

63． arctany x x= − ；

解答：
1 1 1'

1 2(1 )2 2
xy

x xx x
= − ⋅ =

+ +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

64． 21 arcsiny x x x= + − ；

解答： 2

2 2 2

1 arcsin' 1 arcsin 1 2
1 1 1
x x xy x x
x x x

−
= + + − ⋅ = −

− − −

所属章节：第三章第三节

难度：一级

65． arccos(ln )y x= ；

解答：
2

1'
1 ln

y
x x

= −
−

所属章节：第三章第三节

难度：一级

66． ln(arccos 2 )y x= ；

解答：
2

2'
arccos 2 1 4

y
x x

= −
−

所属章节：第三章第三节

难度：一级

67． arcsin(2 sin )y x= ；

解答：
cos'

sin (1 4sin )
xy

x x
=

−

所属章节：第三章第三节

难度：一级



68． arctane xy = ；

解答：
arctan

'
2 (1 )

xey
x x

=
+

所属章节：第三章第三节

难度：一级

69． 1cos(arccos )y
x

= ；

解答：
1 1cos(arccos )y
x x

= = ，
3

1'
2

y
x

= −

所属章节：第三章第三节

难度：一级

70． cosh(sinh )y x= ；

解答： ' sinh(sinh )coshy x x=

所属章节：第三章第三节

难度：一级

71．
ee ee e e
xxxy = + + ；

解答： '
xx e xx e x e e xy e e e e e e= + ⋅ + ⋅ ⋅

所属章节：第三章第三节

难度：一级

72．
a a xa x ay x a a= + + ；

解答： 1 1 2' ln ln
a xa a a a xy a x ax a a x− − += + +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

73． 2 1 lnsin ( )xy
x

−
= ；

解答： 2

2 ln 2 2ln' sin( )x xy
x x

− + −
=

所属章节：第三章第三节



难度：一级

74． coshe sinhxy x= ⋅ ；

解答： cosh 2' (sinh cosh )xy e x x= +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

75． arcsin(ln )y x x= ；

解答：
2

1' arcsin(ln )
1 ln

y x
x

= +
−

所属章节：第三章第三节

难度：一级

76． y x x x= ；

参考答案：
8

7
8 x

解答：
1 1 1 7
2 4 8 8y x x x x x

+ +
= = = ，

1
8

8

7 7'
8 8

y x
x

−
= =

所属章节：第三章第三节

难度：一级

77． tan 210x xy = ；

解答： tan 2' 10 ln10(tan 2 2 sec )x xy x x x= ⋅ +

所属章节：第三章第三节

难度：一级

78． 3e cos lnxy x x= ；

解答： 2 cos' cos (cos ln 3sin ln )x xy e x x x x x
x

= − +

所属章节：第三章第三节

难度：一级



79．
2

2 2 arcsin
2 2
x a xy a x

a
= − + ；

解答：
2

2 2

2 2 2 2
2

1 1 1 1'
2 2 2

1 ( )

x x ay a x
axa x a x

a

−
= − + ⋅ + ⋅ ⋅ =

− −−

所属章节：第三章第三节

难度：一级

80．
2

arcsin 1 1ln
2 11

x xy
xx

−
= +

+−
；

解答：
2 2

arcsin 1 1 arcsin 1ln [ln(1 ) ln(1 )]
2 1 21 1

x x xy x x
xx x

−
= + = + − − +

+− −
，

2 3

arcsin'
(1 )
x xy

x
=

−

所属章节：第三章第三节

难度：二级

81．
2 3

23

( 1) 3 2

( 3)

x xy
x

+ −
=

−
；

解答：用对数求导法，对
2 3

23

( 1) 3 2

( 3)

x xy
x

+ −
=

−
，有

1 2ln 2ln( 1) ln(3 2) ln( 3)
3 3

y x x x= + + − − − ，两

边求导得
21 2 1 2 15 74 31'

1 3 2 3( 3) 3( 1)(3 2)( 3)
x xy

y x x x x x x
− +

= + − =
+ − − + − −

解得
2

5 23

(15 74 31)( 1)'
3 ( 3) (3 2)
x x xy
x x
− + +

=
− −

所属章节：第三章第四节

难度：二级

82． sin 1 exy x x= − ；

参考答案：
1 1 ecot sin 1 e
2 2(e 1)

x
x

xx x x
x

⎡ ⎤
+ + ⋅ −⎢ ⎥−⎣ ⎦

解答：用对数求导法，对 sin 1 exy x x= − ，两边取对数有
1 1ln [ln lnsin ln(1 )]
2 2

xy x x e= + + − ，

两边求导得
1 1 1' cot

2 2( 1)

x

x

ey x
y x e

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥−⎣ ⎦



解得
1 1 e' cot sin 1 e
2 2(e 1)

x
x

xy x x x
x

⎡ ⎤
= + + ⋅ −⎢ ⎥−⎣ ⎦

所属章节：第三章第四节

难度：二级

83．
1
xy x= ；

解答：用对数求导法，对
1
xy x= ，两边取对数有

1ln lny x
x

= ，两边求导得 2

1 1 1 1' lny x
y x x x

−
= + ⋅ ，

解得
1 2

' (1 ln )xy x x
−

= −

所属章节：第三章第四节

难度：二级

84． ( )
1

xxy
x

=
+

；

参考答案：
1( ) ln

1 1 1
xx x

x x x
⎡ ⎤+⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

解答：用对数求导法，对 ( )
1

xxy
x

=
+

，两边取对数有 ln [ln ln(1 )]y x x x= − + ，两边求导得

1 1' ln
1 1
xy

y x x
= +

+ +
，解得

1' ( ) ln
1 1 1

xx xy
x x x

⎡ ⎤= +⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦

所属章节：第三章第四节

难度：一级

85． cos sin(sin ) (cos )x xy x x= + .

解答： cos sin' (sin ) (cos cot sin ln(sin )) (cos ) (cos ln(cos ) sin tan )x xy x x x x x x x x x x= − + −

所属章节：第三章第四节

难度：一级

86．求下列函数的导数：

（1） y x x= ；

（2） 2 3( 1) ( 1)y x x= − + ；

（3） 1arccosy
x

= .



解答：（1）
2

2

,    0

,  0

x x
y

x x

⎧ ≥⎪= ⎨
− <⎪⎩

，用定义求得在 0x = 处导数等于零，
2 ,    0,

2
2 ,  0,
x x

y y x
x x

≥⎧′ ′= =⎨− <⎩
即 ；

（ 2 ）
2 3

2 3

( 1) ( 1) ,    0

( 1) ( 1) ,  0

x x x
y

x x x

⎧ − + ≥⎪= ⎨
− − + <⎪⎩

， 用 定 义 求 得 在 0x = 处 导 数 等 于 零 ，

2( 1)( 1) (5 1) sgn( 1)y x x x x′ = − + − ⋅ + ；

（3）

1arccos ,    1

1arccos ,  1

x
xy

x
x

⎧ >⎪⎪= ⎨
⎪ < −
⎪ −⎩

，
2

1 ( 1)
1

y x
x x

′ = >
−

所属章节：第三章第四节

难度：二级

87．设 ( )f x 可导，求下列函数的导数
dy
dx

：

（1） 2( )y f x= ； （2） ( )(e )ex f xy f= ；

（3） 2 2(sin ) (cos )y f x f x= + ； （4） [ ]{ }( )y f f f x= .

解答：（1） 2' 2 ( )y xf x′= ； （2） ( )' ( ) ( ) ( )f x x x xy e e f e f e f x′ ′⎡ ⎤= +⎣ ⎦；

（3） 2 2' sin 2 '(sin ) '(cos )y x f x f x⎡ ⎤= −⎣ ⎦； （4） [ ]{ } [ ]' ( ) ( ) ( )y f f f x f f x f x′ ′ ′=

所属章节：第三章第四节

难度：一级

88．设 ( ) ( )x xϕ ψ、 可导，求下列函数的导数
dy
dx

：

（1）
( )arctan
( )
xy
x

ϕ
ψ

= ； （2） 2 2( ) ( )y x xϕ ψ= + .

解答：（1） 2 2
2

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ( ) '( ) ( ) ( ) ( )1 ( )
( )

x x x x xy x x x x
x

ϕ ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ ϕ ψ
ψ

′ ′−
= ⋅ =

++
；

（2）
2 2

( ) ( ) ( ) ( )'
( ) ( )

x x x xy
x x

ϕ ϕ ψ ψ

ϕ ψ

′ ′−
=

+

所属章节：第三章第四节

难度：一级

89．验证：



（1）函数
1ln

1
y

x
=

+
满足关系式 1 eydyx

dx
+ = ；

（2）函数
2

2 21 ln 1
2 2
x xy x x x= + + + + + 满足关系式 2 lny xy y′ ′= + .

解答：（1）对函数
1ln ln(1 )

1
y x

x
= = − +

+
，有

1
1

dy
dx x

−
=

+
，所以

11
1

ydyx e
dx x

+ = =
+

；

（ 2 ） 对 函 数
2

2 21 ln 1
2 2
x xy x x x= + + + + + ， 有 2' 1y x x= + + ， 容 易 验 证

2 lny xy y′ ′= + 成立。

所属章节：第三章第四节

难度：一级

90．求下列方程所确定的隐函数 ( )y y x= 的导数
dy
dx

：

（1） 2 2 6 0y xy− + = ； （2） 2 2cos sin 3y x a x= ；

（3） cos( )xy x= ； （4） 1 eyy x= + ；

（5） y xx y= ； （6） sin cos( ) 0y x x y− − = .

参考答案：（1） y
y x−

； （2）
2 2sin 3 cos3

2 cos
y x a x

y y
+

（此答案有误）； （3） 1 sin( )
sin( )
y xy
x xy
+

− ；

（4）
e

2 e

y

y−
（此答案正确？）； （5）

2

2

ln
ln

y xy y
x xy x

−
−

； （6）
cos sin( )

sin( ) sin
y x x y

x y x
+ −
− −

解答：（1）方程 2 2 6 0y xy− + = 两边对 x求导，有 2 2 2 0dy dyy y x
dx dx

− − = ，解得
dy y
dx y x

=
−

；

（ 2）方程 2 2cos sin 3y x a x= 两边对 x 求导，有 2 22 cos sin 3 cos3dyy x y x a x
dx

⋅ ⋅ − = ，解得

2 2sin 3 cos3
2 cos

dy y x a x
dx y x

+
= ；

（3）方程 cos( )xy x= 两边对 x求导，有 sin( )( ) 1dyxy y x
dx

− + = ，解得
1 sin( )

sin( )
dy y xy
dx x xy

+
= − ；

（4）方程 1 eyy x= + 两边对 x求导，有 y ydy dye xe
dx dx

= + ，解得
1

y

y

dy e
dx xe

=
−

，或写成
2

ydy e
dx y

=
−

；

（ 5 ） 方 程 y xx y= 两 边 取 对 数 得 ln lny x x y= ， 再 两 边 对 x 求 导 ， 有



1 1ln lndy dyx y y x
dx x y dx

+ ⋅ = + ⋅ ⋅ ，解得
2

2

ln
ln

dy y xy y
dx x xy x

−
=

−
；

（6）方程 sin cos( ) 0y x x y− − = 两边对 x求导，有 sin cos sin( ) (1 ) 0dy dyx y x x y
dx dx

+ + − ⋅ − = ，

解得
cos sin( )

sin( ) sin
dy y x x y
dx x y x

+ −
=

− −
。

所属章节：第三章第四节

难度：一级

91．求下列方程所确定的隐函数 ( )y y x= 在点 0x = 处的导数：

（1） sin( ) ln( )xy y x x+ − = ； （2） e ln 0
1

xy y
x

+ =
+

；

（3） 2e cos( ) e 1x y xy+ − = − .

解答 ：（ 1 ）由 方程知 0x = 时 1y = ，方 程 sin( ) ln( )xy y x x+ − = 两边 对 x 求导 ，有

' 1cos( ) ( ') 1yxy y xy
y x

−
⋅ + + =

−
，将 0x = ， 1y = 代入解得 ' 1y = ；

（ 2 ） 由 方 程 知 0x = 时
1y
e

= ， 方 程 e ln 0
1

xy y
x

+ =
+

两 边 对 x 求 导 ， 有

1 1( ') ' 0
1

xye y xy y
y x

+ + − =
+

，将 0x = ，
1y
e

= 代入解得
1 1' (1 )y
e e

= − ；

（ 3 ） 由 方 程 知 0x = 时 1y = ， 方 程 2e cos( ) e 1x y xy+ − = − 两 边 对 x 求 导 ， 有

2 (2 ') sin( ) ( ') 0x ye y xy y xy+ + + ⋅ + = ，将 0x = ， 1y = 代入解得 ' 2y = −

所属章节：第三章第四节

难度：一级

92．验证：由方程 ln 1xy y− = 所确定的隐函数 ( )y y x= 满足关系式 2 ( 1) 0dyy xy
dx

+ − = 。

解答：方程 ln 1xy y− = 两边对 x 求导，有
1 0dy dyy x

dx y dx
+ − ⋅ = ，解得

2

1
dy y
dx xy

−
=

−
，所以

2 ( 1) 0dyy xy
dx

+ − = 。

所属章节：第三章第四节

难度：二级



93．求曲线
2 2 2
3 3 3x y a+ = 在点

2 2( , )
4 4
a a 处的切线和法线方程。

解答：方程
2 2 2
3 3 3x y a+ = 两边对 x求导，有

1 1
3 32 2 0

3 3
dyx y
dx

− −
+ = ，将

2 2( , ) ( , )
4 4

x y a a= 代入可

得切线斜率 1dyk
dx

= = − ，所以切线方程为
2 0

2
x y a+ − = ，法线方程为 0x y− = 。

所属章节：第三章第四节

难度：二级

94．求下列参数方程所确定的函数的导数
dy
dx

和
dx
dy

：

（1）
2

3

1 ,

;

x t
y t t

⎧ = −⎪
⎨

= −⎪⎩
（2）

2

2

2

3 ,
1
3 .
1

atx
t
aty
t

⎧ =⎪⎪ +
⎨
⎪ =
⎪ +⎩

解答：（1）

3

2

2 2

( )
3 1 2

(1 ) 2 3 1

d t t
dy t dx tdt

d tdx t dy
dt

−
−

= = =
− −

， 2

1 2
3 1

dx t
dydy
dx

= =
−

；

（2）

2

2

2

2

3( ) ' 21
3 1( ) '

1

at
dy tt

atdx t
t

+= =
−

+

，
21 1

2
dx t

dydy t
dx

−
= =

所属章节：第三章第四节

难度：一级

95．求下列参数方程所确定的函数在指定点处的导数
dy
dx

：

（1）
2ln(1 ),

1 arctan .
x t
y t

⎧ = +
⎨

= −⎩
当 1t = 时； （2）

e sin ,

e cos ,

t

t

x t
y t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
当

3
t =

π
时。

解答：（1）由方程
2ln(1 ),

1 arctan .
x t
y t

⎧ = +
⎨

= −⎩
求得 2

(1 arctan ) ' 1
(ln(1 )) ' 2

dy t
dx t t

−
= = −

+
，当 1t = 时

1
2

dy
dx

= − ；

（2）由方程
e sin ,

e cos ,

t

t

x t
y t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
求得

( cos ) ' cos sin
( sin ) ' sin cos

t

t

dy e t t t
dx e t t t

−
= =

+
，当

3
t =

π
时

1 3
2 2 3 2
1 3
2 2

dy
dx

−
= = −

+
。

所属章节：第三章第四节



难度：一级

96．写出下列曲线在所给参数值相应的点处的切线和法线方程：

（1）
2e ,

e ,

t

t

x
y −

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
在 0t = 处； （2）

sin ,
cos 2 ,

x t
y t

=⎧
⎨ =⎩

在
6

t =
π

处。

解答：（1）由方程
2e ,

e ,

t

t

x
y −

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
求得 2( ) ' 1

(2 ) ' 2 2

t t
t

t t

dy e e e
dx e e

− −
−−

= = = − ，

在 0t = 处，切点 (2,1)，切线斜率
1
2

dy
dx

= − ，

所以切线方程为 2 4 0x y+ − = ，法线方程为 2 3 0x y− − = ；

（2）由方程
sin ,
cos 2 ,

x t
y t

=⎧
⎨ =⎩

求得
(cos 2 ) ' 2sin 2 4sin
(sin ) ' cos

dy t t t
dx t t

−
= = = − ，

在
6

t =
π

处，切点
1 1( , )
2 2

，切线斜率 2dy
dx

= − ，

所以切线方程为 4 2 3 0x y+ − = ，法线方程为 2 4 1 0x y− + = 。

所属章节：第三章第四节

难度：二级

97．设
1 ,

1 ,

x t

y t

⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
求证：

dy x
dx y

= − .

解答：由方程
1 ,

1 ,

x t

y t

⎧ = +⎪
⎨

= −⎪⎩
即得

( 1 ) ' 1
( 1 ) ' 1

dy t t x
dx yt t

− +
= = − = −

+ −
，得证。

所属章节：第三章第四节

难度：一级

98．试证：由参数方程
2

1 ln ,

3 2ln

tx
t

ty
t

+⎧ =⎪⎪
⎨ +⎪ =
⎪⎩

所确定的函数满足关系式 22 1yy xy′ ′= + 。

解答：由参数方程
2

1 ln ,

3 2 ln

tx
t

ty
t

+⎧ =⎪⎪
⎨ +⎪ =
⎪⎩

可求得 2

2

3 2ln( ) '
' 1 ln( ) '

t
dy ty ttdx

t

+

= = =
+

，代入即可验证等式

22 1yy xy′ ′= + 成立。

所属章节：第三章第四节



难度：一级

99．求极坐标方程 cos sinr θ θ= + 表示的曲线在相应于
4

θ =
π

的点处的切线斜率。

解答： 由 cos sinr θ θ= + ，化为参数方程
2

2

cos sin cos

sin sin cos

x
y

θ θ θ

θ θ θ

⎧ = +⎪
⎨

= +⎪⎩
，求得

2 2 2

2 2 2

(sin sin cos ) ' sin cos 2sin cos
(cos sin cos ) ' cos sin 2sin cos

dy
dx

θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ

+ − + +
= =

+ − −
，

把
4

θ =
π

代入即得切线斜率为 1− 。

注：本题也可化作直角坐标方程 2 2x y x y+ = + 用隐函数求导来求解。

所属章节：第三章第四节

难度：二级

100．设甲车以 70km/h 的速度从东向西行驶，乙车以 80km/h 的速度从北向南行驶，均驶向两

条路的交叉处。求当甲车和乙车分别距交叉口 0.3km 和 0.4km 时两车靠近的速率。

参考答案：

解答：再过 t时刻，两车距离 2 2(0.3 70 ) (0.4 80 )s t t= − + − ，求导得 0t
ds
dt = = 106− km/h

所属章节：第三章第四节

难度：二级

101．高为 18cm，底圆半径为 6cm 的正圆锥形漏斗，其内盛满了水。下面接一只半径为 5cm

的圆柱形水桶，水从漏斗中流入桶内。问当漏斗水深为 12cm，且它的水面下降速率为 1cm/s

时，桶内水面上升的速率是多少？

解答：设在 t时刻漏斗在的水深为 y ,圆柱形筒中水深为 h ,于是有

2 2 21 16 18 5
3 3

r y hπ π⋅ ⋅ − = .  

由
6 18
r y

= ,得
3
yr = ,代入上式得

2 2 21 16 18 ( ) 5
3 3 3

y y hπ π⋅ ⋅ − = ,  

即 2 3 2
3

1 16 18 5
3 3

y hπ⋅ ⋅ − = .  

两边对 t求导得

2 2
2

1 5
3 ty y h′ ′− = .  

当 12y = 时, ' 1ty = 代入上式得



2
2

2

1 12 ( 1) 163
5 25th

− ⋅ ⋅ −
′ = = (cm/s)

所属章节：第三章第四节

难度：二级

102．半径为 R的半球形状的雪堆，其体积融化的速率与半球面面积 S成正比，比例常数 0k > ，

假设在融化过程中雪堆始终保持半球体状，已知雪堆在开始融化的 3h 内融化了其体积的 1/8，

问雪堆全部融化需多少小时？

参考答案：6h

解答：设在 t时刻雪堆半径为 ( )r r t= ，则体积 32( )
3

V t rπ= ，表面积 22S rπ= ，由条件知

dV kS
dt

= − ，即
dr k
dt

= − ，所以 r R kt= − ，又 3t = 时， 3 32 1 2( )
3 8 3

V t r Rπ π= = × ，故
6
Rk = ，于

是令 0r R kt= − = ，解得 6t = 小时。

所属章节：第三章第四节

难度：三级

103．设 3y x x= − ，计算在 2x = 处当 x∆ 分别等于1 0.1 0.01、 、 时的增量 y∆ 及微分 dy。

解答： 2 2 3( ) ( ) 3 3 ( ) ( )y y x x y x x x x x x x∆ = + ∆ − = ∆ + ∆ + ∆ − ∆ ， 2 2(3 1) (3 1)dy x dx x x= − = − ∆ ，

现 在 2x = ， 所 以 当 1 18 d 11x y y∆ = ∆ = =时， ， ； 0.1 1.161 d 1.1x y y∆ = ∆ = =当 时， ， ；

0.01 0.110601 d 0.11x y y∆ = ∆ = =当 时， ， 。

所属章节：第三章第五节

难度：一级

104．将适当的函数填入下列括号内，使等式成立：

（1） d(  ) 2dx= ; （2） d(  ) cos dt t= ;

（3） d(  ) sin dwx x= ； （4） 1d(  ) d
1

x
x

=
+

；

（5） 2d(  ) e dx x−= ； （6） 2d(  )=sec 3 dx x .

解答：(1) 2x C+ ; (2) sin t C+ ; (3) 1 coswt C
w

− + ;

(4) ln 1 x C+ + ; (5) 21 e
2

x C−− + ; (6) 1 tan3
3

x C+ (此处参考解答有误)

所属章节：第三章第五节

难度：一级

105．求下列函数的微分：



（1） arctany x x= ； （2）
21

xy
x

=
+

；

（3） ln tan
2
xy = ； （4） y x x x= + + ；

（5）
1

2cos ln( )xy x e
−

= + ； （6） 1 ln
2

x ay
a x a

−
=

+
.

解答：

(1) d arctan d
2(1 )

xy x x
x

⎡ ⎤
= +⎢ ⎥+⎣ ⎦

;

(2)
2 2

dd
(1 ) 1

xy
x x

=
+ +

;

(3) 21 1d sec csc d
2 2tan

2

xy x xx= ⋅ ⋅ = ;

(4) 1 1 1d 1 (1 ) d
222

y x
xx xx x x

⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥

⎢ ⎥+⎣ ⎦+ +
;

(5)

1
1 3

2
1

2 2

2 ed sin ln( e ) d
( e )

x
x

x

xy x x
x x

−
−

−

+
= − +

+
;

(6) 2 2

1d dy x
x a

=
−

所属章节：第三章第五节

难度：一级

106．设u v、 为自变量 x的可微函数，将 dy表示为函数 d du v u v、 、 、 的函数：

（1） 2 2lny u v= + ； （2） arctan uy
v

= .

解答：(1) 2 2

d dd dy dy u u v vy du dv
du dv u v

+
= + =

+
;

(2) 2 2

d dd u v v uy
u v

+
=

+

所属章节：第三章第五节

难度：一级

107．试求：



（1） 3 6 9
3

d ( 2 )
d

x x x
x

− − ； （2） d arcsin
d arccos

x
x

.

解答：(1)令 3x t= ，则 3 6 9 2 32 2x x x t t t− − = − − ，所以

3 6 9 2 3 2 3 6
3

d ( 2 ) ( 2 ) 1 4 3 1 4 3
d

dx x x t t t t t x x
x dt

− − = − − = − − = − − ;

(2) 令 arccos x t= ，则 arcsin arccos
2 2

x x tπ π
= − = − ，所以

( )arcsin 2 1
arccos

d td x
d x t

π −
= = − 。

所属章节：第三章第五节

难度：二级

108．如图所示的电缆 AOB的长为 L，跨度为 2l，电缆的最低点 O与杆顶连线 AB的距离为 f，

则电缆长可按下面公式计算：

2

2

22 (1 )
3
fL l
l

= +

当 f变化了 f∆ 时，电缆长的变化约为多少？

参考答案：
8
3
fS f
l

∆ ≈ ∆ （答案有误）

解答：
2

2

2 82 (1 )
3 3
f fL dL l df f
l l

′∆ ≈ = + = ∆

所属章节：第三章第五节

难度：二级

109．设扇形的圆心角 60α = °，半径 R=100cm。如果 R 不变，α 减少30′，问扇形面积大约

改变了多少？又如果α 不变，R增加 1cm，问扇形面积大约改变了多少？

参考答案： 2 230 43.63cm 1cm 104.72cmR Rα α′不变， 减少 ，面积减少 ； 不变， 增加 ，面积增加

解答：(1)扇形面积 21
2

S Rα= ,  

2 21 1( )
2 2

S dS R d Rαα α α′∆ ≈ = = ∆ .  

将 60
3
π° = ， 100R = ， 30

360
πα ′∆ = − = − 代入上式得

21 100 ( ) 43.63
2 360

S π
∆ ≈ ⋅ ⋅ − ≈ − (cm

2
).

(2) 21( )
2 RS dS R dR R Rα α′∆ ≈ = = ∆ .

将 60
3
π° = ， 100R = ， 1R∆ = 代入上式得



100 1 104.72
3

S π
∆ ≈ ⋅ ⋅ ≈ (cm

2
)

所属章节：第三章第五节

难度：二级

110．已知单摆的周期 2 lT
g

= π ，其中 g=980cm/s2，l为摆长。设原摆长为 20cm。为使周期

增大 0.05s，摆长约需加长多少？

解答：因为 T dT l
gl
π

∆ ≈ = ⋅ ∆ ，所以

20
0.05

2.23l
gl

l
π =∆ ≈ = (cm)

即摆长约需加长 2.23cm

所属章节：第三章第五节

难度：二级

111．利用微分求下列各式的近似值（计算到小数 3 位）：

（1） sin 29°； （2） arctan1.04；

（3） lg11； （4） 3 996 .

参考答案：（1）0.485； （2）0.805； （3）1.043； （4）9.987

解答：（1）令 ( ) sinf x x= ，则 0 0 0sin( ) sin cosx x x x x+ ∆ ≈ + ⋅ ∆ ，现在代入

0 30 , 1
6 180

x xπ π° °= = ∆ = − = ，得 sin 29 sin30 cos30 ( ) 0.485
180
π° ° °≈ + ⋅ − ≈ ；

（2） 2

1arctan1.04 arctan1 0.04 0.7853 0.02 0.805
1 1

≈ + × ≈ + ≈
+

；

（3） lg11 lg(10 1) 1 lg1.1 1 lg1 lg 0.1 1.043e= + = + ≈ + + × ≈ ；

（4）
1

3 3 3 1996 1000 4 10 (1 0.004) 10(1 0.004) 9.987
3

= − = × − ≈ − × ≈

所属章节：第三章第五节

难度：二级

112．求下列函数的二阶导数，其中 f ϕ、 二阶可导：

（1） 22 lny x x= + ； （2） cosy x x= ；

（3） e sinty t−= ； （4） 2 2y a x= − ；



（5） 2ln(1 )y x= − ； （6） 2(1 ) arctany x x= + ；

（7） 2( )y f x= ； （8） ( ( ))y f xϕ= .

解答：（1） 2

1 1' 4 ,  4y x y
x x

′′= + = − ；

（2） ' cos sin ,  2sin cosy x x x y x x x′′= − = − − ；

（3） ' sin cos ,  2e cost t ty e t e t y t− − −′′= − + = − ；

（4）
2

2 2 3 22 2
' ,  

( )
x ay y

a xa x
′′= − = −

−−
；

（5）
2

2 2 2

2 2(1 )' ,  
1 (1 )
x xy y
x x

+′′= − = −
− −

；

（6） 2

2' 2 arctan 1,  2arctan
1
xy x x y x
x

′′= + = +
+

；

（7） 2 2 2 2' 2 '( ),  2 ( ) 4 ( )y xf x y f x x f x′′ ′ ′′= = + ；

（8） [ ] [ ]2' '( ) '( ( )),  " ( ) ( ) ( ) ( )y x f x y f x x f x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ′′ ′ ′ ′′= = +

所属章节：第三章第六节

难度：二级

113．验证下列函数满足对应的关系式：

（1） 1 2 1 2e e   (x xy C C C Cλ λ λ−= + 、 、 为常数)， 2 0y yλ′′ − = ；

（2） e sin , 2 2 0xy x y y y′′ ′= − + = ；

（3） 1 1e e , 0
2 4

x xy xy y− ′′ ′= + + − = ； （题目有误，后一式应为
1 1 0
2 4

xy y y′′ ′+ − = ）

（4） 2 2sin( arcsin ), (1 ) 0y m x x y xy m y′′ ′= − − + = .

解答：（1）因为 1 2e ex xy C Cλ λ−= + ，所以

1 2' e ex xy C Cλ λλ λ −= − ， 2 2
1 2" e ex xy C Cλ λλ λ −= + ，

从而有 2 0y yλ′′ − = ；

（2）因为 e sinxy x= ，所以

' cos sinx xy e x e x= + ， " 2 cosxy e x=

从而有 2 2 0y y y′′ ′− + = ；



（3）因为 x xy e e−= + ，所以

1 1'
2 2

x xy e e
x x

−= − ，
3 3
2 21 1 1 1"

4 4 4 4
x x x xy x e e x e e

x x
− − − −= − + + + ，

于是有
1 1 0
2 4

xy y y′′ ′+ − = ；

（4）因为 sin( arcsin )y m x= ，所以

2
' cos( arcsin )

1
my m x
x

= ⋅
−

， 32
2 2

" sin( arcsin ) cos( arcsin )
1 (1 )

m mxy m x m x
x x

= − +
−

−

于是有
2 2(1 ) 0x y xy m y′′ ′− − + = .

所属章节：第三章第六节

难度：一级

114．求下列函数的 n 阶导数：

（1） 1
1
xy
x

−
=

+
； （2） lny x x= ；

（3） 2siny x= ； （4） ln a bxy
a bx

+
=

−
；

（5） 2

1
3 2

y
x x

=
− +

； （6） 1
1 2

y
x

=
−

.

解答：（1）由于
1 2 1
1 1
xy
x x

−
= = −

+ +
，所以 ( )

1

2 !( 1)
(1 )

n n
n

ny
x +

⋅
= −

+
；

（2）对 lny x x= ，由于
1' ln 1, "y x y
x

= + = ，所以当 2n ≥ 时， ( )
1

( 2)!( 1)n n
n

ny
x −

−
= − ；

（3）对 2siny x= ，由于 2 1 cos 2sin
2

xx −
= ，所以 ( ) 12 cos(2 )

2
n n ny x π−= − + ；

（4）由于 ln ln( ) ln( )a bxy a bx a bx
a bx

+
= = + − −

−
，所以

1
( ) ( 1) 1( 1)!

( ) ( )

n
n n

n ny n b
a bx a bx

−⎡ ⎤−
= − +⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

；

（5）由于 2

1 1 1 1
3 2 ( 2)( 1) 2 1

y
x x x x x x

= = = −
− + − − − −

，所以

( )
1 1

1 1( 1) !
( 2) ( 1)

n n
n ny n

x x+ +

⎡ ⎤
= − ⋅ +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

；

（6）由于
1
21 (1 2 )

1 2
y x

x
−

= = −
−

，



3 3
2 21' (1 2 ) ( 2) (1 2 )

2
y x x

− −
= − − − = − ，

5 5
2 23" (1 2 ) ( 2) 3(1 2 )

2
y x x

− −
= − − − = − ，

7 7
2 25''' 3 ( ) (1 2 ) ( 2) 5!! (1 2 )

2
y x x

− −
= × − × − × − = ⋅ − ，

一般有 ( )
1
2

(2 1)!!

(1 2 )

n

n

ny
x

+

−
=

−
。

所属章节：第三章第六节

难度：二级

115．求下列函数指定阶数的导数：

（1） e cosxy x= ，求 (4)y ；

（2） 2 lny x x= ，求 (10)y ；

（3） 2( 2 2)e xy x x −= + + ，求 ( )ny .

解答：利用函数乘积的高阶导数的莱布尼兹公式

( ) ( ) ( 1) ( 2) '' ( )( 1)( ) '
2!

n n n n nn nuv u v nu v u v uv− −−
= + + + +⋯

（1） (4) 4e cosxy x= − ；

（2） (10) 82 7!y x−= − × ⋅ ；

（3） ( ) 2 2( 1) e 2( 1) 3 2n n xy x n x n n− ⎡ ⎤= − − − + − +⎣ ⎦

所属章节：第三章第六节

难度：二级

116．令 cosx t= ，试变换方程

2

2 2 2

d d 0
d 1 d 1
y x y y
x x x x

− + =
− −

.

解答：本题要将方程中的变量 x 消去，利用复合函数求导得
1

sin
dy dy dt dy
dx dt dx dt t

−
= ⋅ = ⋅ ，

2 2

2 2 2 3

1 cos( )
sin sin

d y d dy dt d y dy t
dx dt dx dx dt t dt t

−
= ⋅ = ⋅ + ⋅ ，

代入方程
2

2 2 2 0
1 1

d y x dy y
dx x dx x

− + =
− −

，即得
2

2

d 0
d
y y
t

+ = 。



所属章节：第三章第六节

难度：三级

117．令 tany z= ，试变换方程

2
2

2 2

d 2(1 ) d2 ( ) 0
d 1 d
y y y
x y x

+
= + =

+
. （题目有误，是否为

2
2

2 2

d 2(1 ) d2 ( )
d 1 d
y y y
x y x

+
= +

+
？）

参考答案：
2

2 2
2

d d2( ) 2cos
d d
z z z
x x

− =

解答：本题要将方程中的变量 y 消去，利用复合函数求导得 2secdy dy dz dzz
dx dz dx dx

= ⋅ = ，

2 2
2 2 2

2 2( ) sec 2sec tan ( )d y d dy dz d z dzz z z
dx dz dx dx dx dx

= ⋅ = + ，

代入方程
2

2
2 2

d 2(1 ) d2 ( )
d 1 d
y y y
x y x

+
= +

+
，即得

2
2 2

2

d d2( ) 2cos
d d
z z z
x x

− = 。

所属章节：第三章第六节

难度：三级

118．试导出函数 ( )y f x= 的反函数的二阶导数公式：

2

2 2

2
3

d
d d

dd ( )
d

y
x x

yy
x

= − .

解答：

2 2

2 2 2

2
2 3

1 1 1( ) ( ) ( )
( ) ( )

d y d y
d x d dx d d dx dx dx

dy dy dy dy dydy dy dy dy dx dy
dx dx dx dx dx

−
= = = ⋅ = ⋅ = − 。

所所属章节：第三章第六节

难度：三级

119．设 ( ) ( ) ( )nf x x a xϕ= − ，其中函数 ( )xϕ 在点 a的邻域内有 1n− 阶连续导数，求 ( ) ( )nf a 。

参考答案： ( ) ( ) ! ( )nf a n aϕ= （本题能否将条件加强为 ( )xϕ 在点 a的邻域内有 n阶导数？）

解答：对 ( ) ( ) ( )nf x x a xϕ= − ，利用函数乘积的高阶导数的莱布尼兹公式先求出 1n− 导数，

( 1) ( 1) 1 ( 2)( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ! ( ) ( )n n n n nf x x a x n n x a x n x a xϕ ϕ ϕ− − − −= − + − ⋅ − + + ⋅ −⋯ ， ( 1) ( ) 0nf a− = ，再用定

义求 ( ) ( )nf a ，得 ( ) ( ) ! ( )nf a n aϕ= 。

所属章节：第三章第六节



难度：三级

120．设 arcsiny x= ，求 ( ) ( )
0 (0)n n

xy y= = 。

解答：由 arcsiny x= ，求一阶导数有
2

1'
1

y
x

=
−

，即 '(0) 1y = ，

求二阶导数有 3
2 2

"
(1 )

xy
x

=
−

，即 "(0) 0y = ，从而得到等式

2(1 ) " ' 0x y xy− − = ，

对上式两边用莱布尼兹公式求 n阶导数，得到

2 ( 2) ( 1) ( ) ( 1) ( )(1 ) 2 ( 1) 0n n n n nx y nxy n n y xy ny+ + +− − − − − − =

令 0x = ，有 ( 2) 2 ( )(0) (0)n ny n y+ = ，结合 '(0) 1y = ， "(0) 0y = ，即得

[ ]2(2 2) (2 ) (2 1)(0) (0) (0) 0 (0) (2 1)!!n n ny y y y n+ +′′= = ⋅⋅⋅ = = = −，

所属章节：第三章第六节

难度：三级

121．求下列方程所确定的函数 ( )y y x= 的二阶导数：

（1） ex y xy+ = ； （2） tan( )y x y= + ；

（3） 2 2arctan lnx x y
y

= + .

解答：（1） (1 )
( 1)

dy y x
dx x y

−
=

−
，

2 2

2 2 2

( 1) 1
( 1) ( 1)

d y y x
dx x y y

⎡ ⎤−
= − +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

；

（2）
2 2 2

2 2 2 2

sec ( ) 1 sin ( ) cos ( ) 11
1 sec ( ) cos ( ) 1 sin ( )

x y x y x yy
x y x y x y y
+ + + +′ = = = = − −

− + + − − +
,  

2

3 3 2 5

2 2 1 2(1 )( 1 ) yy y
y y y y

+′′ ′= = − − = − 2
3

2 csc ( )x y
y

= − + ；

（3）对方程 2 2 2 21arctan ln ln( )
2

x x y x y
y

= + = + 两边微分或求导，可得

dy y x
dx x y

−
=

+
，

2 2 2

2 3

2( )
( )

d y x y
dx x y

+
= −

+
（原答案？）

所属章节：第三章第六节

难度：二级



122．设函数 ( )y y x= 是由下列方程所确定的隐函数，试求 0xy =′ 及 0xy =′′ 。

（1） 1 exyy x= + ； （2） e ln 0
1

xy y
x

+ =
+

.

解答：（1）方程 1 exyy x= + 两边对 x求导，有 2' ( ') ( 1) 'xy xy xy xyy e xe y xy xy e x e y= + + = + + ，

再求导一次，有 2 2" ( ')( 2) 2 ' ( ') ' "xy xy xy xyy e y xy xy xe y x e y xy y x e y= + + + + + + ，

代入 0, 1x y= = ，即得 0 01 2x xy y= =′ ′′= =； ；

（2）方程 e ln 0
1

xy y
x

+ =
+

两边对 x求导，有
1 1( ') ' 0

1
xye y xy y

y x
+ + − =

+
，

再求导一次，有
2

2
2 2

" ( ') 1( ') (2 ' ") 0
( 1)

xy xy y y ye y xy e y xy
y x
−

+ + + + + =
+

，

代入 10,x y e−= = ，即得
1 1 3 2

0 0e (1 e ) 2e 4ex xy y− − − −
= =′ ′′= − = −； 。

所属章节：第三章第四节

难度：三级

123．求下列参数方程所确定的函数的二阶导数：

（1）
3

3

cos ,

sin ,

x a t
y a t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
求

2

2

d
d
y
x

；

（2）
2ln(1 ),

arctan ,
x t t
y t

⎧ = − +
⎨

=⎩
求

2

2

d
d
y
x

及
2

2

d
d
x
y

；

（3）
(cos sin ),
(sin cos ),

x a t t t
y a t t t

= +⎧
⎨ = −⎩

求
2

2

d
d
y
x

；

（4）
( ),
( ) ( ),

x f t
y tf t f t

′=⎧
⎨ ′= −⎩

其中 ( )f t 二阶可导，求
2

2

d
d
y
x

.

解答：（1）
3 2

3 2

( sin ) 3 sin cos tan
( cos ) 3 cos ( sin )

dy a t a t t t
dx a t a t t

′
= = = −

′ −
, 

2 2
4

2 3 2

( tan ) sec 1 sec csc
( cos ) 3 cos sin 3

d y t t t t
dx a t a t t a

′− −
= = = ⋅

′ −

（2）
2

2 2 2

2

1
(arctan ) 1 11

2[ ln(1 )] 1 2 ( 1)1
1

dy t t
tdx t t t t t
t

′ += = = =
′− + − + −−

+

,  

2 2

2 5

d 2(1 )
d (1 )
y t
x t

+
=

−
，

2
2

2

d 2( 1)(1 )
d
x t t
y

= − +



（3） tandy t
dx

= ，
2 3

2

d sec
d
y t
x at

= ；

（4） "( )
"( )

dy tf t t
dx f t

= = ，
2

2

1 1( )
( )

d y d dy
dxdx dt dx f t
dt

= ⋅ =
′′

。

所属章节：第三章第四节

难度：三级

124．验证： e sin , e cost tx t y t= = 所确定的函数 ( )y y x= 满足关系式 2( ) 2( )y x y xy y′′ ′+ = − .

解答：
( cos ) cos sin
( sin ) ' sin cos

t

t

dy e t t t
dx e t t t

′ −
= =

+
，

2

2 2

1 2 1( )
(sin cos ) (sin cos )t

d y d dy
dxdx dt dx t t e t t
dt

−
= ⋅ = ⋅

+ +
，

代入即可验证等式 2( ) 2( )y x y xy y′′ ′+ = − 成立。

所属章节：第三章第四节

难度：二级
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第四章 微分中值定理和导数的应用

t1．验证罗尔定理对函数 sinxy e x= 在区间 [ ]0,3π 上的正确性。

解答：因为函数 sinxy e x= 在区间[ ]0,3π 上连续，在 (0,3 )π 内可导，且 (0) (3 ) 0y y π= = ，满足

罗尔定理条件，又由于 ' (sin cos )xy e x x= + ，当
3 (0,3 )
4

ξ π π= ∈ 时， '( ) 0y ξ = ，即罗尔定理的

结论成立。验证完毕。

所属章节：第四章第一节

难度：一级

2．验证拉格朗日定理对函数 arctany x= 在区间 [ ]0,1 上的正确性。

解答：因为函数 arctany x= 在区间 [ ]0,1 上连续，在 (0,1) 内可导，满足拉格朗日定理条件，又

由于 2

1'
1

y
x

=
+

，当
4 (0,1)π

ξ
π
−

= ∈ 时，
(1) (0)'( )

1 0 4
y yy πξ −

= =
−

，即拉格朗日定理的结论成立。

验证完毕。

所属章节：第四章第一节

难度：一级

3．就下列函数及其区间，求罗尔定理或拉格朗日定理中ξ的值：

（1） 5( ) ln sin , ,
6 6

f x x ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
π π

；

（2） [ ]( ) arcsin , 1,1f x x= − ；

（3） [ ]2
0 0( ) , , ( 0)f x ax bx c x x h h= + + + > . （原题少右上标 2）

解答：（1）由于
5( ) ln 2 ( )

6 6
f fπ π

= − = ，令 '( ) cot 0xf x ξξ == = ，有
2

ξ =
π
；

（2）由于 (1) , ( 1)
2 2

f fπ π
= − = − ，令

2

1 (1) ( 1)'( )
1 ( 1) 21

x
f ff

x
ξ

πξ =
− −

= = =
− −−

，得
2 4

ξ
−

= ±
π

π
；

（3）由于 2 2
0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) , ( )f x h a x h b x h c f x ax bx c+ = + + + + = + + ，令

0 0
0

( ) ( )'( ) (2 ) 2x
f x h f xf ax b ax ah b

hξξ =
+ −

= + = = + + ，得 0
1
2

x hξ = + 。

所属章节：第四章第一节
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难度：一级

4．函数
1( )f x
x

= 在区间 [ ],a b 上是否满足拉格朗日定理的条件？

参考答案：当 [ ]0 , ( )a b f x∉ 时， 满足拉格朗日定理的条件，当 [ ]0 , ( )a b f x∈ 时， 不满足拉格朗

日定理的条件。

解答：由于
1 1 ( ) ( ) 1( ) , ( ) , f b f af b f a
b a b a ab

−
= = = −

−
，当 0x ≠ 时，有导数 2

1'( )f x
x

= − ，所以当

[ ]0 , ( )a b f x∉ 时， 满足拉格朗日定理的条件，且 abξ = 或 abξ = − ；当 [ ]0 , ( )a b f x∈ 时， 由

于有不可导点，不满足拉格朗日定理的条件。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

5．验证函数 2( ) , ( )f x x g x x= = 在区间 [ ]1, 4 上满足柯西定理的条件。

解答：函数 2( ) , ( )f x x g x x= = 在闭区间 [ ]1, 4 上连续，在开区间 (1,4)内可导，在区间 (1,4)内

1'( ) 0
2

g x
x

= ≠ ，所以满足柯西定理的条件。

所属章节：第四章第一节

难度：一级

6．若方程 1
0 1 1 0n n

na x a x a x−
−+ + ⋅⋅⋅ + = 有一正根 0x x= ，则方程 1 2

0 1 1( 1) 0n n
na nx a n x a− −
−+ − + ⋅⋅⋅ + =

必有一个小于 0x 的正根。

解答：令 1
0 1 1( ) n n

nf x a x a x a x−
−= + + ⋅⋅⋅ + ，则由条件知函数 ( )f x 在区间 [ ]00, x 上满足罗尔定理

条件，所以至少存在正数 0(0, )xξ ∈ 使 '( ) 0f ξ = ，即ξ为方程 1 2
0 1 1( 1) 0n n

na nx a n x a− −
−+ − + ⋅⋅⋅ + =

小于 0x 的正根，得证。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

7．若 ( )f x 在 [ ],a b 上二阶可导，且 ( ) ( ) ( )f a f b f c= = ，其中 c是 ( , )a b 内的某一点，求证方程

( ) 0f x′′ = 在 ( , )a b 内必有一实根。

解答：由题设条件知函数 ( )f x 在 [ ], ,[ , ]a c c b 上均满足罗尔定理条件，于是存在

1 2( , ), ( , )a c c bξ ξ∈ ∈ ， 使 1 2( ) ( ) 0f fξ ξ= = ， 再 在 区 间 1 2[ , ]ξ ξ 上 应 用 罗 尔 定 理 ， 有
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1 2( , ) ( , )a bξ ξ ξ∈ ⊂ ，使 ( ) 0f ξ′′ = ，也即方程 ( ) 0f x′′ = 在 ( , )a b 内必有一实根。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

8．证明方程 3 3 0x x c− + = 在开区间 (0,1)内不含有两个相异的实根。

解答：反证法。假设方程 3 3 0x x c− + = 在开区间 (0,1)内含有两个相异的实根，记为 1 2,x x ，其

中 1 2x x< ，且 3 3
1 1 2 23 0,  3 0x x c x x c− + = − + = ，则在区间 1 2[ , ]x x 上对函数 3( ) 3f x x x c= − + 应用

罗尔定理，存在 1 2( , ) (0,1)x xξ ∈ ⊂ ，使 2'( ) 3 3 0f ξ ξ= − = ，即有 1ξ = ± ，与 1 2( , ) (0,1)x xξ ∈ ⊂ 矛

盾。所以方程 3 3 0x x c− + = 在开区间 (0,1)内不含有两个相异的实根。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

9．设 0 11 0
1 2

n
n

a aa a
n n

−+ + ⋅⋅⋅ + + =
+

，证明方程 1
0 1 1 0n n

n na x a x a x a−
−+ + ⋅⋅⋅ + + = 在 0 与 1 之间至少

有一实根。

解答：令 1 20 1 1( )
1 2

n n n
n

a a af x x x x a x
n n

+ −= + + ⋅⋅⋅ + +
+

，则 1
0 1 1'( ) n n

n nf x a x a x a x a−
−= + + ⋅⋅⋅ + + ，由

题设条件知函数 ( )f x 在区间 [ ]0,1 上满足罗尔定理条件，所以至少存在实数 (0,1)ξ ∈ 使

'( ) 0f ξ = ，即ξ为方程 1
0 1 1 0n n

n na x a x a x a−
−+ + ⋅⋅⋅ + + = 在 0 与 1 之间的实根，得证。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

10．不求出函数 ( ) ( 1)( 2)( 3)( 4)f x x x x x= − − − − 的导数，说明方程 ( ) 0f x′ = 有几个实根，并指

出它们所在的区间。

解答：因为 (1) (2) (3) (4) 0f f f f= = = = ，所以由罗尔定理知方程 ( ) 0f x′ = 至少有三个实根，

分别在区间 ( )1, 2 (2,3) (3, 4)、 、 内，同时由于函数 ( )f x 为四次多项式，则函数 '( )f x 为三次多项

式，故方程 ( ) 0f x′ = 最多有这三个实根。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

11．设 ( )f x 在 [ ],a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0
2

a bf a f b f a f +
> > ，试证：至少
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存在一点 ( , )a bξ ∈ ，使 ( ) ( )f fξ ξ′ = 。

【题设条件 ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0
2

a bf a f b f a f +
> > 有误，是否应为 ( ) ( ) 0, ( ) ( ) 0

2
a bf a f b f a f +

> < ？以

下解答按此条件进行】

解答：对函数 ( )f x 在区间 ,
2

a ba +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

及 ,
2

a b b+⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

上分别利用闭区间上连续函数的零点存在定

理，有 1 2( , ), ( , )
2 2

a b a ba bξ ξ+ +
∈ ∈ 使 1 2( ) ( ) 0f fξ ξ= = ，再对函数 ( ) ( )e xF x f x −= 应用罗尔定理，

则至少存在一点 1 2( , ) ( , )a bξ ξ ξ∈ ⊂ ，使 '( ) 0F ξ = ，即 ( ) ( )f fξ ξ′ = 。

所属章节：第四章第一节

难度：三级

12．设 ( )f x 在 ( ),−∞ +∞ 内满足 ( ) ( )f x f x′ = ，且 (0) 1f = ，证明 ( ) exf x = 。（提示：令
( )( )
ex
f xxϕ = ）

解答：令
( )( )
ex
f xxϕ = ，则函数 ( )xϕ 在区间 ( ),−∞ +∞ 内可导，由于 ( ) ( )f x f x′ = ，有

'( ) ( )'( ) 0x

f x f xx
e

ϕ −
= ≡ ，故 ( )x Cϕ ≡ （其中C为常数）。又由 (0) 1f = 得 0

(0)(0) (0) 1f f
e

ϕ = = = ，

故 1C = ，即
( )( ) 1x

f xx
e

ϕ = = ，因此 ( ) exf x = 。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

13．利用拉格朗日中值定理证明下列不等式：

（1）若 0 a b< < ，当 1n > 时， 1 1( ) ( )n n n nna b a b a nb b a− −− < − < − ；

（2）若 0, ln(1 )
1
xx x x
x

> < + <
+

；

（3） sin sinx y x y− ≤ − ；

（4） arctan arctana b a b− ≤ − .

解答：（1）对函数 ( ) nf x x= ，当 1n > 时，由于它在 [ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，应用拉格

朗日中值定理，存在 ( , )a bξ ∈ ，使 1'( )( ) ( )n n nb a f b a n b aξ ξ −− = − = − ，由于 a bξ< < ，故

1 1 1( ) ( ) ( )n n nna b a n b a nb b aξ− − −− < − < − ，即 1 1( ) ( )n n n nna b a b a nb b a− −− < − < − ；

（2）对函数 ( ) ln(1 )f x x= + ，当 0x > 时，由于它在 [0, ]x 上连续，在 (0, )x 内可导，应用拉格
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朗日中值定理，存在 (0, )xξ ∈ ，使 ( ) (0) ln(1 ) ln1 '( )
1
xf x f x f xξ
ξ

− = + − = =
+

，由于0 xξ< < ，

1 1
x x x
x ξ
< <

+ +
，故有 ln(1 )

1
x x x
x
< + <

+
；

（3）对函数 ( ) sinf x x= ，当 y x< 时，由于它在 [ , ]y x 上连续，在 ( , )y x 内可导，应用拉格朗

日中值定理，存在 ( , )y xξ ∈ ，使 sin sin '( )( ) cos ( )x y f x y x y x yξ ξ− = − = ⋅ − ≤ − ；当 x y< 时

类似可证，当 x y= 时，结论显然。证毕。

（ 4 ） 对 函 数 ( ) arctanf x x= 在 区 间 [ , ]a b 或 [ , ]b a 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 ，

2arctan arctan '( )( )
1
a ba b f a b a bξ
ξ
−

− = − = ≤ −
+

，当 a b= 时，结论显然。证毕。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

14．设 ( ), ( )f x g x 在 [ ],a b 上连续， ( ), ( )f x g x′ ′ 在 ( , )a b 内存在，证明：

( )   ( ) ( ) ( )
( )    

( )   ( ) ( ) ( )
f a f b f a f

b a
g a g b g a g

ξ
ξ
′

= −
′

，其中ξ在 a和 b之间。

解答：对函数 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F x f a g x f x g a= − ，由于它在区间 [ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，应用

拉 格 朗 日 中 值 定 理 ， 存 在 ( , )a bξ ∈ ， 使 ( ) ( ) '( )( )F b F a F b aξ− = − ， 即

( )   ( ) ( ) ( )
( )    

( )   ( ) ( ) ( )
f a f b f a f

b a
g a g b g a g

ξ
ξ
′

= −
′

，证毕。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

15．设 ( )f x 在 ( , )a b 内连续可导，且 lim ( )
x a

f x
+→

与 lim ( )
x b

f x
−→

存在，证明：在 ( , )a b 内至少存在一

点ξ，使 lim ( ) lim ( ) ( )( )
x b x a

f x f x f b aξ
− +→ →

′− = − 。

解答：令

lim ( )        

( ) ( )          
lim ( )         

x a

x b

f x x a

F x f x a x b
f x x b

+

−

→

→

=⎧
⎪⎪= < <⎨
⎪ =⎪⎩

，则它在区间 [ , ]a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，应用拉格
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朗日中值定理，存在 ( , )a bξ ∈ ，使 ( ) ( ) '( )( )F b F a F b aξ− = − ，即

lim ( ) lim ( ) ( )( )
x b x a

f x f x f b aξ
− +→ →

′− = − 。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

16．设函数 ( )f x 在 ( , )a b 内二阶可导，且 ( ) 0f x′′ > ，证明：对 ( , )a b 内固定的 0x 及该区间内异

于 0x 的任一点 x，必存在唯一的点ξ，使得 0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x xξ′− = − ，其中ξ在 x和 0x 之间。

解答：对函数 ( )f x 在 0[ , ]x x 或 0[ , ]x x 上应用拉格朗日中值定理，必存在ξ在 x和 0x 之间，使得

0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x xξ′− = − ，其中ξ在 x和 0x 之间；

如果这样的点ξ不唯一，即至少有两点，再用罗尔定理可知存在 ( ) 0f x′′ = 的根，与条件

矛盾。证毕。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

17．若 ( )f x 在[ ],a b 上连续，在 ( , )a b 内可导，且 ( ) ( ) 0f a f b= = 及存在 c，使 ( ) 0( )f c a c b> < < ，

证明：在 ( , )a b 内必存在ξ ，使 ( ) 0f ξ′′ < 。

解答：由题设条件知函数 ( )f x 在 [ ], ,[ , ]a c c b 上均满足拉格朗日中值定理条件，于是存在

1 2( , ), ( , )a c c bξ ξ∈ ∈ ，使 1 2
( ) ( ) ( ) ( )'( ) 0, '( ) 0f c f a f b f cf f
c a b c

ξ ξ− −
= > = <

− −
。

再 在 区 间 1 2[ , ]ξ ξ 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 ， 有 1 2( , ) ( , )a bξ ξ ξ∈ ⊂ ， 使

2 1

2 1

'( ) '( )( ) 0f ff ξ ξξ
ξ ξ
−′′ = <
−

，证毕。

所属章节：第四章第一节

难度：三级

18．证明：若函数 ( )f x 在 ( , )a b 内可导，但无界，则其导函数 ( )f x′ 在该区间内也无界，反之

不然。并举出例子。

解答：反证。设函数 ( )f x 在 ( , )a b 内可导，但无界，而导函数 ( )f x′ 在该区间内有界，则存在

0M > ，当 ( , )x a b∈ 时，有 '( )f x M≤ 。

取 0 ( , )x a b∈ ，则对任意 ( , )x a b∈ ，
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0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) '( )( ) ( ) ( )f x f x f x f x f x x f x M b a f xξ≤ − + = − + ≤ − +

上式说明函数 ( )f x 在 ( , )a b 内有界，矛盾，即导函数 ( )f x′ 在 ( , )a b 内也无界。

反之不然。举例如下：对函数 ( )f x x= ，导函数
1'( )

2
f x

x
= 在 (0,1) 内无界，但 ( )f x x= 在

( , )a b 内可导，有界。

所属章节：第四章第一节

难度：三级

19．设 ( )f x 在 [ ]0,a 上连续，在 (0, )a 内可导，且 ( ) 0f a = ，证明至少存在一点 (0, )aξ ∈ ，使

( ) ( ) 0f fξ ξ ξ+ = 。

【 ( ) ( ) 0f fξ ξ ξ+ = 是否应为 ( ) '( ) 0f fξ ξ ξ+ = ？以下按此证明】

解答：作辅助函数 ( ) ( )F x xf x= ，则它在 [ ]0,a 上连续，在 (0, )a 内可导，且 (0) 0 ( )F F a= = ，

应用罗尔定理，至少存在一点 (0, )aξ ∈ ，使 '( ) 0F ξ = ，即 ( ) ( ) 0f fξ ξ ξ+ = 。

所属章节：第四章第一节

难度：二级

20．设当 0x x≥ 时， ( ) 0xϕ′ > ，且 ( ) ( )f x xϕ′ ′≤ ，证明：当 0x x≥ 时， 0 0( ) ( ) ( ) ( )f x f x x xϕ ϕ− ≤ − 。

解答：当 0x x= 时结论显然成立。

当 0x x> 时，对函数 ( )f x ， ( )xϕ 在区间 [ ]0 ,x x 上应用柯西中值定理，必存在ξ在 x和 0x 之

间，使 0

0

( ) ( ) '( )
( ) ( ) '( )
f x f x f
x x

ξ
ϕ ϕ ϕ ξ

−
=

−
，

又由条件 ( ) ( )f x xϕ′ ′≤ ，可得 0

0

( ) ( ) '( ) 1
( ) ( ) '( )
f x f x f
x x

ξ
ϕ ϕ ϕ ξ

−
= ≤

−
，再由条件 ( ) 0xϕ′ > ，有

0( ) ( ) 0x xϕ ϕ− > ，即得 0 0( ) ( ) ( ) ( )f x f x x xϕ ϕ− ≤ − 。

所属章节：第四章第一节

难度：三级

21．设函数 ( )f x 在 0x = 的邻域内具有 n阶导数，且 ( 1)(0) (0) (0) 0nf f f −′= = ⋅⋅⋅ = = 。试用柯西

定理证明：
( )( ) ( ) (0 1)

!

n

n

f x f x
x n

θ θ= < < 。
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解答：对函数 ( )f x ， ( ) nx xϕ = 在区间 [ ]0, x 或 [ ],0x 上应用柯西中值定理，必存在 1ξ 在 0 和 x

之间，使 1

1

( ) (0) '( )
( ) (0) '( )
f x f f
x

ξ
ϕ ϕ ϕ ξ

−
=

−
，即 1

1
1

( ) '( )
n n

f x f
x n

ξ
ξ −= ，再对函数 '( )f x ， 1'( ) nx nxϕ −= 在区间[ ]10,ξ 或

[ ]1,0ξ 上应用柯西中值定理，必存在 2ξ 在 0 和 1ξ 之间，使 1 2

1 2

'( ) '(0) "( )
'( ) '(0) "( )
f f fξ ξ
ϕ ξ ϕ ϕ ξ

−
=

−
，即

1 1 2
1 1 2

1 1 2

( ) '( ) '( ) '(0) "( )
0 ( 1)n n n n

f x f f f f
x n n n n

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ− − −

−
= = =

− −
， 如 此 进 行 n 次 ， 由 于 ( )( ) !n nx n= ， 就 有

( 1) ( 1) ( )
1

1

( ) ( ) (0) ( )
! 0 !

n n n
n n

n
n

f x f f f
x n n

ξ ξ
ξ

− −
−

−

−
= =

−
，其中 nξ 在 0和 1nξ − 之间，自然在 0和 x之间，于是可以

写成如下形式
( )( ) ( ) (0 1)

!

n

n

f x f x
x n

θ
θ= < < 。

所属章节：第四章第一节

难度：三级

求下列极限（ 22 49∼ 题）

22． lim
m m

n nx a

x a
x a→

−
−

；

解答：
1

1lim lim
m m m

n n nx a x a

x a mx
x a nx

−

−→ →

−
= =

−
m nm a

n
−

所属章节：第四章第二节

难度：一级

23．
0

e elim
sin

x x

x x

−

→

−
；

解答：
0 0

lim lim 2
sin cos

x x x x

x x

e e e e
x x

− −

→ →

− +
= =

所属章节：第四章第二节

难度：一级

24． 30

arctanlim
x

x x
x→

−
；
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解答：
2

3 2 20 0 0

11arctan 1 11lim lim lim
3 3(1 ) 3x x x

x x x
x x x→ → →

−− += = =
+

所属章节：第四章第二节

难度：一级

25．
0

tanlim
sinx

x x
x x→

−
−

；

解答：
2 2

0 0 0

tan sec 1 tanlim lim lim 2
sin 1 cos 1 cosx x x

x x x x
x x x x→ → →

− −
= = =

− − −

所属章节：第四章第二节

难度：一级

26． 2

2

ln sinlim
( 2 )x

x
x→ −π π

；

解答：
2

2

2 2 2

ln sin cot csc 1lim lim lim
( 2 ) 4( 2 ) 8 8x x x

x x x
x xπ π ππ π→ → →

−
= = = −

− − −

所属章节：第四章第二节

难度：一级

27．
3

0

e 1 sin
3lim

x

x

x

x→

− +
π

解答：

3

2

0 0

1 sin
3lim lim( 3 sin ) 1

3

x

x

x x

e x
e x

x

π
π

→ →

− +
= + =

所属章节：第四章第二节

难度：一级

28．
2 2

0

ln(1 ) ln(1 )lim
sec cosx

x x x x
x x→

+ + + − +
−

；

解答：
2 2 2 2

20 0

ln(1 ) ln(1 ) cos [ln(1 ) ln(1 )]lim lim
sec cos 1 cosx x

x x x x x x x x x
x x x→ →

+ + + − + + + + − +
=

− −

2 2

20

ln(1 ) ln(1 )2 lim
x

x x x x
x→

+ + + − +
= ⋅



92

2 2

0

1 2 1 2
1 12 lim 1

2x

x x
x x x x

x→

+ − +
+

+ + − += ⋅ =

所属章节：第四章第二节

难度：二级

29．
0

1(1 ) e
lim

x

x

x
x→

+ −
； 【此题有误，应为

1

0

(1 )lim
x

x

x e
x→

+ −
，以下按此计算】

解答：

1
1

20 0

(1 ) 1 1lim lim(1 ) [ ln(1 )]
(1 )

x
x

x x

x e x x
x x x x→ →

+ −
= + − +

+

1

20 0

1 1lim(1 ) lim[ ln(1 )]
(1 )

x
x x

x x
x x x→ →

= + ⋅ − +
+

20

ln(1 )lim
2 3 2x

x ee
x x→

− +
= ⋅ = −

+

所属章节：第四章第二节

难度：二级

30． e elim
e e

x x

x xx

−

−→+∞

+
−

；

解答：
2

2

1lim lim 1
1

x x x

x x xx x

e e e
e e e

− −

− −→+∞ →+∞

+ +
= =

− −

所属章节：第四章第二节

难度：一级

31．
0

ln tan 7lim
ln tan 2x

x
x+→
；

解答：
2

20 0

ln tan 7 cot 7 sec 7 7lim lim 1
ln tan 2 cot 2 sec 2 2x x

x x x
x x x+ +→ →

⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅

所属章节：第四章第二节

难度：一级

32．
2 lnlim

lnx

x x
x x→+∞

+
；
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解答：因为 2

2

1
ln ln 1lim lim lim 01 1ln 2 2

x x x

x x x x
x x x

x x
→+∞ →+∞ →+∞

+
= = =

+ + −
，且函数非负，

所以
2 lnlim

lnx

x x
x x→+∞

+
= +∞ 。也可直接用洛比达法则计算极限。

所属章节：第四章第二节

难度：一级

33． 2
1

2

0
lim e x
x

x
→

；

解答：
2

2 2

1
1 1

2

0 0 0

2

elim e lim lime1
x

x x
x x x

x

x
→ → →

= = = +∞

所属章节：第四章第二节

难度：一级

34．
1

lim (e 1)x
x

x
→∞

− ；

解答：

1
1 e 1lim (e 1) lim 11

x
x

x x
x

x
→∞ →∞

−
− = =

所属章节：第四章第二节

难度：一级

35． 2

0
lim e ln ( 0)n x

x
x x n

+

−

→
> ；

解答：
2

2 2
20 0 0 0 0

ln 2ln 2lim e ln lim ln lim lim lim 0n x n
n n nx x x x x

x xx x x x
x nx n x+ + + + +

−
− − −→ → → → →

= = = = =
−

所属章节：第四章第二节

难度：二级

36．
1

lim ln ln(1 )
x

x x
−→

− ；

解答：
2 2

1 1 1 1 1
2

1
ln(1 ) ln ln 2ln1lim ln ln(1 ) lim lim lim lim 01 1 1 1

ln ln
x x x x x

x x x x xxx x
x

x x x
− − − − −→ → → → →

−
− +−− = = = = =

− − −
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所属章节：第四章第二节

难度：二级

37．
0

1 1lim( )
e 1xx x→

−
−

；

解答： 20 0 0 0

1 1 1 1 1 1lim( ) lim lim lim
e 1 ( 1) 2 2

x x x

x xx x x x

e x e x e
x x e x x→ → → →

− − − − −
− = = = =

− −

所属章节：第四章第二节

难度：二级

38．
1

1lim( )
1 lnx

x
x x→
−

−
；【此题有误，应为

1

1lim( )
1 lnx

x
x x→
+

−
，以下按此计算】

解答：
1 1 1 1

1 ln 1 ln lnlim( ) lim lim lim11 ln (1 ) ln ln 1ln (1 )
x x x x

x x x x x x x
x x x x x x xx x

x
→ → → →

+ −
+ = = =

− − − + −− + − ⋅

1

ln 1 1lim
ln 2 2x

x
x→

+
= = −

− −

所属章节：第四章第二节

难度：二级

39．
0

sinlim
e e 2x xx

x x
x−→

−
− −

；

解答：
0 0 0 0

sin 1 cos sin cos 1lim lim lim lim
e e 2 e e 2 e e e e 2x x x x x x x xx x x x

x x x x x
x− − − −→ → → →

− −
= = = =

− − + − − +

所属章节：第四章第二节

难度：一级

40． 2
20

1lim( cot )
x

x
x+→

− ；

解答：
2 2 2

2
2 2 2 30 0 0

1 sin cos (sin cos )(sin cos )lim( cot ) lim lim
sinx x x

x x x x x x x x xx
x x x x x+ + +→ → →

− − +
− = =

⋅

30 0

sin cos sin cos 1 2lim lim 2
3 3x x

x x x x x x
x x+ +→ →

− +
= ⋅ = × =

所属章节：第四章第二节

难度：二级

41． 1lim ( )
1

x

x

x
x→+∞

+
−

；
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解答：因为
2

2

2

1 1
1 ln( 1) ln( 1) 21 1lim ln lim lim lim 21 11 1x x x x

x x x xx xx
x x

x x
→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

−+ + − − + −= = = =
− −−

所以 21lim ( )
1

x

x

x e
x→+∞

+
=

−

所属章节：第四章第二节

难度：一级

42．
2

1
ln(1 )

0
lim(cos ) x

x
x +

→
；

解答：因为 20 0

2

ln cos tan 1lim lim 2ln(1 ) 2
1

x x

x x
xx
x

→ →

−
= = −

+
+

所以
2

1 1
ln(1 ) 2

0
lim(cos ) x

x
x e

−+

→
=

所属章节：第四章第二节

难度：二级

43． tan 2

4

lim(tan ) x

x
x

→
π

；

解答：因为
2

2

4 4 4

ln tan cot seclim(tan 2 ln tan ) lim lim 1
cot 2 2csc 2x x x

x x xx x
x x→ → →

⋅
⋅ = = = −

−π π π

所以 tan 2 1

4

1lim(tan ) x

x
x e

e
−

→
= =

π

所属章节：第四章第二节

难度：二级

44．
2

1

0

sinlim( )ϕ
ϕ

ϕ
ϕ→

；

解答：因为 2 2 30 0 0 0

cos 1
1 sin lnsin ln cos sinsinlim ln lim lim lim

2 2ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ→ → → →

−
− −

⋅ = = =

20

sin 1lim
6 6ϕ

ϕ ϕ
ϕ→

−
= = −
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所以
2

1 1
6

0

sinlim( ) eϕ

ϕ

ϕ
ϕ

−

→
=

所属章节：第四章第二节

难度：二级

45． sin

0
lim x

x
x

+→
；

解答：因为
2

20 0 0 0

1
ln sinlim sin ln lim lim lim 0
csc cscx x x x

x xxx x
x x x+ + + +→ → → →

⋅ = = = − =
−

所以 sin 0

0
lim 1x

x
x e

+→
= =

所属章节：第四章第二节

难度：二级

46．
1

ln(e 1)

0
lim

x

x
x

+

−

→
；

解答：因为
0 0 0

1
ln 1lim lim lim 1

ln( 1)
1

x

xx xx x x

x

x ex
ee xe
e

+ + +→ → →

−
= = =

−
−

所以

1
1ln(e 1)

0
lim

x

x
x e e

+

−

→
= =

所属章节：第四章第二节

难度：二级

47． sin

0
lim(cot ) x

x
x

+→
；

解答：因为

2

0 0 0

1 ( csc )ln cot cotlim sin ln cot lim lim 0
csc csc cotx x x

xx xx x
x x x+ + +→ → →

⋅ −
= = =

−

所以 sin 0

0
lim(cot ) 1x

x
x e

+→
= =

所属章节：第四章第二节

难度：二级

48． sinlim
cosx

x x
x x→∞

−
+

；
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解答：

sin1sin 1 0lim lim 1coscos 1 01
x x

x
x x x

xx x
x

→∞ →∞

−− −
= = =

+ ++

所属章节：第四章第二节

难度：一级

49．
2 1sin

lim
2 1x

x
x

x→∞ −
；

解答：

2 1 1sin sin 1 1lim lim 112 1 2 1 2 2x x

x xx x
x x

x
→∞ →∞

= ⋅ = × =
− −

所属章节：第四章第二节

难度：二级

50．讨论函数

1
1

1
2

(1 ) , 0,
e( )

e , 0

x
xx x

f x

x

⎧
⎡ ⎤⎪ +⎢ ⎥⎪ >⎪⎢ ⎥= ⎨⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎪

≤⎪⎩

在点 0x = 处的连续性。

【此题有误，应为

1
1

1
2

(1 ) , 0,
e( )

e , 0

x
xx x

f x

x
−

⎧
⎡ ⎤⎪ +⎢ ⎥⎪ >⎪⎢ ⎥= ⎨⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎪

≤⎪⎩

，以下按此计算】

解答：因为
1 1
2 2

0 0
lim ( ) lim
x x

f x e e
− −

− −

→ →
= = ，

1
1

1
2

20 0 0

(1 ) ln(1 ) 1lim ( ) lim exp(lim ) exp( )
2

x
x

x x x

x x xf x e
e x− − −

−

→ → →

⎡ ⎤
+ + −⎢ ⎥= = = − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
所以该函数在点 0x = 处连续。

所属章节：第四章第二节

难度：三级

51．设 ( )f x 在点 a的邻域内二阶可导，求 20

( ) ( ) 2 ( )lim
h

f a h f a h f a
h→

+ + − −
。

解答：对所求极限先用洛比达法则，再用点 a处的二阶导数定义，即得
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20 0

( ) ( ) 2 ( ) '( ) '( )lim lim "( )
2h h

f a h f a h f a f a h f a h f a
h h→ →

+ + − − + − −
= =

注意：由于二阶导数未必连续，不能用接连两次使用洛比达法则。

所属章节：第四章第二节

难度：三级

52．若 (0) 0, ( )f f x′= 在点 0x = 的邻域内连续，且 (0) 0f ′ ≠ ，试证： ( )

0
lim 1f x

x
x

+→
= 。

解答：因为对函数 ( )f x ， (0) 0, ( )f f x′= 在点 0x = 的邻域内连续，且 (0) 0f ′ ≠ ，所以

( ) (0) (0) ( ) '(0) ( )f x f f x x f x xο ο′= + + = +

而
0 0

lim ln 0, lim ( ) ln 0
x x

x x x xο
+ +→ →

= = ，故
0

lim ( ) ln 0
x

f x x
+→

= ，所以

( )

0 0
lim exp(lim ( ) ln ) exp(0) 1f x

x x
x f x x

+ +→ →
= = =

所属章节：第四章第二节

难度：三级

53．将多项式 3 2( ) 2 3 4f x x x x= − + − 按 ( 2)x + 的乘幂展开。

解答：对函数 3 2( ) 2 3 4f x x x x= − + − ，由于

2 (4) (5)'( ) 3 4 3, "( ) 6 4, '"( ) 6, ( ) ( ) 0f x x x f x x f x f x f x= − + = − = = = =⋯

所以 (4) (5)( 2) 26, '( 2) 23, "( 2) 16, '"( 2) 6, ( 2) ( 2) 0f f f f f f− = − − = − = − − = − = − = =⋯ ，

于是所求展开式为

2 3( ) 26 23( 2) 8( 2) ( 2)f x x x x= − + + − + + + 。

所属章节：第四章第三节

难度：一级

54．求函数 ( )f x x= 在点 0 4x = 处带有拉格朗日余项的 3 阶泰勒公式。

解答：对函数 ( )f x x= ，有
1 3 5 7

(4)2 2 2 21 1 3 15'( ) , "( ) , '"( ) , ( )
2 4 8 16

f x x f x x f x x f x x
− − − −

= = − = = − ，

故有 (4)
7
2

1 1 3 15(4) 2, '(4) , "(4) , '"(4) , (4 ( 4))
4 32 256 16(4 ( 4))

f f f f f x
x

θ
θ

= = = − = + − = −
+ −

，

所以所求 3 阶泰勒公式为
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[ ]

4
2 3

7
2

1 1 1 15( 4)2 ( 4) ( 4) ( 4) , (0 1)
4 64 512 4! 16 4 ( 4)

xx x x x
x

θ
θ

−
= + − − − + − − < <

⋅ + −
。

所属章节：第四章第三节

难度：二级

55．求函数
1( )f x
x

= 在点 0 1x = − 处带有拉格朗日余项的 n阶泰勒公式。

解答：对函数
1( )f x
x

= ，有 ( )
1

( 1) !( )
k

k
k

kf x
x +

−
= ，从而有

( ) ( 1) 1
2

( 1)!( 1) 1, '( 1) 1, "(4) 2, ( 1) !, ( 1 ( 1)) ( 1)
( 1 ( 1))

n n n
n

nf f f f n f x
x

θ
θ

+ +
+

+
− = − − = − = − − = − − + + = −

− + +

于是所求展式为
[ ]

1
2 1

2

1 ( 1)1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) , (0 1)
1 ( 1)

n
n n

n

xx x x
x x

θ
θ

+
+

+

+
= − − + − − − ⋅⋅⋅ − + + − < <

− + +

所属章节：第四章第三节

难度：二级

56．求函数 2( ) lnf x x x= 在点 0 1x = 处带有拉格朗日余项的 n阶泰勒公式。

解答：对函数 2( ) lnf x x x= ，有

3
( )

2

2 ( 1) ( 3)!'( ) 2 ln , "( ) 2ln 3, '"( ) , ( )
k

k
k

kf x x x x f x x f x f x
x x

−

−

− −
= + = + = =

( ) 1(1) 0, '(1) 1, "(1) 3, '"(1) 2, (1) ( 1) 2 ( 3)!n nf f f f f n−= = = = = − ⋅ ⋅ −

( 1)
1

2( 2)!(1 ( 1)) ( 1)
(1 ( 1))

n n
n

nf x
x

θ
θ

+
−

−
+ − = −

+ −

所以所求展式为

1
2 2 33 2 ( 1) 2 ( 3)!ln ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2! 3! !

n
nnx x x x x x

n

−− ⋅ ⋅ −
= − + − + − + ⋅⋅⋅ + −

[ ]
1

1

( 1) 2 ( 2)! ( 1)   (0 1)
( 1)! 1 ( 1)

n
n

n

n x
n x

θ
θ

+
−

− ⋅ ⋅ −
+ − < <

+ + −

所属章节：第四章第三节

难度：二级

57．求函数 ( ) arctanf x x= 带有拉格朗日余项的 n阶麦克劳林公式。



100

【此题中“n阶麦克劳林公式”是否为“2 阶麦克劳林公式”？，以下按此计算】

解答：对函数 ( ) arctanf x x= ，有

2

2 2 2 2 3

1 2 2(3 1)'( ) , "( ) , '"( )
1 (1 ) (1 )

x xf x f x f x
x x x

− −
= = =

+ + +
，

2

2 3

2(3( ) 1)(0) 0, '(0) 1, "(0) 0, '"( )
(1 ( ) )

xf f f f x
x

θ
θ

θ
−

= = = =
+

所以
2

3
32

1 3( ) 1arctan   (0 1)
3 1 ( )

xx x x
x

θ
θ

θ

−
= + ⋅ < <

⎡ ⎤+⎣ ⎦
。

所属章节：第四章第三节

难度：一级

58．求函数 ( ) exf x x= 带有皮亚诺余项的 n阶麦克劳林公式。

解答：对函数 ( ) exf x x= ，有

( )'( ) , "( ) 2 , '"( ) 3 , ( )x x x x x x n x xf x xe e f x xe e f x xe e f x xe ne= + = + = + = +

( )(0) 0, '(0) 1, "(0) 2, '"(0) 3, (0)nf f f f f n= = = = =

所以所求带有皮亚诺余项的 n阶麦克劳林公式为

3
2e ( )

2! ( 1)!

n
x nx xx x x o x

n
= + + + ⋅⋅⋅ + +

−
。

所属章节：第四章第三节

难度：一级

59．验证当
10
2

x< ≤ ，依近似公式
2 3

e 1
2 6

x x xx≈ + + + 计算 ex近似值时，所产生的误差小于 0.01，

应用这个结果求具有三位有效数字的 e 的近似值。

解答：对近似公式
2 3

e 1
2 6

x x xx≈ + + + ，舍去的余项为

4
3( )

24
eR x x
ξ

= ，故当
10
2

x< ≤ 时，有

1
2

4 4
3

1( ) ( ) 0.01
24 24 2
e eR x x
ξ

= ≤ < ，所产生的误差小于 0.01。

2 31 1 1 1 11 ( ) ( ) 1.645
2 2 2 6 2

e ≈ + + + ≈ 。
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所属章节：第四章第三节

难度：一级

60．求下列各数的值（精确到 0,001）：

（1） 3 30； （2） ln1.2 .

参考答案：（1） 30 3.107≈ 【此题参考答案有误】； （2） ln1.2 0.183≈

解答：（1）
1 1

3 3 3
2

1 1 1 1 1 2 130 (27 3) 3 (1 ) 3 (1 ) 3.107
9 3 9 2 3 3 9

= + = × + ≈ × + × − × × × ≈ ；

（2） 2 31 1 1ln1.2 ln1 0.2 0.2 0.2 0.183
1 2 3

≈ + × − × + × ≈ 。

所属章节：第四章第三节

难度：一级

61．应用泰勒公式求下列极限：

（1） 30

e sin (1 )lim
x

x

x x x
x→

− +
； （2）

2

2

40

cos elim

x

x

x
x

−

→

−
；

（3） 2 1lim ln(1
x

x x
x→∞

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦
.

解答：（1）利用
2 3

2 31 ( ),sin ( )
2 3!

x x xe x x x x xο ο= + + + = − + ，有

3
3sin (1 ) ( )

3
x xe x x x xο− + = +

所以 30

e sin (1 ) 1lim
3

x

x

x x x
x→

− +
= ；

（2）利用

2

2 4 4 2 4 42 1 1 1 11 ( ),cos 1 ( )
2 16 2 24

x

e x x x x x x xο ο
−

= − + + = − + + ，有

2

4 42 1cos ( )
12

x

x e x xο
−

− = − +

所以

2

2

40

cos e 1lim
12

x

x

x
x

−

→

−
= − ；

（3）令
1x
t

= ，利用 2 21ln(1 ) ( )
2

t t t tο+ = − + ，有
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2

2 2

1 1 1 ( )ln(1 )
2

tt
t t t

ο
− + = +

所以 2
20

1 1 1 1lim ln(1 ) lim ln(1 )
2x t

x x t
x t t→∞ →

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + = − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
。

所属章节：第四章第三节

难度：二级

62．设 ( )f x 在 ( , )a b 内二阶可导，且 ( ) 0f x′′ ≥ 。证明对于 ( , )a b 内任意两点 1 2x x、 及 0 1t≤ ≤ ，

有 [ ]1 2 1 2(1 ) (1 ) ( ) ( )f t x tx t f x tf x− + ≤ − + 。

解答：不妨设 1 2x x< ，记 0 1 2(1 )x t x tx= − + ，分别在 1 0 0 2[ , ],[ , ]x x x x 上应用拉格朗日中值定理，有

0 1 1 0 1 1 1 0( ) ( '( )( ),  ( , )f x f x f x x x xξ ξ− = − ∈)

2 0 2 2 0 2 0 2( ) ( '( )( ),  ( , )f x f x f x x x xξ ξ− = − ∈)

上面第二式乘以 t减去第一式乘以1 t− ，注意到由于 ( ) 0f x′′ ≥ ， 1 2'( ) '( )f fξ ξ< ，可得

2 0 0 1 2 1 2 0( ) ( (1 ) ( ) (1 ) ( ) [ '( ) '( )] (1 )( ) 0tf x tf x t f x t f x f f t t x xξ ξ− − − + − = − − − ≥)

即 [ ]1 2 1 2(1 ) (1 ) ( ) ( )f t x tx t f x tf x− + ≤ − + 。

所属章节：第四章第三节

难度：三级

63．判定函数 ( ) arctanf x x x= − 的单调性。

解答：对于函数 ( ) arctanf x x x= − ，由于

2

2 2

1'( ) 1 0
1 1

xf x
x x

= − = − ≤
+ +

所以函数 ( ) ( , )f x −∞ +∞在 上是单调减的。

所属章节：第四章第四节

难度：一级

64．证明函数 2( ) 2f x x x= − 在区间 (0,1)内严格单调增，而在区间 (1, 2)严格单调减。

解答：对于函数 2( ) 2f x x x= − ，定义域[0,2]，由于
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2

1'( )
2

xf x
x x
−

=
−

所以当 (0,1)x∈ 时， '( ) 0f x > ；当 (1,2)x∈ 时， '( ) 0f x < ；

于是函数 2( ) 2f x x x= − 在区间 (0,1)内严格单调增，而在区间 (1, 2)严格单调减。

所属章节：第四章第四节

难度：一级

65．确定下列函数的单调区间：

（1） 3 23 9 14y x x x= − − + ； （2） 3 2

10
4 9 6

y
x x x

=
− +

；

（3） 2ln( 1 )y x x= + + ； （4） 3( 1)( 1)y x x= − + ；

（5） 22 lny x x= − ； （6） 2sin (0 2y x x x= − ≤ ≤ π)；

（7） e ( 0, 0)n xy x n x−= > ≥ ； （8） 23 (2 )( ) ( 0)y x a a x a= − − > .

解 答 ：（ 1 ） 对 函 数 3 23 9 14y x x x= − − + ， 由 于 其 定 义 域 为 x R∈ ， 导 函 数

2' 3 6 9 3( 1)( 3)y x x x x= − − = + − ，易知当 1x < − 或 3x > 时， ' 0y > ；当 1 3x− < < 时， ' 0y < ；所

以单调增区间： ( ) ( ), 1 , 3,−∞ − +∞ ，单调减区间： ( )1,3− ；

（2）对函数 3 2

10
4 9 6

y
x x x

=
− +

，由于其定义域为 0x ≠ ，导函数 3 2 2

60(2 1)( 1)'
(4 9 6 )

x xy
x x x

− −
= −

− +
，

易知当
1 1
2

x< < 时， ' 0y > ；当 0x < 或
10
2

x< < 或 1x > 时， ' 0y < ；所以单调增区间：
1 ,1
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

单调减区间： ( ) ( )1,0 , 0, , 1,
2

⎛ ⎞−∞ +∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

；

（3）对函数 2ln( 1 )y x x= + + ，由于其定义域为 x R∈ ，导函数 2' 1 0y x= + > ，所以单

调增区间： ( )−∞ +∞ ；

（4）对函数 3( 1)( 1)y x x= − + ，由于其定义域为 x R∈ ，导函数 21' 4( )( 1)
2

y x x= − + ，易知

当
1
2

x > 时， ' 0y > ；当
1
2

x < 时， ' 0y < ；所以单调减区间：
1,
2

⎛ ⎞−∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

，单调增区间：
1 ,
2

⎛ ⎞+∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

；
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（5）对函数 22 lny x x= − ，由于其定义域为 0x > ，导函数
1 (2 1)(2 1)' 4 x xy x
x x

+ −
= − = ，

易知当
1
2

x > 时， ' 0y > ；当
10
2

x< < 时， ' 0y < ；所以单调减区间：
10,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，单调增区间：
1 ,
2

⎛ ⎞+∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

；

（ 6 ）对函数 2sin (0 2y x x x= − ≤ ≤ π)，由于其定义域为 0 2x π≤ ≤ ，导函数

' 1 2cosy x= − ，易知当
5

3 3
xπ π

< < 时， ' 0y > ；当 0
3

x π
< < 或

5 2
3

xπ π< < 时， ' 0y < ；所以单

调减区间：
50, , , 2

3 3
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π
π π ，单调增区间：

5,
3 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
π

π ；

（7）对函数 e ( 0, 0)n xy x n x−= > ≥ ，由于其定义域为 0x ≥ ，导函数 1' ( )n xy x e x n− −= − − ，

易知当 0 x n< < 时， ' 0y > ；当 x n> 时， ' 0y < ；所以单调增区间： ( )0,n ，单调减区间： ( ),n +∞ ；

（ 8 ） 对 函 数 23 (2 )( ) ( 0)y x a a x a= − − > ， 由 于 其 定 义 域 为 x R∈ ， 导 函 数

2
3' 2

(2 )( )

x a
y y

x a x a

−
=

− −
，易知当

2
3

x a< 或 x a> 时， ' 0y > ；当
2
3
a x a< < 时， ' 0y < ；所以单调

增区间： ( )2, , ,
3
a a⎛ ⎞−∞ +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
，单调减区间：

2 ,
3
a a⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

。

所属章节：第四章第四节

难度：一级

66．证明下列不等式：

（1）当 0x ≠ 时， e 1x x> + ；

（2）当 1x > 时，
12 3x
x

> − ；

（3）当 0x > 时， ln(1 )x x> + ；

（4）当 0
2

x< <
π

时， sin tan 2x x x+ > ；

（5）当 0x ≥ 时，
arctan1

1
xx

x
+ ≥

+
.

解答：（1）令 ( ) 1xf x e x= − − ，则 '( ) 1xf x e= − ，

当 0x > 时 '( ) 0f x > ，函数 ( )f x 严格单调增，
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所以当 0x > 时， ( ) (0) 0f x f> = ，

当 0x < 时 '( ) 0f x < ，函数 ( )f x 严格单调减，

故当 0x < 时， ( ) (0) 0f x f> = ，

仅当 0x = 时 ( ) 0f x = ，

于是当 0x ≠ 时， ( ) 0f x > ，即 e 1x x> + ；

（2）令
1( ) 2 3f x x
x

= − + ，则

3
2

2 2

1 1 1'( ) xf x
x xx

−
= − = ，

当 1x > 时 '( ) 0f x > ，故函数 ( )f x 严格单调增，

而当 1x = 时 ( ) 0f x = ，

所以当 1x > 时， ( ) (1) 0f x f> = ，即
12 3x
x

> − ；

（3）令 ( ) ln(1 )f x x x= − + ，则
1'( ) 1

1 1
xf x

x x
= − =

+ +
，

当 0x > 时 '( ) 0f x > ，函数 ( )f x 严格单调增，

所以当 0x > 时， ( ) (0) 0f x f> = ，即 ln(1 )x x> + ；

（4）令 ( ) sin tan 2f x x x x= + − ，0
2

x< <
π

，则

2 1'( ) cos sec 2 cos 2 0
cos

f x x x x
x

= + − ≥ + − > ，

所以当 0
2

x< <
π

时，函数 ( )f x 严格单调增，

故 ( ) (0) 0f x f> = ，即 sin tan 2x x x+ > ；

（5）令 2( ) (1 ) arctanf x x x= + − ， 0x ≥ ，则

2

1'( ) 2(1 ) 0
1

f x x
x

= + − >
+

，

于是函数 ( )f x 严格单调增，

所以当 0x ≥ 时， ( ) (0) 0f x f≥ = ，即
arctan1

1
xx

x
+ ≥

+
。

所属章节：第四章第四节

难度：二级
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67．设函数

ln ,   0, 1,
1

( ) 0,           0,
1,         1,

x x x x
x

f x x
x

⎧ > ≠⎪ −⎪
= =⎨
⎪− =⎪
⎩

试证： ( )f x 在定义域内连续，在 (0,1) 内单调减，

1(1)
2

f ′ = − 。

解答：对函数 ( )f x ，定义域[0, )+∞ ，由于 ( )f x 在定义域内 0, 1x x≠ ≠ 处显然连续，且

0 0 0

lnlim ( ) lim lim ln 0 (0)
1x x x

x xf x x x f
x+ + +→ → →

= = = =
−

，

1 1 1

ln lnlim ( ) lim lim 1 (1)
1 1x x x

x x xf x f
x x→ → →

= = = − =
− −

，

所以 ( )f x 在定义域内处处连续。

又当 0 1x< < 时，由于 2

ln 1'( ) 0
(1 )
x xf x
x
+ −

= <
−

（可先利用函数单调性证明当 0 1x< < 时，

( ) ln 1 0g x x x= + − < ），所以函数 ( )f x 在 (0,1)内单调减。

0 0

(1 ) ln(1 ) 1(1 ) (1) 1(1) lim lim
2x x

x x
f x f xf

x x∆ → ∆ →

+ ∆ + ∆
++ ∆ − −∆′ = = = −

∆ ∆
。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

68 ． 设 函 数 ( )f x 在 [ ]0,+∞ 上 连 续 ， 且 有 (0) 0f = 及 ( )f x′ 单 调 增 ， 证 明 ： 在

( )(0, ) ( ) f xx
x

ϕ+∞ =上函数 是单调增的。

【注意：题中区间 [ ]0,+∞ 应为 [0, )+∞ 】

解答：当 (0, )x∈ +∞ 时，对函数 ( )f x 在 [ ]0, x 上应用拉格朗日中值定理，有 ( ) (0) '( )f x f f xξ− = ，

其中 0 xξ< < ，由于 ( )f x′ 单调增，又有 '( ) '( )f x f ξ> ，故

2 2 2

'( ) ( ) '( ) [ ( ) (0)] '( ) '( ) '( ) '( )'( ) 0f x x f x f x x f x f f x x f x f x fx
x x x x

ξ ξϕ − − − − −
= = = = >

所以在
( )(0, ) ( ) f xx
x

ϕ+∞ =上函数 是单调增的。

所属章节：第四章第四节

难度：三级
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69．求下列函数的极值：

（1） 3 23 9 14y x x x= − − + ； （2） 2 2( ) ( 0)y x a x a= − > ；

（3）
2ln xy
x

= ； （4）
2

1 3

4 5

xy
x

+
=

+
；

（5） 2 2 23 ( ) ( 0)y x a a= − > ； （6） e sinxy x= .

解答：（1）对函数 3 23 9 14y x x x= − − + ，处处可导且 2' 3 6 9 3( 1)( 3)y x x x x= − − = + − ，驻点为

1, 3x x= − = ，当 1x < − 或 3x > 时， ' 0y > ；当 1 3x− < < 时， ' 0y < ，所以极大值 ( 1) 17y − = ，

极小值 (3) 47y = − ；

（ 2 ） 对 函 数 2 2( ) ( 0)y x a x a= − > ， 处 处 可 导 且

2 2' 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )( 2 )y x a x x a x x a x a x= − − − = − − ，驻点为 0, ,
2
ax x a x= = = ，当 0

2
ax< < 或 x a> 时，

' 0y > ；当 0x < 或
2
a x a< < 时， ' 0y < ，所以极大值

4

( )
2 16
a ay = ，极小值 (0) 0, ( ) 0y y a= = ；

（3）对函数
2ln xy
x

= ，当 0x > 时有意义且 2

ln (2 ln )' x xy
x
−

= ，驻点为 21,x x e= = ，当

21 x e< < 时， ' 0y > ；当 1x < 或 2x e> 时， ' 0y < ，所以极大值 2
2

4(e )
e

y = ，极小值 (1) 0y = ；

（4）对函数
2

1 3

4 5

xy
x

+
=

+
，处处可导且 32 2

125( )
5'

(4 5 )

x
y

x

− −
=

+
，驻点为

12
5

x = ，当
12
5

x < 时，

' 0y > ；当
12
5

x > 时， ' 0y < ，所以极大值
12 1( ) 205
5 10

y = ；

（5）对函数 2 2 23 ( ) ( 0)y x a a= − > ，处处有定义，除 x a= ± 外可导且 12 2 3

4
3'

( )

x
y

x a
=

−
，

驻点为 0x = ，不可导点 x a= ± ，当或 0a x− < < 或 x a> 时， ' 0y > ；当 x a< − 或 0 x a< < 时，

' 0y < ，所以极大值
4
3(0)y a= ，极小值 ( ) 0y a± = ；

（ 6 ） 对 函 数 e sinxy x= ， 处 处 可 导 且 ' (sin cos )xy e x x= + ， 驻 点 为

3 72 , 2
4 4

x k x kπ π π π= + = + ，当
32 2
4

k x kπ π π< < + 或
72 2 2
4

k x kπ π π π+ < < + 时， ' 0y > ；当
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3 72 2
4 4

k x kπ π π π+ < < + 时 ， ' 0y < ， 所 以 极 大 值
3 2
43 2( 2 ) e

4 2
k

y k
+

+ =
π

ππ
π ， 极 小 值

7 2
27 2( 2 ) e

4 2
k

y k
+

+ = −
π

ππ
π 。

所属章节：第四章第四节

难度：（1111）（2222）一级，（3333）----（6666）二级

70．利用二阶导数求下列函数的极值：

（1） 21arctan ln(1 )
2

y x x= − + ； （2） 2

10
1 sin

y
x

=
+

；

（3） e xy x −= ； （4） 1cos cos 2
2

y x x= + ；

（5） 2

2
1
xy
x

=
+

.

解答：（1）对函数 21arctan ln(1 )
2

y x x= − + ，它处处可导，且

2 2 2

1 1'
1 1 1

x xy
x x x

−
= − =

+ + +
，

驻点 1x = ，此时，

2

1 12 2

2 1 1" 0
(1 ) 2x x
x xy

x= =

− −
= = − <

+
，

所以 1x = 为极大值点，极大值
1(1) ln 2
2

y = −
π

4
；

（2）对函数 2

10
1 sin

y
x

=
+

，它处处可导，且

2 2

10sin 2'
(1 sin )

xy
x

= −
+

，

驻点 ,
2

x k x k ππ π= = + ，此时，由于

2 2

2 2

cos 2 cos 2 sin sin 2" 20
(1 sin )

x x x xy
x

+ −
= − ×

+
，

所以 " 20 0x ky π= = − < ，
2

5" 0
2x k

y ππ= +
= > ，于是 x kπ= 为极大值点，极大值 ( ) 10y k =π ，

2
x k ππ= + 为极小值点，极小值 ( ) 5

2
y k + =

π
π ；

（3）对函数 e xy x −= ，它处处可导，且
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' (1 )xy e x−= − ，

驻点 1x = ，此时，

1 1
1" ( 2) 0x

x xy e x
e

−
= == − = − < ，

所以 1x = 为极大值点，极大值
1(1)
e

y = ；

（4）对函数
1cos cos 2
2

y x x= + ，它处处可导，且

1' sin sin 2 2sin (cos )
2

y x x x x= − − = − + ，

驻点
2 4, 2 , 2
3 3

x k x k x kπ π π π π= = + = + ，此时，

" cos 2cos 2y x x= − − ， 1" ( 1) 2 0k
x ky π

+
= = − − < ， 22

3

3" 0
2x k

y
π π= +

= > ， 42
3

3" 0
2x k

y
π π= +

= > ，

所以 x kπ= 为极大值点，极大值
1( ) ( 1)
2

ky k = − +π ，
2 42 , 2
3 3

x k x kπ π π π= + = + 为极小值点，

极小值
2 3 4 3( 2 ) , ( 2 )
3 4 3 4

y k y k+ = − + = −
π π

π π ；

（5）对函数 2

2
1
xy
x

=
+

，它处处可导，且

2

2 2

2(1 )'
(1 )

xy
x
−

=
+

，

驻点 1x = ± ，此时，

2

1 12 3

4 ( 3)" 1 0
(1 )x x
x xy

x= =

−
= = − <

+
，

2

1 12 3

4 ( 3)" 1 0
(1 )x x
x xy

x=− =−

−
= = >

+

所以 1x = 为极大值点，极大值 (1) 1y = ， 1x = − 为极小值点，极小值 ( 1) 1y − = − 。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

71．求下列函数在指定区间上的最大值和最小值：

（1） [ ]4 22 5, 2, 2y x x= − + − ；

（2） [ ]2 , 0, 4y x x= + ；

（3） [ ]1arctan , 0,1
1
xy
x

−
=

+
.

解答：（1）对函数 [ ]4 22 5, 2, 2y x x= − + − ，处处可导，且 3' 4 4 4 ( 1)( 1)y x x x x x= − = + − ，比较
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(0) 5, ( 1) 4, ( 2) 13y y y= ± = ± = ，得最大值 ( 2) 13y ± = ，最小值 ( 1) 4y ± = ；

（2）对函数 [ ]2 , 0, 4y x x= + ，由于
1' 1 0y
x

= + > ，函数单调增加，故最大值为 (4) 8y = ，

最小值为 (0) 0y = ；

（3）对函数 [ ]1arctan , 0,1
1
xy
x

−
=

+
， 2

1' 0
1

y
x

= − <
+

，函数单调减少，故最大值为 (0)
4

y =
π

，最

小值为 (1) 0y =

所属章节：第四章第四节

难度：一级

72．已知两正数 x和 y之和为 4，当 x，y为何值时 2 3x y 为最大。

解答：设 2 3( ) (4 )f x x x= − ，其中 0 4x< < ，令 2'( ) (4 ) (8 5 ) 0f x x x x= − − = ，

即得唯一驻点
8
5

x = ，根据题意，易知它为函数的最大值点，于是当
8
5

x = ，
12
5

y = 时
2 3x y 为

最大。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

73．试求内接于椭圆
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 而面积最大的矩形的边长。

解答：设矩形的平行与 x 轴的一边长的一半为 x ，则另一边长为 2 2by a x
a

= − ，面积

2 2( ) 4 bf x x a x
a

= ⋅ − ，其中 0 x a< < ，

令
2 2

2 2

4 ( 2 )'( ) 0b a xf x
a a x

−
= =

−
，

即得唯一驻点
2
ax = ，根据题意，易知它为函数的最大值点，于是当 ,

2 2
a bx y= = 时内接

矩形面积最大。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

74．从半径为 R的圆上截下中心角为α 的扇形卷成一圆锥，问当α 为何值时，所得圆锥的体

积最大？
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注意：本题圆的半径为 R，已加上。

解答：中心角为α 时，设圆锥的底圆半径为 r，高为 r，体积V ，则由 2 r Rπ α= ，得
2
Rr α
π

= ，

2 2
2 2 4

2
h R r Rπ α

π
−

= − = ，于是

3 2
2 2 2

2

1 4 ,0 2
3 24

RV r h α
π π α α π

π
= = − < <

令
3 2 3

2 2 2

8 3 0
24 4

dV R
d

π α α
α π π α

−
= ⋅ =

−
，在 0 2α π< < 内得到唯一解

2 6
3

α π= ，根据题意此时圆锥的

体积最大，为 32 3
27

V Rπ= 。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

75． A B C、 、 是不在一直线上的三点，且 ABC∠ =
π

3
，设一列火车由点 A开出，同时一辆汽

车由点 B开出。火车以 80km/h 的速度向点 B前进，而汽车以 50km/h 的速度向点 C前进，若

AB=2000km，问在什么时候汽车与火车之间的距离最短？

解答：设经过 t小时后，火车位于D点，汽车位于 E点，则 2000 80 ,  50BD t BE t= − = ，

汽车与火车的距离的平方为

2 2 2 2 2( ) 2 cos (2000 80 ) (50 ) 50 (2000 80 )f t DE BD BE BD BE ABC t t t t= = + − ⋅ ⋅ ∠ = − + − −

令 '( ) 25800 42000 0f t t= − = ，解得 16.3t = (h)，由题意此时 ( )f t 最小，即汽车与火车之间的

距离最短。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

76．质量为 P的物体位于粗糙水平面上，设用力把物体从原位置移动，若物体抹茶系数为 k，

问作用力 F对水平面的倾角α 为多少时，才能使所需之力为最小。

解答：由条件知 cos ( sin )F k P Fα α= − ，解得

cos sin
kPF
kα α

=
+

要使 F最小，只要 ( ) cos sinf kα α α= + 最大，令 '( ) sin cos 0f kα α α= − + = ，解得 arctan kα = ，

此时 2"( ) cos sin 1 0f k kα α α= − − = − + < ，由题意知当 arctan kα = 时，所需之力为最小。
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所属章节：第四章第四节

难度：二级

77．A、D分别是曲线 2e ex xy y −= =和 上的点，AB和 DC均垂直 x轴，且 : 2 :1, 1AB DC AB= < ，

问：点 B和点 C的横坐标为多少，才能使梯形 ABCD的面积最大。

注意：本题没有说明点 B C、 在 x轴，应加上，以下解答已按此进行。

解答：设点 B的横坐标为 x，则 xAB e= ，由 : 2 :1, 1AB DC AB= < ，可以推得点C的横坐

标为
1 1ln 2
2 2

x− ，于是梯形 ABCD的面积为

9 3ln 2( )
2 8 8

x xAB DCf x BC xe e+
= ⋅ = − ，

令
9 9 3ln 2'( ) 0
8 8 8

x x xf x e xe e= + − = ，解得
1 ln 2 1
3

x = − ，根据题意此时梯形面积最大，即所求点

B和点 C的横坐标分别为
1 ln 2 1
3Bx = − 和

1 1 ln 2
2 3Cx = + 。

所属章节：第四章第四节

难度：三级

78．已知某企业的总收入函数为 2 3( ) 26 2 4R x x x x= − − （万元），总成本函数为 2( ) 8C x x x= + （万

元），其中 x表示产品的产量（单位：百台），求：（1）利润函数；（2）边际收入函数；（3）

边际成本函数及企业获得最大利润时的产量和最大利润。

解答：（1）利润函数 2 3( ) ( ) ( ) 18 3 4L x R x C x x x x= − = − − ；

（2）边际收入函数 2( ) 26 4 12R x x x′ = − − ；

（3）边际成本函数 ( ) 8 2C x x′ = + ，

令 2'( ) 18 6 12 0L x x x= − − = ，有 1x = ，根据题意，即知 1( ) (1) 11x L= =百台时最大利润 （万元）

所属章节：第四章第四节

难度：一级

79．一商家销售某商品的价格满足关系 7 0.2p x= − （万元/吨），x为销售量（单位：吨），商

品的成本函数是 3 1C x= + （万元）。

（1）若每销售 1 吨商品，政府要征税 t（万元），求该商家获得最大利润的销售量；

（2）t为何值时，政府税收总额最大。

解答：（1）由题设利润函数为 2( ) (7 0.2 ) (3 1) (4 ) 0.2L x x x x tx t x x= − − + − = − − ，令

( ) (4 ) 0.4 0dL x t x
dx

= − − = ，
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解得
5 (4 )
2

x t= − ，根据题意此时商家获得最大利润，即所求销售量为
5 (4 )
2

x t= − ；

（2）税收总额为
5( ) (4 )
2

g t xt t t= = − ，令

( ) 10 5 0dg t t
dt

= − =

解得 2t = ，根据题意此时政府税收总额最大，即所求为 2t = 。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

80．若 1p > ，证明：对[ ]0,1 上每一个 x，有 1

1(1 )
2

p p
px x −+ − ≥ 。

解答：设函数 ( ) (1 )p pf x x x= + − ，则由 1 1'( ) (1 )p pf x px p x− −= − − ，函数在 [ ]0,1 上有唯一驻点

1
2

x = ，比较 1

1 1(0) 1, (1) 1, ( )
2 2pf f f −= = = ，即知函数 [ ]( ) (1 ) 0,1p pf x x x= + − 在 上的最小值为

1

1 1( )
2 2pf −= ，所以对 [ ]0,1 上每一个 x，有 1

1(1 )
2

p p
px x −+ − ≥ 。

所属章节：第四章第四节

难度：二级

81．证明方程 ( 1) e lnxa bx a b a= > >当 时有两个实根；当0 e lnb a< < 时没有实根；当 0b < 时

有唯一实根。

解答：设函数 ( ) xf x a bx= − ，则 '( ) lnxf x a a b= − ，

当 0b < 时，由于 '( ) 0f x > ，函数的零点最多一个，而 ( ) 0, ( ) 0f f−∞ < +∞ > ，故由连续函

数的零点存在定理，至少有一个零点，所以此时零点唯一，即原方程有唯一实根；

当 0 e lnb a< < 时，令 '( ) 0f x = ，解得 log
lna
bx
a

= 为函数的最小值点，最小值

( ) (1 ln )
ln ln
b bf x
a a

= − 大于零，则曲线 ( ) xy f x a bx= = − 与 x轴不相交，即原方程没有实根；

当 e lnb a> 时，由上知最小值 ( ) (1 ln )
ln ln
b bf x
a a

= − 小于零，曲线 ( ) xy f x a bx= = − 与 x

轴有两个交点，即原方程有两个实根。

所属章节：第四章第四节

难度：三级

82．判定下列曲线的凹凸性：

（1） 24y x x= − ； （2） 1y x
x

= + ；

（3） arctany x x= ； （4） 2ln( 1)y x= − .
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解答：（1）对曲线 24y x x= − ，由于 ' 4 2 ,  " 2 0y x y= − = − < ，故凸区间： ( , )−∞ +∞ ；

（2）对曲线
1y x
x

= + ，由于 0x ≠ ， 2 3

1 2' 1 ,  "y y
x x

= − = ，当 0x > 时 " 0y > ，当 0x < 时 " 0y < ，

所以凹区间： ( )0,+∞ ，凸区间： ( ),0−∞ ；

（3）对曲线 arctany x x= ，由于 2 2 2

2' arctan ,  " 0
1 (1 )
xy x y
x x

= + = >
+ +

，所以凹区间： ( ),−∞ +∞ ；

（4）对曲线 2ln( 1)y x= − ，由于
2

2 2 2

2 2 2' ,  " 0
1 ( 1)
x xy y

x x
+

= = − <
− −

，所以凸区间： ( ),−∞ +∞ 。

所属章节：第四章第五节

难度：二级

83．求下列曲线的凹凸区间及拐点：

（1） 4 3 212 48 50y x x x= − + − ； （2）
3

2 2    ( 0)
3
xy a

x a
= >

+
；

（3） 2ln(1 )y x= + ； （4） 2 3y a x b= − − ；

（5） e xy x −= .

解答：（1）对曲线 4 3 212 48 50y x x x= − + − ，由于

3 2 2' 4 36 96 ,  " 12 72 96 12( 2)( 4)y x x x y x x x x= − + = − + = − −

当 4x > 或 2x < 时 " 0y > ，当 2 4x< < 时 " 0y < ，

所以凸区间： ( )2, 4 ，凹区间： ( ) ( ), 2 , 4,−∞ +∞ ，拐点 ( ) ( )2,62 , 4, 206 ；

（2）对曲线
3

2 2    ( 0)
3
xy a

x a
= >

+
，由于

4 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 3

9 6 ( 9 )' ,  "
( 3 ) ( 3 )
x a x a x x ay y
x a x a
+ −

= = −
+ +

当 0 3x a< < 或 3x a< − 时 " 0y > ，当 3x a> 或 3 0a x− < < 时 " 0y < ，

所以凸区间： ( ) ( )3 ,0 , 3 ,a a− +∞ ，凹区间： ( ), 3 , (0,3 )a a−∞ − ，拐点：
9 93 , , (0,0), (3 , )
4 4
a aa a⎛ ⎞− −⎜ ⎟

⎝ ⎠
；

（3）对曲线 2ln(1 )y x= + ，由于
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2

2 2 2

2 2(1 )' ,   "
1 (1 )
x xy y
x x

−
= =

+ +

当 1 1x− < < 时 " 0y > ，当 1x < − 或 1x > 时 " 0y < ，

所以凸区间： ( , 1), (1, )−∞ − +∞ ，凹区间： ( 1,1)− ，拐点： ( 1, ln 2), (1, ln 2)− ；

（4）对曲线 2 3y a x b= − − ，由于 x b≠ 时有

3

223

1 2' ,   "
9( )3 ( )

x by y
x bx b

−
= − =

−⋅ −

当 x b> 时 " 0y > ，当 x b< 时 " 0y < ，

所以凸区间： ( , )b−∞ ，凹区间： ( , )b +∞ ，拐点： 2( , )b a ；

（5）对曲线 e xy x −= ，由于

' ,  " 2x x x xy e xe y e xe− − − −= − = − +

当 2x > 时 " 0y > ，当 2x < 时 " 0y < ，

所以凸区间： ( , 2)−∞ ，凹区间： (2, )+∞ ，拐点： 2(2, 2e )− 。

所属章节：第四章第五节

难度：二级

84．求下列曲线的拐点：

（1）
2

3

,

3 ;

x t
y t t

⎧ =⎪
⎨

= +⎪⎩
（2）

tan ,
sin cos .

x t
y t t
=⎧

⎨ =⎩

参考答案：（1） (1, 4), (1, 4), (0,0)− ； （2） 3 3(0,0), ( 3, ), ( 3, )
4 4

− −

解答：（1）当 0t ≠ 时，
2 2 2

2 3

3 3 3( 1),   
2 4

dy t d y t
dx t dx t

+ −
= = ，分析对应 0, 1, 1t t t= = − = 的曲线上的点

两侧二阶导数符号，即知拐点为 (1, 4), (1, 4), (0,0)− ；

（2）
2

2 2
2cos 2 cos ,   sin 2 (2cos 2 1)cosdy d yt t t t t

dx dx
= ⋅ = − + ，拐点为

3 3(0,0), ( 3, ), ( 3, )
4 4

− − 。

所属章节：第四章第五节

难度：二级
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85．问 a与 b为何值时，点 (1,3)是曲线 3 2y ax bx= + 的拐点。

参考答案：
3 9,
2 2

a b= − =

解答：由条件 1 13, " 0x xy y= == = ，即

3
 

6 2 0
a b
a b
+ =⎧

⎨ + =⎩
，

解得
3 9,
2 2

a b= − = 。

所属章节：第四章第五节

难度：二级

86．试确定 a、b、c，使三次曲线 3 2 1 2y ax bx cx= + + 有一拐点（， ），且在该点切线斜率为 1− 。

参考答案： 3, 9, 8a b c= = − =

解答：由条件 1 1 12,  ' 1,  " 0x x xy y y= = == = − = ，即

2
3 2 1 

6 2 0

a b c
a b c
a b

+ + =⎧
⎪ + + = −⎨
⎪ + =⎩

，解得 3, 9, 8a b c= = − =

所属章节：第四章第五节

难度：二级

87．试证明曲线 2

1
1

xy
x
−

=
+

有三个拐点且位于一条直线上。

解答：求导得
2 2

2 2 2 3

2 1 2( 1)( 4 1)' ,   "
(1 ) (1 )
x x x x xy y

x x
− + + + − +

= =
+ +

，令 " 0y = ，得 1, 3 2x x= − = ± + ，由

于当 1x < − 时， " 0y < ，当 1 3 2x− < < − + 时， " 0y > ，当 3 2 3 2x− + < < + 时， " 0y < ，当

3 2x > + 时， " 0y > ，故曲线有三个拐点，分别是
3 1 3 1( 1, 1),( 3 2, ),( 3 2, )

8 4 3 8 4 3
− + +

− − − + +
− +

，

它们都在直线
11 ( 1)
4

y x+ = + 上。

所属章节：第四章第五节

难度：二级
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88．利用函数图形的凹凸性证明不等式：

（1） 2e e e   ( )
2

x yx y

x y
++

> ≠ ；

（2） ln ln ( ) ln ( 0, 0, )
2

x yx x y y x y x y x y+
+ > + > > ≠ .

解答：（1）设 ( ) xf x e= ，则由于 "( ) 0xf x e= > ，曲线 ( ) xf x e= 在 ( , )−∞ +∞ 上是凹的，从而对

任意的两个不相等的实数 ,x y， 2e e e   ( )
2

x yx y

x y
++

> ≠ ；

（2）设 ( ) lnf x x x= ，则由于
1"( )f x
x

= ，曲线 ( ) lnf x x x= 在 (0, )+∞ 上是凹的，从而对任意的

两个不相等的正实数 ,x y， ln ln ( ) ln ( 0, 0, )
2

x yx x y y x y x y x y+
+ > + > > ≠ 。

所属章节：第四章第五节

难度：二级

89．求下列曲线的渐近线：

（1）
2

( 2)( 3)
x xy

x x
+

=
− +

； （2）
1
2exy x= ；

（3） 1ln(e )y x
x

= + ； （4） 2 arctan
2
xy x= + .

参考答案：（1） 2, 3, 1x x y= = = ；(此题参考答案与题目不符) （2） 0,x y x= = ；

（3） 1 1,
e e

x y x= − = + ； （4） 2
2

y x= ±
π

解答：（1）由于
2 3

lim lim
x x

y y
→ →−

= = ∞， lim 1
x

y
→∞

= ，

所以渐近线为 2, 3, 1x x y= = − = ；

（2）由于
2

1

0 0
lim lim x
x x

y xe
→ →

= = ∞，

2
1

lim 1,lim( ) lim ( 1) 0x
x x x

y y x x e
x→∞ →∞ →∞
= − = − = ，

所以渐近线为 0,x y x= = ；

（3）由于
1 1

1lim lim ln( )
x x

e e

y x e
x→− →−

= + = ∞，
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1ln(1 ) 1lim 1,lim( ) lim 1x x x

y exy x
x e

x
→∞ →∞ →∞

+
= − = = ，

所以渐近线为
1 1,
e e

x y x= − = + ；

（4）由于 lim 2,lim( 2 ) limarctan
2 4x x x

y xy x
x

π
→∞ →∞ →∞

= − = = ± ，

所以渐近线为 2
2

y x= ±
π

所属章节：第四章第五节

难度：二级

90．全面讨论下列函数的形态，并描绘它们的图形：

（1） 4 21 ( 6 8 7)
5

y x x x= − + + ； （2）
2

2

2
(1 )
xy
x

=
−

；

（3） ln
2
xy x
x

= + ； （4）
1
xy x
x

=
+

.

解答：（1）定义域： ( , )−∞ +∞ ，

由 24' ( 1) ( 2)
5

y x x= + − ，可知单调减区间： ( , 2)−∞ − ，单调增区间： (2, )+∞ ，极小值：

17( 2)
5

y − = − ，

由
12" ( 1)( 1)
5

y x x= + − ，可知凹区间： ( , 1), (1, )−∞ − +∞ ，凸区间： ( 1,1)− ，拐点：
6( 1, )
5

− − ；

（2）定义域： ( ,1), (1, )−∞ +∞ ，

由于 3

4'
(1 )

xy
x

=
−

，故单调减区间： ( ,0), (1, )−∞ +∞ ，单调增区间： (0,1)，极小值： (0) 0y = ，

由于 4

4(2 1)"
(1 )
xy
x
+

=
−

，故凹区间：
1( ,1), (1, )
2

− +∞ ，凸区间：
1( , )
2

−∞ − ，拐点：
1 2( , )
2 9

− ，

又由于
1

lim ,lim 2
x x

y y
→ →∞

= ∞ = ，故有渐近线： 1, 2x y= = ；

（3）定义域： (0, )+∞ ，

由于 2

1 ln' 1 0
2

xy
x

−
= + > ，所以单调增区间： (0, )+∞ ，

由于 3

2ln 3"
2
xy
x
−

= ，所以凸区间：
3
2(0,e ) ，凹区间：

3
2( , )e +∞ ，拐点：

3 3 3
2 2 23(e ,e e )

4
−

+ ，
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又由于
lnlim 1, lim ( ) lim 0
2x x x

y xy x
x x→+∞ →+∞ →+∞
= − = = ，故有渐近线： y x= ；

（4）定义域： ( , 1), ( 1, )−∞ − − +∞ ，

由
2

2

( 2)             0
(1 )

'
( 2)      0, 1

(1 )

x x x
x

y
x x x x

x

+⎧ >⎪ +⎪= ⎨ +⎪− < ≠ −
⎪ +⎩

， 可 知 单 调 减 区 间 ： ( , 2)−∞ − ， 单 调 增 区 间 ：

( 2, 1), ( 1, )− − − +∞ ，极小值： ( 2) 4y − = ，

由
3

3

2             0
(1 )

'
2      0, 1

(1 )

x
x

y
x x

x

⎧ >⎪ +⎪= ⎨
⎪− < ≠ −
⎪ +⎩

，可知下凸区间： ( , 1), (0, )−∞ − +∞ ，上凸区间： ( 1,0)− ，拐

点： (0,0)，

又由于
1

lim
x

y
→−

= ∞， lim 1, lim ( ) 1
x x

y y x
x→+∞ →+∞
= − = − ， lim 1, lim[ ( )] 1

x x

y y x
x→−∞ →−∞
= − − − = ，故有渐近线：

1, 1, 1x y x y x= − = − = − + 。

所属章节：第四章第五节

难度：二级

91．试证方程 5 5 1 0 ( 1,0)x x+ + = −在区间 内有唯一的实根，并用切线法求这个根的近似值，使

误差不超过 0.01。
参考答案： 0.20 0.19x− < < −

解答：函数 5( ) 5 1f x x x= + + 在[ 1,0]− 上连续、可微， ( 1) 5 0, (0) 1 0f f− = − < = > ，由连续函数

的零点定理知方程 5 5 1 0 ( 1,0)x x+ + = −在区间 内至少有一个实根；

又因为 4'( ) 5 5 0f x x= + > ，故函数严格单调增加，方程 5 5 1 0 ( 1,0)x x+ + = −在区间 内至多

有一个实根；

于是方程 5 5 1 0 ( 1,0)x x+ + = −在区间 内有唯一的实根。

令 0 0x = ，则 0
1 0

0

( ) 0.2
'( )
f xx x
f x

= − = − ， 1
2 1

1

( ) 0.2
'( )
f xx x
f x

= − ≈ − ，所以这个根的近似值为 0.20− 。

所属章节：第四章第六节

难度：二级
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92．求方程 sin 2 0x x− = 的正实根（精确到两位小数）。

参考答案： 0.94 0.95x< <

解答：函数 ( ) sin 2f x x x= − 在 [ ,1]
4
π

上连续、可微， ( ) 1 0, (1) 1 sin 2 0
4 4

f fπ π
= − < = − > ，

由连续函数的零点定理知方程 sin 2 0x x− = 在 ( ,1)
4
π

内至少有一个实根，又因为在 [ ,1]
4
π

上

'( ) 1 2cos 2 0f x x= − > ，故函数在[ ,1]
4
π

上严格单调增加，方程 sin 2 0x x− = 在 ( ,1)
4
π

内至多有

一个实根，于是在 ( ,1)
4
π

内根唯一。

以下可用二分法或切线法进一步确定根的范围为 0.94 0.95x< < 。

所属章节：第四章第六节

难度：二级

93．求曲线 sin ( ,1)
2

y x=
π

在点 处的曲率半径。

参考答案： 1R =

解答： ' cos ,   " siny x y x= = − ，曲率 2 3 2
2

"
1

(1 ' ) x

y
K

y π
=

= =
+

，于是曲率半径为 1R = 。

所属章节：第四章第六节

难度：二级

94．求曲线 cosh (0,1)y x= 在点 处的曲率和曲率半径。

参考答案： 1, 1K R= =

解答： ' sinh ,   " coshy x y x= = ，曲率 02 3 2

"
1

(1 ' ) x

y
K

y == =
+

，于是曲率半径为 1R = 。

所属章节：第四章第六节

难度：二级

95．求曲线 3 3cos , siny a x y a x t= = 在 所对应点处的曲率。

（题目有误，曲线应为 3 3cos , sinx a t y a t= = ）

参考答案：
2 csc 2

3
K t

a
=

解答：曲率 2 2 3 2

'( ) "( ) "( ) '( ) 2 csc2
[ '( ) '( ) ] 3
t t t t

K t
t t a

ϕ ψ ϕ ψ
ϕ ψ

−
= =

+
。



121

所属章节：第四章第六节

难度：二级

96．对数曲线 lny x= 上哪一点曲率半径最小？求出该点的曲率半径。

参考答案：
1 1 3( , ln 2), 3

2 22
R− =

解答： 2

1 1' ,   "y y
x x

= = − ，曲率半径
2 3 2 2 3 2(1 ' ) (1 )

"
y xR
y x

+ +
= = ，

令
2 2

2

1 (2 1) 0dR x x
dx x

+ −
= = ，解得

1
2

x = 或
1
2

x = − （舍去），从而易知曲线上点

1 1( , ln 2)
22

− 处曲率半径最小，为
3 3
2

R = 。

所属章节：第四章第六节

难度：二级

97．应选用直径多大的圆铣刀，才能使加工后的工件近似于长半轴为 50 单位长，短半轴为

40 单位长的椭圆上短轴一端附近的一段弧。

参考答案： 125D = 单位长

解答：椭圆方程
2 2

2 2 1
50 40
x y

+ = ，求得所求点处
4' 0,   "

250
y y= = − ，曲率 2 3 2

" 4
(1 ' ) 250

y
K

y
= =

+
，

于是圆铣刀直径
22 125D R
K

= = = （单位长）。

所属章节：第四章第六节

难度：二级

98．一飞机沿抛物线路径
2

( m)
10000
xy y= 轴垂直向上，单位为 作俯冲飞行，在坐标原点处飞机

的速度 v=200m/s，飞行员体重 m=70kg，去飞机俯冲至最低点即原点处时座椅对飞行员的反

力）。

参考答案：约 1246N
解答：容易求得该处 5000R = ，

2 270 200 560( )
5000

mvF N
R

×
= = = ，

反力约 ' 560 70 9.8 1246( )F N= + × = 。



122

所属章节：第四章第六节

难度：二级

99．求曲线 lny x= 在与轴交点处的曲率圆方程。 （题目轴字前应有 x）

参考答案： 2 2( 3) ( 2) 8x y− + + =

解答：在交点处， 1, 0x y= = ，导数 1 1 1 12

1 1' 1,   " 1x x x xy y
x x= = = == = = − = − ，

曲率 2 3 2

" 1
(1 ' ) 2 2

y
K

y
= =

+
，曲率半径

1 2 2R
K

= = 。

曲率中心坐标为
2 2'(1 ' ) (1 '3, 2

" "
y y yx y

y y
α β

+ +
= − = = + = − ，

所以曲率圆方程 2 2( 3) ( 2) 8x y− + + = 。

所属章节：第四章第六节

难度：二级
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第五章 不定积分

1．他填空题：

（1） (      ) 3, 3d (      )x′ = =∫ ；

（2） 2 2(      ) 5 , 5 d (      )x x x′ = =∫ ；

（3） (      ) sin , sin d (      )x x x′ = =∫ ；

（4）设 [ ]2( ) cos ( )d (      )f x x f x x ′= =，则 .

解答：（1）3x C+ ； （2） 35
3
x C+ ； （3） cos x C− + ； （4） 2cos x

所属章节：第五章第一节

难度：一级

2．计算下列不定积分：

（1） 2
2

1 1( )dx x
x x

+ +∫ ； （2）
2

2 dx
x x∫ ；

（3） ( 1)( 1)dx x x x+ − +∫ ； （4） 2

1(1 )( ) dx x x
x

−∫ ；

（5）
2

2 2

1 2 d
(1 )

x x
x x
+
+∫ ； （6）

2

2

3 d
1
x x
x+∫ ；

（7） cos 2 d
cos sin

x x
x x+∫ ； （8）

21 cos d
1 cos 2

x x
x

+
+∫ ;

（9） 2 2

1 d
cos sin

x
x x∫ ； （10） 2tan dx x∫ ；

（11） 2 3 5 2 d
3

x x

x x⋅ − ⋅
∫ ； （12）

3e 1d
e 1

x

x x+
+∫ ；

（13）
2

4

1 d
1

x x
x

+

−
∫ ； （14） 2 2

1 d
(1 )

x
x x+∫ .

解答：（1）
1

2 2 2
2 2

1 1 1( )d d d dx x x x x x x
x xx

−
+ + = + +∫ ∫ ∫ ∫ 31 1 2

3
x x C

x
= − + + ；
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（2）
5
2

2

2 d 2 dx x x
x x

−
= =∫ ∫

3
24

3
x C
−

− + ；

（3）
3
2( 1)( 1)d ( 1)dx x x x x x+ − + = + =∫ ∫

5
22

5
x x C+ + ；

（4）
3 5
4 4

2

1(1 )( )d ( )dx x x x x x
x

−
− = − =∫ ∫

7 1
4 44 4

7
x x C

−
+ + ；

（5）
2

2 2 2 2

1 2 1 1d ( )d
(1 ) 1

x x x
x x x x
+

= + =
+ +∫ ∫

1 arctan x C
x

− + + ；

（6）
2

2 2

3 3d (3 )d
1 1
x x x
x x

= − =
+ +∫ ∫ 3 3arctanx x C− + ；

（7）
2 2cos 2 cos sind d (cos - sin )d

cos sin cos sin
x x xx x x x x

x x x x
−

= = =
+ +∫ ∫ ∫ sin cosx x C+ + ；

（8）
2 2

2
2

1 cos 1 cos 1 1d d ( sec )d
1 cos 2 2cos 2 2

x xx x x x
x x

+ +
= = + =

+∫ ∫ ∫
1 1tan
2 2

x x C+ + ；

（9）
2 2

2 2
2 2 2 2

1 sin cosd d (sec csc )d
cos sin cos sin

x xx x x x x
x x x x

+
= = + =∫ ∫ ∫ tan cotx x C− + ；

（10） 2 2tan d (sec 1)dx x x x= − =∫ ∫ tan x x C− + ；

（11） 2 3 5 2 2d [2 5 ( ) ]d
3 3

x x
x

x x x⋅ − ⋅
= − ⋅ =∫ ∫

5 22 ( )
ln 2 ln 3 3

xx C− +
−

；

（12）
3

2e 1d ( 1)d
e 1

x
x x

x x e e x+
= − + =

+∫ ∫ 21 e e
2

x x x C− + + ；

（13）
2

4 2

1 1d d
1 1
x x x
x x

+
= =

− −∫ ∫ arcsin x C+ ；

（14） 2 2 2 2

1 1 1d ( )d
(1 ) 1

x x
x x x x

= − =
+ +∫ ∫

1 arctan x C
x

− − + 。

所属章节：第五章第一节

难度：一级

3．用换元法计算下列积分：

（1） sin 3 dx x∫ ； （2） 5(3 4 ) dx x+∫ ；
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（3） 3e xdx−∫ ； （4） 1 d
5 1

x
x +∫ ；

（5）
3

1 d
3 2

x
x−∫ ； （6） 2

2 5 d
5 3
x x

x x
−

− +∫ ；

（7）
2

6 d
4
x x
x+∫ ； （8）

2
d

1
x x
x +

∫ ；

（9）
2
d

4
x x
x−∫ ；注：本题与答案不相符（10） 1 d

(1 )
x

x x+∫ ；

（11） cos dx x
x∫ ； （12） sin d

1 3cos
x x
x+∫ ；

（13） 3tan sec dx x x∫ ； （14） 2sec( ) d
1 tan

x x
x+∫ ；

（15） 1 d
ln ln(ln )

x
x x x∫ ； （16） 2

1 ln d
( ln )

x x
x x
+

∫ ；

（17） 2

e d
e 4

x

x x
+∫ ； （18） 1 d

1 ex
x

+∫ ；

（19） 1dx x x+∫ ； （20）
3

1 d
1
x

x +∫ ；

（21） 1 d
1
x

x x +∫ ； （22）
3 2

1 dx
x x+

∫ ；

（23）
2

1 d
9

x
x x−∫ ； （24）

2 2

1 d
1

x
x x+∫ ；

（25）
2 2

1 d
4 1

x
x x −
∫ ； （26） 22e 1 e dx x x−∫ .

解答：（1） 1sin3 d sin3 d(3 )
2

x x x x=∫ ∫
1 cos3
3

x C= − + ；

（2） 5 51(3 4 ) d (3 4 ) d(3+4 )
4

x x x x+ = + =∫ ∫ 61 (3 4 )
24

x C+ + ；

（3） 3 31e e ( 3 )
3

x xdx d x− −= − − =∫ ∫ 31 e
3

x C−− + ；

（4） 1 1 1d d(5 1)
5 1 5 5 1

x x
x x

= + =
+ +∫ ∫

1 ln 5 1
5

x C+ + ；

（5）
1
3

3

1 1d (3- 2 ) d(3 2 )
23 2

x x x
x

−
= − − =

−∫ ∫
2
33 (3 2 )

4
x C− − + ；
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（6） 2
2 2

2 5 1d d( 5 3)
5 3 5 3
x x x x

x x x x
−

= − + =
− + − +∫ ∫ 2ln 5 3x x C− + + ；

（7）
2

3
6 3 2

1 1d d( )
4 3 4 ( )
x x x
x x

= − =
+ +∫ ∫

31 arctan
6 2

x C+ ；

（8）
1

2 22
2

1d ( 1) d( 1)
21

x x x x
x

−
= + + =

+
∫ ∫ 2 1x C+ + ；

（9）
1 12

2 2 22 2
2 2

1 (4 ) 1 (4 ) (4 ) (4 )
2 24 4

x d xdx x d x x C
x x

−−
= − = − − − = − − +

− −
∫ ∫ ∫

注：如果题目是
44

x dx
x−∫ ，则解答为

2 2

4 2 2

1 ( ) 1 arcsin
2 2 24 4 ( )

x d x xdx C
x x

= = +
− −∫ ∫ ；

（10）
2

1 1d 2 2arctan
(1 ) 1 ( )

x d x x C
x x x

= = +
+ +∫ ∫ ；

（11） cos d 2 cos dx x x x
x

= =∫ ∫ 2sin x C+ ；

（12） sin 1 (1 3cos )d
1 3cos 3 1 3cos

x d xx
x x

+
= − =

+ +∫ ∫
1 ln 1 3cos
3

x C− + + ；

（13） 3 2 2tan sec d tan sec tan d (sec 1)dsecx x x x x x x x x= ⋅ = − =∫ ∫ ∫ 31 sec sec
3

x x C− + ；

（14） 2
2

sec 1( ) d d(1+tan )
1 tan (1 tan )

x x x
x x

= =
+ +∫ ∫

1
1 tan

C
x

− +
+

；

（15） 1 ln(ln )d
ln ln(ln ) ln(ln )

d xx
x x x x

= =∫ ∫ ln ln(ln )x C+ ；

（16） 2 2

1 ln ( ln )d
( ln ) ( ln )

x d x xx
x x x x
+

= =∫ ∫
1
ln

C
x x

− + ；

（17） 2 24 ( ) 4

x x

x x
e dedx

e e
= =

+ +∫ ∫
1 earctan
2 2

x

C+ ；

（18） 1 (1 )
1 1 1

x x

x x x
e edx dx x dx

e e e
= − = − =

+ + +∫ ∫ ∫ ln(1 e )xx C− + + ；

（19）令 1x t+ = ，即 2 1x t= − ，则

4 2 5 32 21d (2 2 )
5 3

x x x t t dt t t C+ = − = − + =∫ ∫
5 3
2 22 2( 1) ( 1)

5 3
x x C+ − + + ；



87

（20）令 3 x t= ，即 3x t= ，则

2
2

3

1 3 3 3d (3 3 ) 3 3ln 1
1 1 21
tx dt t dt t t t C
t tx

= = − − = − − + + =
+ ++∫ ∫ ∫

2
3 333 3 3ln 1

2
x x x C− + + + ；

本题的参考答案有误

（21）令 1x t+ = ，即 2 1x t= − ，则 2

1 2 1d ln
1 11

tx dt C
t tx x

−
= = + =

− ++∫ ∫
1 1ln
1 1

x C
x
+ −

+
+ +

；

（22）令 6x t= ，则

2
2

3 2

1 6 6d [6( 1) ] 3( 1) 6ln 1
1 1
tx dt t dt t t C
t tx x

= = − + = − + + +
+ ++

∫ ∫ ∫

26 63( 1) 6ln( 1)x x C= − + + + ；

（23）令
1x
t

= ，则

2

2 2

1 1d ln 3 9 1
39 9 1

dtx t t C
x x t

= − = − + − + =
− −

∫ ∫ 21 1ln 3 9 ln
3 3

x x C− − − + ；

（24）令
1x
t

= ，则 2

2 2 2

1 d 1
1 1

tdtx t C
x x t

= − = − + + =
+ +

∫ ∫
2 1x C
x
+

− + ；

（25）令
1x
t

= ，则 2

2 2 2

1 d 4
4 1 4

tdtx t C
x x t

−
= = − + =

− −
∫ ∫

24 1x C
x
−

+ ；

（26） 2 22 1 2 1 ( ) ( )x x x xe e dx e d e− = − =∫ ∫ 2arcsin e e 1 ex x x C= + − + 。

所属章节：第五章第二节

难度：1~121~121~121~12一级，其余二级

4．用分部积分法计算下列积分：

（1） sin 2 dx x x∫ ； （2） e cos dx x x−∫ ；

（3） e dxx x−∫ ； （4） 2 arctan dx x x∫ ；

（5） ln( 1)dx x x−∫ ； （6） 2ln( 1)dx x x+ +∫ ；

（7） sin(ln )dx x∫ ； （8） 1ln d
1
xx x
x

+
−∫ ；

（9） ( 1) cos 2 dx x x−∫ ； （10） 2 d
sin
x x
x∫ .
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解答：（1） 1 1 1sin 2 d d(cos2 ) cos 2 cos 2
2 2 2

x x x x x x x xdx= − = − + =∫ ∫ ∫
1 1cos 2 sin 2
2 4
x x x C− + + ；

（2）由于两次分部积分后有

e cos d sin sin sin sin cosx x x x x xx x e d x e x e xdx e x e d x− − − − − −= = + = −∫ ∫ ∫ ∫
sin cos cosx x xe x e d x e xdx− − −= − − ∫ ，

移项解得
1cos (sin cos )
2

x xe xdx e x x C− −= − +∫ ；

（3） x x x xxe dx xde xe e dx− − − −= − = − + =∫ ∫ ∫ x xxe e C− −− − + ；

（4） 2 3 3 3
2

1 1 1 1arctan arctan arctan
3 3 3 1

x xdx xdx x x x dx
x

= = − ⋅
+∫ ∫ ∫

3
2

1 1arctan ( )
3 3 1

xx x x dx
x

= − −
+∫

3 2 21 1 1arctan ln( 1)
3 6 6
x x x x C= − + + + ；本题的参考答案有误

（5）
2

2 21 1ln( 1)d ln( 1) ( ) ln( 1)
2 2 2( 1)

xx x x x d x x x dx
x

− = − = − −
−∫ ∫ ∫

21 1 1ln( 1) ( 1 )
2 2 1
x x x dx

x
= − − + +

+∫ 2 21 1 1 1ln( 1) ln( 1)
2 4 2 2
x x x x x C= − − − − − + ；

（6） 2 2

2
ln( 1) ln( 1)

1
xx x dx x x x dx
x

+ + = + + − =
+

∫ ∫ 2 2ln( 1) 1x x x x C+ + − + + ；

（7）由于两次分部积分后有

sin(ln ) sin(ln ) cos(ln ) sin(ln ) cos(ln ) sin(ln )x dx x x x dx x x x x x dx= − = − −∫ ∫ ∫

所以
1 1sin(ln ) sin(ln ) cos(ln )
2 2

x dx x x x x C= − +∫ ；

（8） 2 21 1 1 1 1 1ln ln ( ) ( 1) ln
1 1 2 2 2 1

x x xx dx d x x dx
x x x

+ + +
= − = − − =

− − −∫ ∫ ∫ 21 1( 1) ln
2 1

xx x C
x

+
− − +

−
；

本题的参考答案有误

（9） 1 1 1( 1)cos 2 ( 1) sin 2 ( 1)sin 2 sin 2
2 2 2

x xdx x d x x x xdx− = − = − −∫ ∫ ∫
1 1( 1)sin 2 cos 2
2 4
x x x C= − + + ；

（10） 2 cot cot cot
sin
x dx xd x x x xdx
x

= − = − + =∫ ∫ ∫ cot ln sinx x x C− − + 。

所属章节：第五章第三节

难度：一级

5．求下列不定积分：
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（1） 2 d
7 12
x x

x x− +∫ ； （2） 2

1 d
3

x x
x
−
+∫ ；

（3） 2

7 d
2 3
x x

x x
+

+ −∫ ； （4） 2

1 d
(1 )

x
x x+∫ .

解答：（1） 2

4 3d ( )
7 12 4 3
x x dx

x x x x
= − =

− + − −∫ ∫ 4ln 4 3ln 3x x C− − − + ；

（2） 2 2 2

1 1d ( )
3 3 3

x xx dx
x x x
−

= − =
+ + +∫ ∫ 21 3ln( 3) arctan

2 3 3
xx C+ − + ；

（3） 2

7 2 1d ( )
2 3 1 3
x x dx

x x x x
+

= − =
+ − − +∫ ∫ 2ln( 1) ln 3x x C− − − + ；本题的参考答案有误

（4） 2 2

1 1d ( )
(1 ) 1

xx dx
x x x x

= − =
+ +∫ ∫ 21ln ln(1 )

2
x x C− + + 。

所属章节：第五章第四节

难度：一级

6．计算下列积分：

（1） 1 d
5 4sin

x
x+∫ ； （2） 1 d

4 5cos
x

x+∫ ；

（3） 1
2sin cos 3x x− +∫ ； （4）

3sin d
2 cos

x x
x+∫ ；

（5）
2

2

sin d
1 sin

x x
x+∫ ； （6） 2 2

tan d
3sin 2cos

x x
x x+∫ ；

（7） 1 d
sin cos 1

x
x x+ +∫ ； （8） 4 4

sin cos d
sin cos

x x x
x x+∫ .

参考答案：（1） 2 5 4arctan( tan )
3 3 2 3

x C+ + ； （2）
3 tan1 2ln

3 3 tan
2

x

Cx

+
+

−
；

（3） 1

1 tan
2

Cx− +
+

； （4） 21 cos 2cos 3ln(cos 2)
2

x x x C− + + + ；

（5） 2 arctan( 2 tan )
2

x x C− + ； （6） 21 ln(2 tan )
6

x C+ + ；

（7） ln 1 tan
2
x C+ + ； （8） 1 arctan cos 2

2
x C− +
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解答：（1）令 tan
2
xu = ，则

2

2 2 2

2 1 2sin ,cos ,
1 1 1
u ux x dx du
u u u

−
= = =

+ + +
，所以

2
2 2

1 2 2 1 2 5 4d arctan( )4 35 4sin 5 8 5 5 3 3 3( ) ( )
5 5

x du du u C
x u u u

= = = + +
+ + + + +

∫ ∫ ∫

2 5 4arctan( tan )
3 3 2 3

x C= + + ；

（2）令 tan
2
xu = ，则

2

2 2 2

2 1 2sin ,cos ,
1 1 1
u ux x dx du
u u u

−
= = =

+ + +
，所以

2

1 2 1 3ln
4 5cos 9 3 3

udx du C
x u u

+
= = +

+ − −∫ ∫
3 tan1 2ln

3 3 tan
2

x

Cx

+
= +

−
；

（3）令 tan
2
xu = ，则

2

2 2 2

2 1 2sin ,cos ,
1 1 1
u ux x dx du
u u u

−
= = =

+ + +
，所以

2

1 1 arctan(2 1) arctan(2 tan 1)
2sin cos 3 2 2 1 2

xdx du u C C
x x u u

= = + + = + +
− + + +∫ ∫ ；

本题的参考答案是否有误？

（4）令 cos x t= ，则

3 2
2sin 1 3 1d ( 2 ) 2 3ln 2

2 cos 2 2 2
x tx dt t dt t t t C
x t t

−
= = − + = − + + +

+ + +∫ ∫ ∫

21 cos 2cos 3ln(cos 2)
2

x x x C= − + + + ；

（5）
2 2

2 2 2

sin 1 secd (1 ) (1 )
1 sin 1 sin 2 tan 1

x xx dx dx
x x x

= − = − =
+ + +∫ ∫ ∫

2 arctan( 2 tan )
2

x x C− + ；

（6）
2 2

2 2 2 2

tan tan sec 1 tand
3sin 2cos 3tan 2 2 3tan 2

x x x d xx dx
x x x x

⋅
= = =

+ + +∫ ∫ ∫ 21 ln(2 tan )
6

x C+ + ；

（7）令 tan
2
xu = ，则

2

2 2 2

2 1 2sin ,cos ,
1 1 1
u ux x dx du
u u u

−
= = =

+ + +
，所以

1 1 ln 1
sin cos 1 1

dx du u C
x x u

= = + + =
+ + +∫ ∫ ln 1 tan

2
x C+ + ；

（8） 4 4 2

sin cos sin 2 1 arctan cos 2
sin cos 1 cos 2 2

x x xdx dx x C
x x x

= = − +
+ +∫ ∫ 。

所属章节：第五章第四节

难度：二级
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第六章 定积分及其应用

他 1．应用定积分的定义计算下列定积分：

（1） 2 2
1 d ;x x−∫ （2） 1

0e d .x x∫
解答：（1）由于被积函数在区间 [ 1,2]− 上连续，故积分 2 2

1 dx x−∫ 存在，且它与区间 [ 1,2]− 的分

法及点 iξ 的取法无关，为便于计算，将区间 [ 1,2]− 进行 n等分，得小区间长度为
3

ix n
∆ = ，在

小区间上取右端点
31 , 0,1,2, , 1i
i i n
n

ξ = − + = −⋯ ，作积分和

1
2

2
0

3 3 9 9( 1 ) 3
2

n

n
i

i nS
n n n

−

=

−
= − + ⋅ = −∑ ，

于是 lim 3nn
S

→∞
= ，即 2 2

1 d 3x x− =∫ ；

（ 2 ）将区间 [0,1] 进行 n 等分，得小区间长度为
1

ix n
∆ = ，在小区间上取右端点

, 0,1,2, , 1i
i i n
n

ξ = = −⋯ ，作积分和

1

1
0

1 1

( 1)

in
n

n
i n

eS e
n n e

−

=

−
= ⋅ =

−
∑ ，

于是 lim 1nn
S e

→∞
= − ，即 1

0 1xe dx e= −∫ ．

所属章节：第六章第一节

难度：二级

2．用定积分的几何意义求下列定积分的值：

（1） 2 2
0 d ;a a x x−∫ （2）

π
2

π
2

sin d ;x x
−∫

（3） 1
0 2 d .x x∫

解答：（1）由定积分的几何意义， 2 2
0
a a x dx−∫ 表示以原点为圆心、半径为 a的圆在第一象限



84

中部分的面积，故 2 2 2
0

1
4

a a x dx aπ− =∫ ；

（2）由定积分的几何意义， 2

2

sin xdx
π

π
−∫ 表示正弦曲线 siny x= 在[ , ]

2 2
π π

− 上与 x轴所围图形

面积的代数和，由于 x轴上下部分面积相等， 2

2

sin 0xdx
π

π
−

=∫ ；

（3）由定积分的几何意义， 1
0 2xdx∫ 表示直线 2y x= 、 1x = 与 x轴所围图形三角形面积，

由于面积等于 1，所以 1
0 2 1xdx =∫ ．

所属章节：第六章第一节

难度：一级

3．利用定积分求下列各式的极限：

（1）已知 π
0 sin d 2,x x =∫ 求

1 π 2π 1lim sin sin sin π ;
n

n
n n n n→∞

−⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

（2）已知 1
0

1 d ln 2,
1

x
x

=
+∫ 求

1 1 1lim ;
1 2n n n n n→∞

⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅ +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

（3）已知 1
0 2

1 πd ,
1 4

x
x

=
+∫ 求 2 2 2 2 2 2lim ;

1 2n

n n n
n n n n→∞

⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅ +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

（4）已知 ( )1
0 2

1 d ln 1 2 ,
1

x
x

= +
+

∫ 求
2 2 2 2 2 2

1 1 1lim .
1 2n n n n n→∞

⎛ ⎞
+ + ⋅⋅⋅ +⎜ ⎟

+ + +⎝ ⎠

参考答案：(1) 2
π

; （2）ln2； （3） π
4
； （4） ( )ln 1 2 .+

解答：（1）由于
1

0

1 π 2π 1 1(sin sin sin π)= sin
n

i

n i
n n n n n n

π π
π

−

=

−
+ + ⋅⋅⋅ + ⋅∑ ，

所以
0

1 π 2π 1 1 2lim sin sin sin π sin
n

n xdx
n n n n

π

π π→∞

−⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅ + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ ；

（2）
1

0

1 1 1 1 1 1 1 1lim lim ln 21 21 2 11 1 1
n n

dxnn n n n n x
n n n

→∞ →∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅ + = + + ⋅⋅⋅ + ⋅ = =⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎜ ⎟+ + +
⎝ ⎠

∫ ；
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（3） 2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 1lim lim 1 21 2 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )
n n

n n n
nn n n n n

n n n
→∞ →∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞+ + ⋅⋅⋅ + = + + ⋅⋅⋅ + ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ ⎜ ⎟+ + +
⎝ ⎠

1

20

1
1 4

dx
x

π
= =

+∫

（4）
2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1lim lim
1 21 2 1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

n n nn n n n
n n n

→∞ →∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + ⋅⋅⋅ + = + + ⋅⋅⋅ +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

20

1 ln(1 2)
1

dx
x

= = +
+

∫ ．

所属章节：第六章第一节

难度：二级

4．用定积分的性质比较下列积分的大小：

（1） 1
0 dx x∫ 与 1 2

0 d ;x x∫ （2） 1
0e dx x∫ 与 ( )1

0 1 d ;x x+∫

（3） 1
0 dx x∫ 与 ( )1

0 ln 1 d ;x x+∫ （4）
π
2
0 sin dx x∫ 与

π
2
0

2 d .
π
x x∫

参考答案：（1） 1 1 2
0 0d dx x x x>∫ ∫ ；

（2） ( )1 1
0 0e d 1 dx x x x> +∫ ∫ ；

（3） ( )1 1
0 0d ln 1 dx x x x> +∫ ∫ ；

（4）

π
2

2
0 0

2sin d d .
π

x x x x>∫ ∫ （此处有误，应为

π
π 2
2
0 0

2sin d d
π

x x x x>∫ ∫ ）

解答：（1）因为在区间 [0,1]上，有 2x x≥ ，且等号仅在端点取得，所以由定积分的性质有

1 1 2
0 0d dx x x x>∫ ∫ ；

（2）因为在区间 [0,1]上，有 1xe x≥ + ，且等号仅在左端点取得，所以由定积分的性质有

( )1 1
0 0e d 1 dx x x x> +∫ ∫ ；

（3）因为在区间[0,1]上，有 ln(1 )x x≥ + ，且等号仅在左端点取得，所以由定积分的性质
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有 ( )1 1
0 0d ln 1 dx x x x> +∫ ∫ ；

（4）因为在区间 [0, ]
2
π

上，有
2sin x x
π

≥ ，且等号仅在端点取得，所以由定积分的性质

有

π
π 2
2
0 0

2sin d d
π

x x x x>∫ ∫ ．

所属章节：第六章第一节

难度：二级

5．求下列函数的导数：

（1） 2
1

d sin d ;
d

x t t
x ∫

（2）
2

0
d arctan d ;
d

x t t
x ∫

（3）设 ( ) 3
5 21 d ,xf x t t= +∫ 求 ( )1 ;f ′

（4） ( )cos 2
sin

d cos π d ;
d

x
x t t

x ∫
（5）设 ( ) 0

1arctan arctan d ,xf x x t t
x

= + ∫ 求 ( )2 ;f ′

（6）设 0 0e d cos d 0,y xt t t′ + =∫ ∫ 求
d ;
d
y
x

（7）设 1 2
1 ln d , ln d ,t

tx u u u y u u u= =∫ ∫ 求
d ;
d
y
x

（8）设
22

0, cos d ,tx t y u u= = ∫ 求
2

2

d .
d
y
x

解答：（1） 2 2
1 sin sinxd t dt x

dx
=∫ ；

（2）
2 2

0 arctan 2 arctanxd tdt x x
dx

=∫ ；

（3）因为 3
5 2( ) 1xf x t dt= +∫ ，

所以 3 2 2'( ) 1 ( ) 3f x x x= − + ⋅ ，

于是 (1) 3 2f ′ = − ；

（4） ( )cos 2 2 2
sin cos cos( (cos ) ) (cos ) ' cos( (sin ) ) (sin ) 'x
x

d t dt x x x x
dx

π π π= ⋅ − ⋅∫

( ) ( ) ( )2 2 2cos cos sin sin cos cos (sin cos )cos sinx x x x x x xπ π π= − − = − ；
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此处最后一步用到 ( ) ( ) ( )2 2 2cos cos cos sin cos sinx x xπ π π π= − = − ．

（5）因为 ( ) 0
1arctan arctanxf x x tdt
x

= + ∫ ，所以

2

1'( ) arctan arctan
1

xf x x
x x

= − +
+

，

于是
1 2'(2) arctan arctan 2
2 5

f = − + ；

（6）利用隐函数求导，在方程 0 0 cos 0y t xe dt tdt+ =∫ ∫ 两边对 x求导，有 cos 0y dye x
dx

+ = ，解

得
d cos
d

yy e x
x

−= − ；

（7）利用参数方程求导，有
2d ln

d ln

dy
y t tdt tdxx t t

dt

−
= = = − ；

（8）利用参数方程求导，有

2
2d 2 cos cos

d 2

dy
y t tdt tdxx t

dt

= = = ，
2

2 2
2

d 1 1( ) sin 2 sin
d 2
y d dy t t tdxx dt dx t

dt

= ⋅ = − ⋅ ⋅ = − ．

所属章节：第六章第二节

难度：一级

6．当 x为何值时，函数 ( ) 2

0 e dx tF x t t−= ∫ 有极值？

解答：由于
2

0( ) x tF x te dt−= ∫ ，所以
2

'( ) xF x xe−= ，
2 22"( ) 2x xF x e x e− −= − ，当 0x = 时， '( ) 0F x = ，

而 "(0) 1 0F = > ，所以当 0x = 时函数
2

0( ) x tF x te dt−= ∫ 有极小值 (0) 0F = ．

所属章节：第六章第二节

难度：二级

7．当 x为何值时，函数 0 2

3 1( ) d
1

x tF x t
t t

+
=

− +∫ 在区间 [ ]0,1 上取最大值和最小值。

参考答案：当 x=1 时，取最大值；当 x=0 时，取最小值.

解答：由于 0 2

3 1( ) d
1

x tF x t
t t

+
=

− +∫ ，所以 2

3 1'( )
1

xF x
x x

+
=

− +
，在区间 [ ]0,1 上 '( ) 0F x > ，故函数

0 2

3 1( ) d
1

x tF x t
t t

+
=

− +∫ 在区间 [ ]0,1 上单调增，于是当 0x = 时，取最小值 (0) 0F = ，当 1x = 时，
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取最大值 (1)F ．

所属章节：第六章第二节

难度：二级

8．求下列各极限：

（1） 2
00

1lim cos d ;x

x
t t

x→ ∫ （2）
( )

2
3
2

0

0
0

d
lim ;

sin d

x

xx

t t

t t t t→ −
∫

∫

（3）
sin
0

tan0
0

tan d
lim ;

sin d

x

xx

t t

t t→+

∫
∫

（4）
( )

2

0

2 20

sin 5 d
lim .

ln 1

x

x

t t

x→ +
∫

参考答案：（1）1； （2）12； （3）1； （4） 5 .
2

解答：（1）利用洛比达法则，

2 2
00 0

1lim cos d limcos 1x

x x
t t x

x→ →
= =∫

（2）利用洛比达法则，
( ) ( )

2
3
2 3 3 2

0

0 0 0 0
0

d 2 2 6lim lim lim lim 12
sin sin 1 cossin d

x

xx x x x

t t x x x x
x x x x x xt t t t→ → → →

⋅
= = = =

− − −−
∫

∫
；

（3）利用洛比达法则，

sin
0

2tan0 0 0
0

tan d tan(sin ) cos tan(sin ) sin tanlim lim lim 1
sin tan sin(tan )sin(tan ) secsin d

x

xx x x

t t x x x x x
x x xx xt t→+ →+ →+

⋅
= = ⋅ ⋅ =

⋅
∫
∫

；

（4）利用洛比达法则，

( )

2
2

0

2 20 0 2
2

sin5 d sin(5 ) 2 5lim lim 2 2ln 1 2ln( 1)
1

x

x x

t t x x
xx x

x
→ →

⋅
= =

+ + ⋅
+

∫ ．

所属章节：第六章第二节

难度：二级

9．设



89

( )

( )
2

2
0

1 cos
,                  0,

4,                                    0,

sin cos d
,       0.

x

A x
x

x
f x x

B x t t
x

x

⎧ −
⎪ <
⎪⎪= =⎨
⎪ +⎪ >⎪⎩

∫
当 A、B为何值时，f（x）在 x=0 处连续。

参考答案：A=8, B=3.

解答：由题意
1(0 )
2

f A− = ， (0) 4f = ，

2 2
0

0 0

sin cos cos cos(0 ) lim lim 1
1

x

x x

B x t dt B x xf B
x+ +

+

→ →

+ +
= = = +∫

，

如果函数 ( )f x 在 0x = 处连续，那么 (0 ) (0) (0 )f f f− += = ，于是解得 8, 3A B= = ．

所属章节：第六章第二节

难度：二级

10．设曲线 ( )y f x= 通过原点，且函数 ( )f x 具有连续导数，曲线在原点处切线的倾角为

45°，求极限
( )0

0

d
lim .

s in

x

x

f t t

x x→

∫

解答：有条件知， (0) 0, '(0) tan 45 1f f= = ° = ，

0

0

( )
lim

sin

x

x

f t dt
x x→

∫ 0

20

( )
lim

x

x

f t dt
x→

= ∫
0 0

( ) ( ) (0)lim lim
2 2x x

f x f x f
x x→ →

−
= =

1 1 1'(0) tan 45
2 2 2
f= = ° = ．

所属章节：第六章第二节

难度：二级

11．设 ( )f x 在[ ],a b 上连续，且 ( ) 0,f x > 函数 ( ) ( ) ( )
1x x

a bF x f t dt dt
f t

= +∫ ∫

试证：（1） ( ) 2;F x′ ≥

（2）方程 ( ) 0F x = 在 ( ),a b 内有且仅有一个实根。

（函数 ( ) ( ) ( )0 0
1d dx xF x f t t t
f t

= +∫ ∫ 应为 ( ) ( ) ( )
1x x

a bF x f t dt dt
f t

= +∫ ∫ ）
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解答：（1）由于 ( ) ( ) ( )
1x x

a bF x f t dt dt
f t

= +∫ ∫ ， ( ) 0f x > ，所以
1'( ) ( ) 2
( )

F x f x
f x

= + ≥ ；

（2）函数 ( ) ( ) ( )
1x x

a bF x f t dt dt
f t

= +∫ ∫ 在[ ],a b 上连续，且

1 1( ) 0
( ) ( )

a b

b a
F a dt dt

f t f t
= = − <∫ ∫ ， ( ) ( ) 0b

aF b f t dt= >∫ ，

所以方程 ( ) 0F x = 在 ( ),a b 内至少有一个实根．

又由（1）知，函数 ( )F x 严格单调增，于是方程 ( ) 0F x = 在 ( ),a b 内有且仅有一个实根

所属章节：第六章第二节

难度：二级

12．应用牛顿-莱布尼兹公式计算下列定积分：

（1）

1
2

1 2
2

1 d ;
1

t
x− −

∫ ((((本题应为

1
2

1 2 
2

1
1

dx
x− −∫ )))) （2） ( )

1 5

0
e 1 e d ;x x x−∫

（3）
e

1

ln 1 d ;x x
x
+

∫ （4）

π
4

0

cos d ;
1 sin

x x
x+∫

（5）
1

20

d ;
4 5
x

x x+ +∫ （6）
2

0
1 d ;x x−∫

（7） ( )
2

41

d ;
1
x

x x+∫ （8）

π
2

0
sin cos d .x x x−∫

解答：（1）

1
12
2

11 2
22

1 =arcsin ( )
6 6 31

dx x
x

π π π
−−
= − − =

−∫ ；

（2） ( ) ( ) ( )
1 5 6 61

00

1 11 1 1
6 6

x x xe e dx e e− = − = −∫ ；

（3） 2
11 1

ln 1 ln 1 1 3( ) [ ln ln ]
2 2

e e
ex xdx dx x x

x x x
+

= + = + =∫ ∫ ；

（4）

π π
4 4 4

0 0 0

cos cos (1 sin )d d (sec - tan )
1 sin (1 sin )(1 sin )

x x xx x x x dx
x x x

π

−
= =

+ + −∫ ∫ ∫
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4
0

2[ln(sec tan ) ln cos ] ln(1 )
2

x x x
π

= + + = + ；

（5）
1 1

1
02 20 0

arctan( 2) arctan3 arctan 2
4 5 ( 2) 1
dx dx x

x x x
= = + = −

+ + + +∫ ∫ ；

（6）
2 1 2

2 1 2 2
0 10 0 1

1 11 (1 ) ( 1) [ ] [ ] 1
2 2

x dx x dx x dx x x x x− = − + − = − + − =∫ ∫ ∫ ；

（7）由于 ( )
4

4
5 4 44

1 ( 1) 1 ln( 1)
( 1) 4 1 41

dx dx d x x C
x x xx x

−
−

− −

+
= = − = − + +

+ ++∫ ∫ ∫ ，

所以 ( )
2

4 2
141

1 1 32ln( 1) ln
4 4 171

dx x
x x

−= − + =
+∫ ；

另解：令
1x
t

= ，则 ( )
3 4 4

4
4 4 44

1 ( 1) 1 1ln( 1) ln
1 4 1 4 4 11

dx t dx d t xt C C
t t xx x
− +

= = − = − + + = +
+ + ++∫ ∫ ∫ ，于是

由牛顿-莱布尼兹公式， ( )
42

2
1441

1 1 32ln ln
4 1 4 171

dx x
xx x

= =
++∫ ；

（8）
2 4 2

0 0
4

sin cos (cos sin ) (sin cos )x x dx x x dx x x dx
π π π

π
− = − + −∫ ∫ ∫

4 2
0

4

[sin cos ] [ cos sin ] 2 2 2x x x x
π π

π= + + − − = − ．

所属章节：第六章第二节

难度：一级

13．应用换元法计算下列积分：

（1） ( )
1

32

d ;
5 11

x
x− +∫ （2）

1

0
d ;

1
x x
x +∫

（3）
1

0

1 d ;
1 e x

x
+∫ （4）

3

21

1 d ;
5 1

x
x x x+ +

∫

（5）
2

22

1 d ;
1
x

x x −
∫ （6）

1
2 2

0
1 d ;x x x−∫

（7）
22

1

1 d ;x x
x
−

∫ （8）
41

0
d ;

1
x x
x+∫
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（9）

π
4

20

d ;
1 cos

x
x+∫ （10） ( )

3

1

arctan d .
1

x x
x x+∫

参考答案：（1） 7
72

（第一小题答案有误？）； （2） 5 ln 4
3
− ； （3） 2eln

1 e+
；

（4） 7 2 7ln
9

+
； （5） π

12
； （6） π

16
； （7） π3

3
− ；

（8） 8π
3

− ； （9） 2 2arctan
2 2

； （10） π .
12

（第 10 小题答案有误？）

解答：（1）令5 11x t+ = ，则
( )

1 16
3 2 16

132 1

1 1 51
5 10 5125 11

dx t dt t
x

− −

−
= = − =

+∫ ∫ ；

（2）令 x t= ，则

31 1 1
2 3 2 1

00 0 0

2 2 2 5(2 2 2 ) [ 2 2ln( 1)] 2ln 2
1 1 3 31

x tdx dt t t dt t t t t
t tx

= = − + − = − + − + = −
+ ++∫ ∫ ∫ ；

（3）令 xe t= ，则
1

10 1 1

1 1 1 1 2( ) ln ln
1 (1 ) 1 1 1

e e
e

x

t edx dt dt
e t t t t t e

= = − = =
+ + + + +∫ ∫ ∫ ；

（4）令
1x
t

= ，则

1
13 3 2
12 21 1
3

1 1 7 2 7ln 2 5 2 5 1 ln
95 1 5 1

dx dt t t t
x x x t t

+
= − = + + + + =

+ + + +∫ ∫ ；

（5）令 secx t= ，则
2 3

22
4

1
3 4 121

dx dt
x x

π

π

π π π
= = − =

−∫ ∫ ；

（6）令 sinx t= ，则
1 2 22 2 2 2

0 0 0

1 cos 41 sin cos
8 16

tx x dx t tdt dt
π π

π−
− = ⋅ = =∫ ∫ ∫ ；

（7）令 secx t= ，则
22 3

2 3
01 0

1 tan [tan ] 3
3

x dx tdt t t
x

π
π π−

= = − = −∫ ∫ ；

（8）令 4 x t= ，则
441 1 1

2
20 0 0

4 8(4 4 4arctan )
1 31

x tdx dt t t dt
tx

π= = − + = −
++∫ ∫ ∫ ；

（9）
2 24 4 4

4
02 2 20 0 0

sec sec 1 tan 2 2arctan arctan
1 cos sec 1 tan 2 2 22 2

dx xdx xdx x
x x x

π π π
π

= = = =
+ + +∫ ∫ ∫ ；

（10）令 arctan x t= ，则
( )

3 3 2 23
1

44

arctan 72
1441

x dx tdt t
x x

π
π

ππ
π= = =

+∫ ∫ ．
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所属章节：第六章第三节

难度：(1)(2)(5)(6)(7)(8)(1)(2)(5)(6)(7)(8)(1)(2)(5)(6)(7)(8)(1)(2)(5)(6)(7)(8)一级,,,,（3333）（4444）（9999）（10101010）二级

14．证明 ( )
1

1

2 21

1 1d d      0 .
1 1

x

x
x x x

x x
= >

+ +∫ ∫

解答：令
1x
t

= ，则

1 1
1 1

2 2 2 21 0 0

2

1 1 1 1 1( )11 1 11

x x

x
x

dx dt dt dx
x t t x

t

= ⋅ − = =
+ + ++

∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第六章第三节

难度：二级

15．设 ( )f x 连续，求 ( )2 2

0

d d .
d

x
tf x t t

x
−∫

参考答案： ( )0 .xf (参考答案有误？)

解答：令 2 2 2,x t u t x u− = = − ，则

( )
2

2

0
2 2 2

0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

x x

x

d d dtf x t dt f u du f u du xf x
dx dx dx

− = − = =∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第六章第三节

难度：二级

16．利用分部积分法计算下列积分：

（1）
1

0
e d ;xx x∫ （2）

π

0
sin d ;x x x∫

（3）
e

1
ln d ;x x x∫ （4） ( )

e 1

0
ln 1 d ;x x

−

+∫

（5）

1
2

0
arcsin d ;x x∫ （6）

1

0
arctan d ;x x x∫

（7）

π
2

2

0
e cos d ;x x x∫ （8）

2 π
2

0
cos d ;x x x∫
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（9）

1
2

0

1ln d ;
1

xx x
x

+
−∫ （10）

π
4

3

0
sec d .x x∫

解答：（1）
1 1

1 1 1
0 0 00 0

1x x x x xxe dx xe e dx xe e= − = − =∫ ∫ ；

（2） 0 0 00 0
sin cos cos cos sinx xdx x x xdx x x x

π π
π π π π= − + = − + =∫ ∫ ；

（3） 2 2 2 2
1 1 11 1

1 1 1 1 1 1ln ln ln
2 2 2 4 4 4

e e
e e ex xdx x x xdx x x x e= − = − = +∫ ∫ ；

（4） ( )
1 1

1
00 0

ln 1 ( 1) ln( 1) 1 1
e e

ex dx x x dx
− −

−+ = + + − =∫ ∫ ；

（5）

1 1
1 1 12 2 22 2 2
0 0 020 0

π 3arcsin arcsin arcsin 1 1
12 21

xxdx x x dx x x x
x

= − = + − = + −
−

∫ ∫ ；

（6）
21 1

1
00 0

1 1 1arctan arctan
2 2 4 2
xx xdx x dx π+

= − = −∫ ∫ ；

（7）
2 2 22 2 2 2 2 22 2 2

0 0 00 0 0
cos sin 2 sin sin 2 cos 4 cosx x x x x xe xdx e x e xdx e x e x e xdx

π π π
π π π

= − = + −∫ ∫ ∫ ，

解得
2 2

0

2cos
5

x ee xdx
π

π −
=∫ ；

（8）
2 2 2 2

2

0 0 0 0

1 cos 2 cos 2cos
2 2 2

x x xx xdx x dx dx x dx
π π π π+

= = +∫ ∫ ∫ ∫
2 2 2

0
1 1 1[ sin 2 cos 2 ]
4 4 8
x x x x π π= + + = ；

（9）

1 1
1 22 22 2
0 20 0

1 1 1ln ln
1 2 1 1
x x xx dx x dx
x x x

+ +
= −

− − −∫ ∫
1

2 2
0

1 1 1 1 3 1[ ln ln ] ln3
2 1 2 1 8 2

x xx x
x x

+ +
= + − = − +

− −
；

（10） 4 4 43 2 24
00 0 0

sec sec sec sec tan sec tanxdx x xdx x x x xdx
π π π

π

= ⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫ ∫

4 43 34
0 0 0

[sec tan ln sec tan sec 2 ln( 2 1) secx x x x xdx xdx
π π

π

= ⋅ + + − = + + −∫ ∫

移项，即得
4 3

0

1sec [ 2 ln( 2 1)]
2

xdx
π

= + +∫ ．
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所属章节：第六章第三节

难度：二级

17．设 ( ) 23 1 e ,
x

f x x+ = 求
1

0
( )df t t∫

解答：
11 0 0 0 62 2 2

1 1 10
3 3 3

( ) 3 (3 1) 3 3(2 4 ) 14 12
x x x

f t dt f x dx xe dx xe e e
−

− − −
= + = = − = −∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第六章第三节

难度：二级

18．设 ( )f x 在 [ ]0, 2 上二阶可导，且 ( ) ( )2 1, 2 0,f f ′= = 且 ( )
2

0
d 4,f x x =∫ 求 ( )

1
2

0
2 d .x f x x′′∫

参考答案：
5π .
16

（参考答案有误？）

解答： ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 1 2 1 1
0 0 00 0 0

1 1 1 12 '(2 ) ' 2 '(2 ) (2 ) 2
2 2 2 2

x f x dx x f x xf x dx x f x x f x f x dx′′ = ⋅ − = ⋅ − ⋅ +∫ ∫ ∫

( )
2

2 1 1
0 0 0

1 1 1 1'(2 ) (2 )
2 2 4 2

x f x x f x f t dt= ⋅ − ⋅ + =∫
所属章节：第六章第三节

难度：二级

19．已知 ( ) 2

e ,xf x −= 求 ( ) ( )
1

0
d .f x f x x′ ′′∫

解答：由于 ( ) 2

e ,xf x −= 所以
2 1'( ) 2 , '(1) 2 , '(0) 0xf x xe f e f− −= − = − = ，于是

1
2 1 2

00

1( ) ( ) ( '( )) 2
2

f x f x dx f x e−′ ′′ = =∫ ．

所属章节：第六章第三节

难度：二级

20．设 ( ) 2π
2

d ,
1 tan

x tf x
t

=
+∫ 求

( )
π
2

0
d .

f x
x

x∫

解答：
2 2 2 2

2
00 0 0 0

( ) 1 cos2 ( ) 2 '( )
1 tan cos sin 4

f x xdx x f x x f x dx dx dx
x x xx

π π π π
π π

= − = − = − = −
+ +∫ ∫ ∫ ∫ ．
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其中

2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

cos sin 1 cos sin 1[ ]
cos sin cos sin 2 cos sin cos sin 2 4

x x x xdx dx dx dx dx
x x x x x x x x

π π π π π

π
= = + = =

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第六章第三节

难度：三级

21．设 ( )
0

sin d ,
π

x tf x t
t

=
−∫ 求 ( )

π

0
d .f x x∫

解答：由条件
0

sin ( )x dx f
x

π
π

π
=

−∫ ，利用分部积分，有

00 0 0

sin( ) ( ) '( ) ( ) xf x dx xf x xf x dx f x dx
x

π π π
π π π

π
= − = − ⋅

−∫ ∫ ∫

0

sin( ) [ sin ]xf x dx
x

π
π π π

π
= − − + ⋅

−∫

0

sin( ) 2 2xf dx
x

π
π π π

π
= + − =

−∫ ．

所属章节：第六章第三节

难度：三级

22．利用辛普森法近似计算下列积分（把区间分成 6 等分，精确到小数点后三位）：

（1）
2π

0
sin d ;x x x∫ （2）

π

0
3 cos d ;x x+∫

（3）
1

4

0
1 d .x x+∫

解答：（1） 0 0 1 1, 0, 0; , sin 0.9069;
3 3 3 3

h x y x yπ π π π
= = = = = =

2 2 3 3
2 2 2, sin 1.8138; , sin 0;
3 3 3

x y x yπ π π π π π= = = = = =

4 4 5 5
4 4 4 5 5 5, sin 3.6276; , sin 4.5345;
3 3 3 3 3 3

x y x yπ π π π π π
= = = − = = = −

6 62 , 2 sin 2 0x yπ π π= = =

按辛普森公式，有

2

0
sin [(0 0) 4(0.9069 0 4.5345) 2(1.8138 3.6276)] 6.331

9
x xdx

π π
≈ + + + − + − ≈ −∫ ；

（2） 0 0 1 1, 0, 2; , 3 cos 1.966;
6 6 6

h x y x yπ π π
= = = = = + =
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2 2 3 3, 3 cos 1.871; , 3 cos 1.732;
3 3 2 2

x y x yπ π π π
= = + = = = + =

4 4 5 5
2 2 5 5, 3 cos 1.581; , 3 cos 1.461;
3 3 6 6

x y x yπ π π π
= = + = = = + =

6 6, 3 cos 1.414x yπ π= = + =

按辛普森公式，有

0
3 cos [(2 1.414) 4(1.966 1.732 1.461) 2(1.871 1.581)] 5.403

18
xdx

π π
+ ≈ + + + + + + ≈∫ ；

（3）由计算公式
1

4
0 2 1 3 2 1 2 4 20

1 [( ) 4( ) 2( )]
3 k k k
hx dx y y y y y y y y−+ ≈ + + + + + + + + +∫ ⋯ ⋯ ，可得

1
4

0
1 x dx+ ≈∫ 1.089.

所属章节：第六章第三节

难度：二级

23．函数 ( )f x 由下列表格给出：

x 1.05 1.10 1.15 1.20 1.25 1.30 1.35

( )f x 2.36 2.50 2.74 3.04 3.46 3.98 4.60

用辛普森法计算积分 ( )
1.35

1.05
df x x∫ 的近似值（精确到小数点后三位）

解答：由计算公式
1.35

0 2 1 3 2 1 2 4 21.05
( ) [( ) 4( ) 2( )]

3 k k k
hf x dx y y y y y y y y−≈ + + + + + + + + +∫ ⋯ ⋯ ，这里

0 0 1 10.05, 1.05, 2.36; 1.10, 2.5;h x y x y= = = = =

2 2 3 31.15, 2.74; 1.20, 3.04;x y x y= = = =

4 4 5 51.25, 3.46; 1.30, 3.98;x y x y= = = =

6 61.35, 4.35x y= =

所以
1.35

1.05

0.05( ) [(2.36 4.60) 4(2.5 3.04 3.98) 2(2.74 3.46)] 0.957
3

f x dx ≈ + + + + + + ≈∫ ．

所属章节：第六章第三节

难度：二级
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24．计算并讨论下列广义积分的敛散性：

（1） ( )
0

d      0 ;axC x a
+∞

− >∫ （2） 1 d ;
lne

x
x x

+∞

∫

（3）
( )30

d ;
1
x x
x

+∞

+∫ （4）
0
e sin d ;x x x

+∞
−∫

（5） 2

2 d ;
1
x x
x

+∞

−∞ +∫ （6）
2

d ;
1

x
x x

+∞

−∫ （？）

（7）
( )0

d ;
1
x

x x

+∞

+∫ （8）
( )1

d ;
1

x
x x

+∞

+∫

（9）
21

d ;
2 1

x
x x x

+∞

+ −
∫ （10）

1

ln d ;x x
x

+∞

∫

（11） 2

0
e d ;xx x

+∞
−∫ (12) e d .x x

+∞
−

−∞∫
解答：（1）由于

0 0

1 1 1lim lim ( )
A

ax ax aA

A A
C dx C dx C

a a a

+∞
− − −

→+∞ →+∞
= = − =∫ ∫ ，原积分收敛；

（2）由于
1lim lim ln ln
ln

A

A e A
dx A

x x→+∞ →+∞
=∫ 不存在，故积分

1
lne

dx
x x

+∞

∫ 发散；

（3）
( ) ( ) ( ) 03 3 20 0

1 1 1lim lim [ ]
1 21 1 2 1

A
A

A A

x xdx dx
xx x x

+∞

→+∞ →+∞
= = − + =

++ + +∫ ∫ ，原积分收敛；

（4） 00 0

1 1sin lim sin lim [ ( sin cos )]
2 2

A
x x x x A

A A
e xdx e xdx e x e x

+∞
− − − −

→+∞ →+∞
= = − + =∫ ∫ ，原积分收敛；

（5）由于 2
20

2lim lim ln(1 )
1

A

A A

x dx A
x→+∞ →+∞

= +
+∫ 不存在，积分 20

2
1
x dx
x

+∞

+∫ 发散，从而原积分发散；

（6）令 1x t− = ， 122 1

2 2arctan
1 21

dx dt t
tx x

π+∞ +∞
+∞= = =

+−∫ ∫ ，原积分收敛；

（7）令 x t= ，
( ) 020 0

d 2 2arctan
11

x dt t
tx x

π
+∞ +∞

+∞= = =
++∫ ∫ ，原积分收敛；

（8） 11
ln ln 2

( 1) 1
dx x

x x x

+∞
+∞= =

+ +∫ ，原积分收敛；

（9）令
1x
t

= ，则

1 1

1 12 2 2 21 1

( 1)lim lim lim
42 1 2 1 1 2 2 ( 1)

A

A A A
A A

dx dx dt d t
x x x x x x t t t

π+∞

→+∞ →+∞ →+∞

−
= = = =

+ − + − + − − −∫ ∫ ∫ ∫ ，原积分
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收敛；

（10）令 2,x t x t= = ，则

2
22 2

11 1

ln 2ln ln 4ln
A A

Ax tdx dt t A
x t

= = = → +∞∫ ∫ ，

所以
1

ln x dx
x

+∞

∫ 发散；

（11） 2 2 2
00

1 1 1e [ ]
2 4 4

x x xx dx xe e
+∞

− − − +∞= − − =∫ ，原积分收敛；

(12)
0

0
1 1 2x x xe dx e dx e dx

+∞ +∞
− −

−∞ −∞
= + = + =∫ ∫ ∫ ，原积分收敛。

所属章节：第六章第四节

难度：二级

25．计算并讨论下列广义积分的敛散性：

（1）
1

20
d  ;

1

x x
x−∫ （2）

( )
2

20

d  ;
1
x
x−∫

（3）
0

1
d  ;

1
x x
x− +∫ （4）

2

0 2

1 d  ;
1

x
x −

∫

（5）
2

21

1 d  ;
3 2 1

x
x x x− −

∫ （6）
21

1 d  ;
1
x

x x

+∞

−
∫

（7）
2

20

1 d  ;
4 3

x
x x− +∫ （8）

1

2 22
2

2 d  .
1

x x
x x

+

−
∫

解答：（1）
1

2 1
020

1 1
1
x dx x
x

= − − =
−∫ ，原积分收敛；

（2）由于
( )

1
1
020

1
11

dx
xx

=
−−∫ 不存在，所以原积分发散；

（3）
30

02
11

2 4[ (1 ) 2 1]
3 31

x dx x x
x −−

= + − + = −
+∫ ，原积分收敛；

（4）
2 1 2

1 2 2
0 12 20 0 12

1 1 1 arcsin ln( 1) ln(2 3)
21 11

dx dx dx x x x
x xx

π
= + = + + − = + +

− −−
∫ ∫ ∫ ，
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原积分收敛；

（5）令
1x
t

= ，则

2 1
1
112 21
22

1 1 1 3arcsin arcsin
2 2 43 2 1 3 2
tdx dt

x x x t t
π+

= = = −
− − − −∫ ∫ ，

原积分收敛；

（6）令
1x
t

= ，则

1
1
02 21 0

1 1 arcsin
21 1

dx dt t
x x t

π+∞

= = =
− −

∫ ∫ ，

原积分收敛；

（7）由于
1 1

1
02 20 0

1 1 1 2 1ln
4 3 ( 2) 1 2 2 1

xdx dx
x x x x

− −
= =

− + − − − +∫ ∫ 不存在，所以原积分发散；

（8）令
1x
t

= ，则
1 2

2 2 2
12 2 212

2

2 1 2 [ln 1 2 1] ln( 2 1) 2
1 1
x tdx dt t t t

x x t
+ +

= = + − + − = + +
− −∫ ∫ ，

原积分收敛。

所属章节：第六章第四节

难度：二级

26．求下列曲线所围成平面图形的面积：

（1） , 1, 4, 0;y x x x y= = = =

（2） 2 , 2;y x x y= + =

（3） 2 2 1, 1, 2;x y x y x y− = − = + =

（4） 2 2, 4 ;y x y x= = −

（5） 24 , 0;y x x y= − =

（6） 2 2, 3 2 ;y x y x= = − （（4）（6）两小题非常相似）

（7） 2 2 1, 1 0;y x x y= + − − =

（8） 1ln , 0, , e.
e

y x y x x= = = =
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解答：（1）
34 42

11

2 14
3 3

A xdx x= = =∫ ；

（2）
1 2 2 3 1

22

1 1 9(2 ) (2 )
2 3 2

A x x dx x x x −−
= − − = − − =∫ ；

（3）
5 3

24 2
51
4

1[ 1 ( 1)] [(2 ) ( 1)] (1 ln 2)
2

A x x dx x x dx= − − − + − − − = −∫ ∫ ；

（4）
2 2 2 3 2

22

2 16[(4 ) ] [4 ] 2
3 3

A x x dx x x
−−

= − − = − =∫ ；

（5）
4 2 2 3 4

00

1 32(4 ) (2 )
3 3

A x x dx x x= − = − =∫ ；

（6）
1 2 2 3 1

11
(3 2 ) (3 ) 4A x x dx x x −−

= − − = − =∫ ；

（7）
23

1

1 16[( 1) ]
2 3

yA y dy
−

−
= + − =∫ ；

（8）
1 1
1 1 11

1( ln ) ln ( ln ) ( ln ) 2(1 )
e e

e e

A x dx xdx x x x x x x
e

= − + = − + − = −∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

27．求下列参数方程表示的曲线所围成平面图形的面积：

（1） cos , sin ;x a t y a t= =

（2） 3 3cos , sinx a t y a t= = （星形线）；

（3）摆线 ( ) ( )sin , 1 cosx a t t y a t= − = − 的一拱与横坐标轴；

（4）笛卡儿叶形线
2

3 3

3 3, .
1 1
at atx y
t t

= =
+ +

参考答案：（1） 2πa ； （2） 23 π
8
a ； （3） 23πa ； （4） 23

2
a ；

解答：（1）
0 2 0 2

0
2 2

14 4 sin ( sin ) 4 [ sin 2 ]
2 4

a tA ydx a t a t dt a t aπ π π= = − = − − =∫ ∫ ；

（2）
0 3 2 2 4 6 22

0 0
2

34 4 sin ( 3 cos sin ) 12 (sin sin )
8

a
A ydx a t a t t dt a t t dt a

π

π π= = − ⋅ = − =∫ ∫ ∫ ；
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（3）
2 2 2 2 2 2 2

00 0

3 1(1 cos ) ( 2sin sin 2 ) 3
2 4

a
A ydx a t dt a t t t a

π π π π= = − = − + =∫ ∫ ；

（4）化为极坐标，
2 2 2 2 2 2

22
03 3 2 3 2 30 0

1 9 sin cos 9 3 3
2 (sin cos ) 2 (1 ) 2(1 ) 2

a a t aA d dt a
t t

π ϕ ϕ
ϕ

ϕ ϕ
+∞ +∞= = = − =

+ + +∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

28．求下列极坐标方程表示的曲线所围成的平面图形的面积：

（1）心脏线 ( ) ( )2 1 cos     0r a aθ= + > ；

（2） 1, 2cosr r θ= = 内部的公共部分；

（3） 1 sinr θ= + 内部 1r = 内部的公共部分；

（4） 1 cos , 3cosr rθ θ= + = 内部的公共部分；

（5） 2 2cos 2r θ= 外部 2cosr θ= 内部与 1r = 内部的公共部分。

解答：（1）利用图形上下对称， 2 2 2 2
00

3 12 2 (1 cos ) 4 ( 2sin sin 2 ) 6
2 4

A a d a a
π πθ θ θ θ θ π= + = + + =∫ ；

（2）利用图形对称， 23 2
0

3

2 34cos
3 2

A d d
π π

πθ θ θ π= + = −∫ ∫ ；

（3）利用图形对称，
0 22

0
2

1 1 52[ (1 sin ) ] 2
2 2 4

A d d
π

πθ θ θ π
−

= + + = −∫ ∫ ；

（4）曲线ρ=3cosθ 与ρ=1+cosθ 交点的极坐标为 )
3

,
2
3( πA ， )

3
,

2
3( π−B ，由图形对称，所求的面积

为

2 23 2
0

3

1 1 52[ (1 cos ) (3cos ) ]
2 2 4

A d d
π π

πθ θ θ θ π= + + =∫ ∫ ；

（5）先求出三条曲线在第一象限内的交点的极坐标为 (1, ),(1, )
6 3
π π

，由于图形关于极轴对称，

将所求图形在第一象限部分分成三个曲边扇形部分，所求的面积为

2 24 3 2

6 4 3

1 1 12[ (1 2cos 2 ) (2cos ) ] 1
2 2 2 2

A d d d
π π π

π π π
π

θ θ θ θ θ= − + + = −∫ ∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：三级
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29．求抛物线 2 2y px= 及其在点 ( ), 0
2
p p p⎛ ⎞ >⎜ ⎟

⎝ ⎠
处的法线所围成图形的面积。

解答：抛物线 2 2y px= 在点 ( , )
2
p p 处的法线为

3
2

y x p= − + ，所围图形的面积

2 2

3

3 1 16( )
2 2 3

p

p
A p y y dy p

p−
= − − =∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

30．求抛物线 exy = ，x轴及该曲线过原点的切线所围成图形的面积。

解答：该曲线过原点的切线 y e x= ⋅ ，所围图形的面积

0 1

0

1( )
2

x xA e dx e ex dx e
−∞

= + − =∫ ∫

或 2
000 0

1 1 1( ln ) ln
2 2

e ee e eA y y dy y y y y dy
e e y

= − = − + ⋅ =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

31．求由曲线 e xy −= 与过点 ( 1, )e− 的切线及 x轴所围图形的面积。

解答：曲线 e xy −= 过点 ( 1, )e− 的切线为 y e x= − ⋅ ，所围图形的面积

0

1 0

3[ ( )]
2

x xA e ex dx e dx e
+∞− −

−
= − − + =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

32．求抛物线 2 4 3y x x= − + − 及其在点 ( )0, 3− 和 ( )3,0 处的切线所围图形的面积。

解答：抛物线在点 (0, 3)− 和 (3,0)处的切线分别为 4 3, 2 6y x y x= − = − + ，交点为
3( ,3)
2

，所求

面积为
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3 32 22
30
2

9[(4 3) ( 4 3)] [( 2 6) ( 4 3)]
4

A x x x dx x x x dx= − − − + − + − + − − + − =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

33．求抛物线 2y x= （第一象限部分）上求一点，使过该点的切线与直线 0, 8y x= = 相交所围

成的三角形面积为最大。

解答：设所求点为 2
0 0( , )x x ，则过该点的切线为 2

0 02y x x x= − ，与 x轴的交点为 0( ,0)
2
x

，与直线

0, 8y x= = 相交所围成的三角形面积为

0

8 2 2 3
0 0 0 0 0

2

1(2 ) 64 8
4xA x x x dx x x x= − = − +∫ ，

设目标函数 2 31( ) 64 8
4

f x x x x= − + ，令 23'( ) 64 16 0
4

f x x x= − + = ，解得唯一合适的驻点

16
3

x = ，（另一根因大于 8 而舍去），由于该实际问题有最大值，于是即为所求点的横坐标，

所求点即为
16 256( , )
3 9

。

所属章节：第六章第五节

难度：三级

34．求曲线 ( )0 4y x x= ≤ ≤ 的一条切线（方程），使该切线与直线 0, 4, 0x x y= = = 所围成的

梯形面积为最小。

解答：设切点为 0 0( , )x x ，则过该点的切线为 0
0

1 1
22

y x x
x

= + ，该切线与直线

0, 4, 0x x y= = = 所围成的梯形面积为

1 14
2 2

0 0 00
0

1 1 1( ) 4
2 22

A x x dx x x
x

−
= + = +∫ ，

设目标函数
1 1
2 21( ) 4

2
f x x x

−
= + ，令

3 1
2 2'( ) 2 0f x x x

− −
= − + = ，解得唯一合适的驻点 2x = ，由

于该实际问题有最小值，于是所求切线为
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1 1 2
22 2

y x= + ，

即 2 2 2 0x y− + = 。

所属章节：第六章第五节

难度：三级

35．有一立体，以长半轴 a=10、短半轴 b=5 的椭圆为底，而垂直于长轴的任一截面都是一个

等边三角形，求它的体积。

参考答案：
1000 2.

3
（答案有误？）

解答：设椭圆方程为
2 2

2 2 1
10 5
x y

+ = ，以 x为积分变量，截面为以 2y为边长的等边三角形，截面

面积为

2 23 3( ) (2 ) 25 3
4 4

A x y x= = − ，

所求立体体积为

10 10 2

0 0

3 10002 ( ) 2 (25 3 ) 3
4 3

V A x dx x dx= = − =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

36．求如下平行截面已知的立体体积：其底部为 2 1y x= − 与 0y = 所围的平面区域，而它垂直

于 x轴的任一截面都是一个等边三角形。

解答：以 x为积分变量，截面为以 y为边长的等边三角形，面积为

2 2 23 3( ) ( 1)
4 4

A x y x= = − ，

所求立体体积为

1 1 2 2

0 0

3 42 ( ) 2 ( 1) 3
4 15

V A x dx x dx= = − =∫ ∫ 。
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所属章节：第六章第五节

难度：二级

37．设有半径为 a的正圆柱体，一平面通过底圆中心且与底面构成 θ 角，得一圆柱楔形，求

它的体积。

解答：取平面与底圆交线为 x轴，底圆圆心为坐标原点，则垂直于 x轴的截面面积为

2 21( ) ( ) tan
2

A x a x θ= − ，

所求立体体积为

2 2 3

0 0

1 22 ( ) 2 ( ) tan tan
2 3

a a
V A x dx a x dx aθ θ= = − =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

38. 求下列诸曲线所围平面图形绕指定轴旋转所得的旋转体的体积：

（1） 4, 1, 4, 0xy x x y= = = = 所围图形绕 x轴；

（2） 2sin ,
π

y x y x= = 所围图形绕 x轴；

（3） 2 2, 8y x y x= = 所围图形绕 x轴，绕 y轴；

（4） 21 , 1, 2, 1
2

y x x x y= = = = − 所围图形绕直线 1y = − ；

（5） 2 2, 2y x y x= = − 所围图形绕 x轴；

（6） ln , 0, 2y x y x= = = 所围图形绕 x轴；

解答：（1）
4 2

1

4( ) 12V dx
x

π π= =∫ ；

（2）利用图形关于原点对称，
2

2 22
0

22 [(sin ) ( ) ]
6

V x x dx
π ππ

π
= − =∫ ；

（3）
2 44 4

0 0

48 1 24(8 ) ,  ( )
5 64 5x yV x x dx V y y dyπ π π π= − = = − =∫ ∫ ；

（4）
2 2 2

1

1 293( 1)
2 60

V x dxπ π= + =∫ ；

（5）利用图形关于 y轴对称，
1 2 2 2 2

0

162 [(2 ) ( ) ]
3

V x x dxπ π= − − =∫ ；
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（6）
2 2 2

1
(ln ) (2ln 2 4ln 2 2)V x dxπ π= = − +∫

（原参考答案为
3ln8
2

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

，有误？还是原题有误？如绕 y轴旋转，答案为
34ln 2
2

π⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

）

所属章节：第六章第五节

难度：二级

39．一平面图形由抛物线 2 2x y= + 与过点 ( )3,1 处的法线及 x轴、y轴所围成，求此平面图形

绕 x轴旋转所得旋转体的体积。

参考答案：
105 π.

2
（原参考答案有误？）

解答：法线方程为 2 7y x= − + ，所求体积为

3 32

0 2

113( 2 7) ( 2)
2

V x dx x dxπ π π= − + − − =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

40．由曲线 siny x= 与它在
π
2

x = 处的切线，以及 πx = 所围成平面图形绕 x轴旋转而成的旋转

体的体积。

解答： 2 2

2

1(1 sin )
4

V x dx
π

π π π= − =∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

41．证明：将图形 ( ),0a x b y y x≤ ≤ ≤ ≤ 绕 y轴旋转所得的旋转体体积为 ( )2π d .
b

y a
V xy x x= ∫

解答：如图，在 x处取一宽为 dx的小曲边梯形，小曲边梯形绕 y轴旋转所得的旋转体的体积

近似为 2 ( )x y x dxπ ⋅ ，这就是体积微元, 即

2 ( )dV x y x dxπ= ⋅ ，

于是平面图形绕 y轴旋转所成的旋转体的体积为



108

2 ( ) 2 ( )
b b

a a
V xy x dx xy x dxπ π= =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

42．用上题公式求下列旋转体体积：

（1） ( )21 , 0y x x y= − = 所围图形绕 y轴；

（2） ( )sin 0 π , 0y x x y= ≤ ≤ = 所围图形绕 y轴；

（3） 22 , , 0y x x y x y= − = = 所围图形绕 y轴。

解答：（1）
1 2

0
2 ( 1)

15
V x x x dx ππ= ⋅ − =∫ ；

（2） 2

0
2 sin 2V x xdx

π
π π= =∫ ；

（3）
1 2 2

0 1

52 2 (2 )
2

V x xdx x x x dxπ π π= ⋅ + ⋅ − =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

43．求下列各曲线段的弧长：

（1） ( )21 1 ln      1 e ;
4 2

y x x x= − ≤ ≤

（2） ( )2 1ln 1      0 ;
2x

y x x⎛ ⎞= − ≤ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

（题有误？）

（3）星形线 3 3cos , sinx a t y a t= = 的全长。

解答：（1）由于 21 1 ln
4 2

y x x= − ，
1 1'
2 2

y x
x

= − ，所以所求弧长为

2 2

1 1

1 1 1 11 ( ') ( )
2 2 4 4

e e
s y dx x dx e

x
= + = + = +∫ ∫ ；

（2）由于 2ln(1 )y x= − ， 2

2'
1

xy
x

−
=

−
，所以所求弧长为

1 1 2
22 2

20 0

1 11 ( ') ln3
1 2

xs y dx dx
x

+
= + = = −

−∫ ∫ ；

（3）由于 3 3cos , sinx a t y a t= = ， 2 2'( ) 3 cos sin , '( ) 3 sin cosx t a t t y t a t t= − = ，所以所求弧长为
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2 22 2
0 0

4 ( ') ( ') 4 3 sin cos 6s x y dt a t tdt a
π π

= + = =∫ ∫ 。

所属章节：第六章第五节

难度：二级

44．若 10N 的力能使弹簧伸长 1cm,现在使弹簧伸长 10cm，问需要作多少功？

解答：由虎克定律 F kx= ，得 1000k = ，即 ( ) 1000F x x= ，故所作的功为

0.1 0.1

0 0
( ) 1000 5W F x dx xdx= = =∫ ∫ （ N m⋅ ）。

所属章节：第六章第六节

难度：二级

45．半径为 1 的半球形水池，其中充满了水，把池内的水完全抽尽，问至少需要作多少功？

解答：以球心为坐标原点，垂直向下为 x轴正向，所求功为

1 2

0
(1 )

4
x xdx π

π − =∫
所属章节：第六章第六节

难度：二级

46．一容器上半段为圆柱形，下半段为半球形，其中有水，水面高度为圆柱体部分的一半，

该容器埋于地下，容器口离地面 3cm，求将其中水全部抽上地面所需的功。

参考答案：
89 πt m.
3

⋅

解答：（本题条件不足，没有圆柱体的高度及半径）；

所属章节：第六章第六节

难度：二级

47．有一水槽，其横截面为等腰梯形，两底的长分别为 80cm 和 40cm，高为 20cm，较长的

底在上面，当水盛满时，求横截面上一侧所受的水压力。

解答：以上底中心为坐标原点，垂直向下为 x轴正向，则右侧腰所在直线的方程为

0.4y x= − ，

压力元素为
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21000 2(0.4 ) (800 2000 )dP x x dx x x dx= ⋅ ⋅ − = − ，,

所求压力为

0.2 2

0

32(800 2000 )
3

P x x dx= − =∫ (kg)。

所属章节：第六章第六节

难度：二级

48．一个底为 10cm（此处单位应为mmmm），高为 12m 的等腰三角形闸门垂直置于水中，

底与水面相齐，求一侧所受的水压力。

解答：以三角形薄板的底的中点为坐标原点，垂直向下为 x轴正向，所求水压力为

12

0

5(10 ) 240
6
x xdx− =∫ （t）。

所属章节：第六章第六节

难度：二级

49．一个底为 80cm，高为 60cm 的等腰三角形薄板，垂直沉入水中，顶点在上，底边在下且

与水面平行；顶点离水面 30cm，求此薄板一侧所受的水压力（水的比重为 1000kg/m3 ）。

解答：以三角形薄板的顶点为坐标原点，垂直向下为 x轴正向，所求水压力为

0.6

0

4( 0.3) 1000 168
3

x x dx+ ⋅ ⋅ =∫ （kg）。

所属章节：第六章第六节

难度：二级

50．求一质量为 m的均匀半圆弧（半径为 R），对位于其圆心的单位质量的引力（设引力常数

为 k）

解答：圆弧的线密度为
m
R

ρ
π

= ，所求引力大小为

2 20

2sinR mkk d
R R

π ρ θ θ
π

=∫ ，

方向由圆心指向圆弧中点。

所属章节：第六章第六节

难度：二级
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51．求下列函数在指定区间上的平均值：

（1） 2cosy x x= 在 [ ]0, 2π 上；

（2） 2 e xy x −= 在 [ ]0, 2 上。

解答：(1)
 2 2 2 2

0 0

1 1 1 1 1cos ( sin 2 cos 2 )
2 2 4 4 8 2

x xdx x x x x
π π π

π π
= + + =∫ ；

(2)
2 2

0 20

1 1 32 [ 2 2 ] 1
2 2

x x xxe dx xe e
e

− − −= − − = −∫ 。

所属章节：第六章第六节

难度：二级

52．一杆长 8m，其线密度为
12 kg/m,

1x +
其中 x表示离杆一端的距离，求杆的平均密度。

解答：杆的平均密度为
8

8
00

1 12 3 1 6
8 1

dx x
x

= + =
+∫ (kg/m)。

所属章节：第六章第六节

难度：二级
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第七章 空间解析几何与向量代数

1．求点(2,－3,－1)关于：（1）各坐标面；（2）各坐标轴；（3）坐标原点的对称点.

解答：（1）xOy面： ( )2, 3,1− ，yOz面： ( )2, 3, 1− − − ，zOx面： ( )2,3, 1− ；

（2）x轴： ( )2,3,1 ，y轴： ( )2, 3,1− − ，z轴： ( )2,3, 1− − ；

（3） ( )2,3,1 .−

所属章节：第七章第一节

难度：一级

2．求点（4，－3，5）到坐标原点和各坐标轴的距离.

解答：点（4，－3，5）到坐标原点的距离为 2 2 2(4 0) ( 3 0) (5 0) 5 2− + − − + − = ，

点（4，－3，5）到 x轴的距离为 2 2 2(4 4) ( 3 0) (5 0) 34− + − − + − = ，

点（4，－3，5）到 y轴的距离为 2 2 2(4 0) ( 3 ( 3)) (5 0) 41− + − − − + − = ，

点（4，－3，5）到 z轴的距离为 2 2 2(4 0) ( 3 0) (5 5) 5− + − − + − = .

所属章节：第七章第一节

难度：一级

3．把两点（1，1，1）和（1，2，0）间的线段分成两部分，使其比等于 2：1，试求分点的

坐标.

解答：设分点坐标为 ( , , )x y z ，则由条件
1 1 1 2

1 2 0 1
x y z
x y z

− − −
= = =

− − −
，解得

5 11, ,
3 3

x y z= = = ，即所

求分点坐标为
5 11, ,
3 3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

所属章节：第七章第一节

难度：一级

4．设立方体的一个顶点在原点，三条棱分别在三条坐标轴的正半轴上，已知棱长为 a，求各
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顶点的坐标.

解答：各顶点的坐标为： ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0,0 , ,0,0 , 0, ,0 , 0,0, , , , , , ,0 , ,0, , 0, , .a a a a a a a a a a a a

所属章节：第七章第一节

难度：一级

5．在 yOz平面上求一点，使它与点 A（3，1，2），点 B（4，－2，－2）和点 C（0，5，1）

的距离相等.

解答：设所求点为 (0, , )P y z ，则由条件有 PA PB PC= = ，故

2 2 2 2 2 2 2 2 2(0 3) ( 1) ( 2) (0 4) ( 2) ( 2) (0 0) ( 5) ( 1)y z y z y z− + − + − = − + + + + = − + − + − ，

解得 1, 2y z= = − .即所求点为 (0,1, 2)− .

所属章节：第七章第一节

难度：一级

6．在 z轴上求一点，使它到点 A（－4，1，7）和点 B（3，5，－2）的距离相等.

解答：设所求点为 (0,0, )P z ，则由条件有 PA PB= ，故

2 2 2 2 2 2(0 4) (0 1) ( 7) (0 3) (0 5) ( 2)z z+ + − + − = − + − + + ，

解得
14
9

z = .即所求点为
14(0,0, )
9

.

所属章节：第七章第一节

难度：一级

7．已知向量 aaaa和 bbbb的夹角为 60°，且 5, 8,= =a ba ba ba b 试求 +a ba ba ba b 和 .−a ba ba ba b

解答：由于
2 2 2( ( 2 cos 129θ+ = + ⋅ + + + =a b a b) a b) = a b a ba b a b) a b) = a b a ba b a b) a b) = a b a ba b a b) a b) = a b a b ，代入已知条件，即可得

129+ =a ba ba ba b ；

又由于
2 2 2( ( 2 cos 49θ− = − ⋅ − + − =a b a b) a b) = a b a ba b a b) a b) = a b a ba b a b) a b) = a b a ba b a b) a b) = a b a b ，故 7− =a ba ba ba b .

所属章节：第七章第三节

难度：二级
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8．设向量 aaaa和 bbbb的夹角为
2 π
3

，且 3, 4,= =a ba ba ba b 试求：

（1） ⋅a ba ba ba b

（2） ( ) ( )3 2 2− ⋅ +a b a ba b a ba b a ba b a b

解答：（1） 2cos 3 4 cos 6
3

θ π⋅ ⋅ ⋅ = × × = −a b = a ba b = a ba b = a ba b = a b ；

（2） 2 2(3 2 ) ( 2 ) 3 4 4 61− ⋅ + = − + ⋅ −a b a b a b a b =a b a b a b a b =a b a b a b a b =a b a b a b a b = .

所属章节：第七章第三节

难度：二级

9．设 2 3 , 3 ,= + = −A a b B a bA a b B a bA a b B a bA a b B a b 其中 2, 1,= =a ba ba ba b 向量 aaaa和 bbbb的夹角为
π
3
，试求 ⋅A BA BA BA B及

Pr ojBAAAA .

解答：
2 2 2 2(2 3 ) (3 ) 6 3 7 6 3 7 cos 28θ⋅ = + ⋅ − = − + ⋅ = − + ⋅ ⋅ =A B a b a b a b a b a b a bA B a b a b a b a b a b a bA B a b a b a b a b a b a bA B a b a b a b a b a b a b ；

由于
2 2 2 2 2(3 ) (3 ) 9 6 9 6 cos 31θ= ⋅ − ⋅ − = + − ⋅ = + − ⋅ ⋅ =B B B = a b a b a b a b a b a bB B B = a b a b a b a b a b a bB B B = a b a b a b a b a b a bB B B = a b a b a b a b a b a b ，

所以
28 28 31Pr oj

3131B
⋅

= = =
A BA BA BA BAAAA
BBBB

.

所属章节：第七章第三节

难度：二级

10．设 2 , , 1, 2,k= + = + = =A a b B a b a bA a b B a b a bA a b B a b a bA a b B a b a b 且 ,⊥a ba ba ba b 问：

（1）k为何值时， ;⊥A BA BA BA B

（2）k为何值时，AAAA与 BBBB为邻边的平行四边形面积为 6.

解答：(1) 要使 ⊥A BA BA BA B ，则 0⋅ =A BA BA BA B ，即
2 2(2 ) ( ) 2 (2 ) 0k k k+ ⋅ + = + + + ⋅ =a b a b a b a ba b a b a b a ba b a b a b a ba b a b a b a b ，代

入条件即 2 4 0k + = ，解得 2k = − ；

（2）要使以 AAAA与 BBBB为邻边的平行四边形面积为 6，即 6× =A BA BA BA B ，代入条件即 2 3k− = ，

解得 1k = − 或 5.k =
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所属章节：第七章第四节

难度：二级

11．已知向量 aaaa+3bbbb垂直于向量 7aaaa－5bbbb,向量 aaaa－4bbbb垂直于向量 7aaaa－2bbbb,试求向量 aaaa与 bbbb的夹

角.

解答：因为 aaaa+3bbbb⊥7aaaa−5bbbb，aaaa−4bbbb⊥7aaaa−2bbbb，所以 (aaaa+3bbbb)⋅(7aaaa−5bbbb)=0, (aaaa−4bbbb)⋅(7aaaa−2bbbb)=0，

即 7|aaaa|2+16aaaa⋅bbbb−15|bbbb|2 =0, 7|aaaa|2−30aaaa⋅bbbb+8|bbbb|2 =0，

由以上两式可得

bbbbaaaabbbbaaaa ⋅== 2|||| ,

于是
2
1

||||
) ,cos( ^ =

⋅
⋅=
bbbbaaaa
bbbbaaaabbbbaaaa ，

3
) ,( ^ π=bbbbaaaa .

所属章节：第七章第三节

难度：二级

12．设 [ ], , 2,=a b ca b ca b ca b c 求： ( ) ( ) ( ), , .+ + +⎡ ⎤⎣ ⎦a b b c c aa b b c c aa b b c c aa b b c c a

解答： ( ) ( ) ( ) [ ], , [( ) ( )] ( ) ( ) ( ) 2 , , 4+ + + = + × + ⋅ + = × + × ⋅ + = =⎡ ⎤⎣ ⎦a b b c c a a b b c c a a b a c c a a b ca b b c c a a b b c c a a b a c c a a b ca b b c c a a b b c c a a b a c c a a b ca b b c c a a b b c c a a b a c c a a b c .

所属章节：第七章第四节

难度：二级

13．设 { } { }3, 2,6 , 2,1,0 ,= − = −a ba ba ba b 试求下列各向量的坐标：

（1） ;+a ba ba ba b （2） 1 ;
2

− bbbb （3） 1 .
3

+a ba ba ba b

解答：（1） { } { } { }3, 2,6 2,1,0 1, 1,6+ − − −a b = + =a b = + =a b = + =a b = + = ；

（2） { }1 1 12, 1,0 1, ,0
2 2 2

⎧ ⎫− − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

b = =b = =b = =b = = ；

（3） { } { }1 1 13, 2,6 2,1,0 1, ,2
3 3 3

⎧ ⎫+ − + − = −⎨ ⎬
⎩ ⎭

a b =a b =a b =a b = .

所属章节：第七章第二节

难度：一级
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14．求向量 2= + +a i j ka i j ka i j ka i j k的模以及它与坐标轴之间的夹角.

解答： 2 2 21 ( 2) 1 2= + + =aaaa ；

与坐标轴的夹角余弦分别为
1 1 2 2 1 1cos ,cos ,cos

2 2 2
α β γ= = = = = =

a a aa a aa a aa a a
，

故与坐标轴的夹角分别为 ° ° °60 , 45 , 60α β γ= = = .

所属章节：第七章第二节

难度：一级

15．已知一向量的起点是 A(2,－2,5),终点是 B(－1,6,7),试求：

（1）向量 AB
����

在各坐标轴上的投影；

（2）向量 AB
����

的模和方向余弦；

（3） AB
����

的单位向量.

解答：由于向量 { }3,8,2AB = −
����

，所以

（1）向量 AB
����

在各坐标轴上的投影为 3 8 2− ， ， ；

（2）向量 AB
����

的模 2 2 2( 3) 8 2 77− + + = ，

方向余弦为
3 8 2cos ,cos ,cos
77 77 77

α β γ= − = = ；

（3） AB
����

的单位向量
3 8 2, ,
77 77 77

AB
AB

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭

����
���� .

所属章节：第七章第二节

难度：一级

16．已知向量{ }3, 1, 2− 的起点坐标为（2，0，－5），求它的终点坐标.

解答：终点坐标为 ( ) ( ) ( )3, 1,2 2,0, 5 5, 1, 3− + − = − − .
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所属章节：第七章第二节

难度：一级

17． 已知向量的终点为 B（2，－1，7），它在坐标轴上的投影依次为 4、－4 和 7，求该向

量起点 A的坐标.

解答：起点 A的坐标 ( ) ( ) ( )2, 1,7 4, 4,7 2,3,0− − − = − .

所属章节：第七章第二节

难度：一级

18．已知向量 { } { }1,1,5 , 2, 3,5 ,= = −a ba ba ba b 求与 3−a ba ba ba b同向的单位向量.

解答：由于 { } { } { }3 1,1,5 3 2, 3,5 5,10, 10− = − − = − −a ba ba ba b ，

单位化，与 3−a ba ba ba b同向的单位向量为 { }3 1 1 2 25,10, 10 , ,
3 15 3 3 3

− ⎧ ⎫= − − = − −⎨ ⎬− ⎩ ⎭
a ba ba ba b
a ba ba ba b

.

所属章节：第七章第二节

难度：一级

19．设向量 { } { },5, 1 , 3, , ,l l m= − =a ba ba ba b 且 / /a ba ba ba b，试求 l与 m的值.

（题目与解答不统一）如果题目中向量为 { } { },5, 1 , 3,1,l m= − =a ba ba ba b ，则答案为
115, .
5

l m= = − 即

原参考答案，下面按原题解答.

参考答案：
115, .
5

l m= = −

解答：由于 / /a ba ba ba b，所以
5 1

3
l

l m
−

= = ，解得
1515,
5

l m= = − 或
1515,
5

l m= − = .

所属章节：第七章第二节

难度：一级

20．已知向量 3 2 , 2 3 ,= + + = − −a i j k b i j ka i j k b i j ka i j k b i j ka i j k b i j k 试求 ⋅a ba ba ba b与 .×a ba ba ba b

解答： 3 2 1 ( 3) 2 ( 1) 1⋅ = × + × − + × − =a ba ba ba b ；
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{ }3 1 2 5,7, 11
2 3 1

× = = −
− −

i j ki j ki j ki j k
a ba ba ba b .

所属章节：第七章第四节

难度：一级

21．已知 ( ) ( ) ( )1, 2,3 4, 4, 3 2, 4,3A B C− − −、 、 和 ( )8,6,6D ，试求向量 AB
����

在向量CD
����

上的投影.

解答： { }3, 2, 6AB = − −
����

， { }6,2,3CD =
����

，
4Pr oj
7CD

AB CDAB
CD
⋅

= = −����

���� ��������
���� .

所属章节：第七章第四节

难度：一级

22．设直线 L通过点（－2，1，3）和（0，－1，2），求点（10，5，10）到直线 L的距离.

解答：设 ( 2,1,3), (0, 1,2), (10,5,10)A B P− − ，点 P到直线 L的距离为 d，则

{ } { } { }12, 4, 7 , 10, 6, 8 , 2, 2, 1PA PB AB= − − − = − − − = − −
���� ���� ����

利用
1
2PABS PA PB∆ = ×
���� ����

，
1
2PABS AB d∆ = ×
����

，解得

10 2d = .

所属章节：第七章第四节

难度：二级

23．求点（1，－3，2）关于点（－1，2，1）的对称点.

解 答 ： 设 (1, 3,2), ( 1,2,1)A B− − ， 所 求 点 为 ( , , )C x y z ， 由 题 意 知 AB BC
→ →

= ， 即

{ } { }2,5, 1 1, 2, 1x y z− − = + − − ，解得 ( 3,7,0)C − .

所属章节：第七章第四节

难度：一级

24．求以向量 2 5 , 3 3 , 2 5= + = + = −a i j b j k c j ka i j b j k c j ka i j b j k c j ka i j b j k c j k为相邻三棱的平行六面体的体积.
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解答：由于

2 5 0
[ , , ] 0 3 3 42

0 2 5
= = −

−
a b ca b ca b ca b c ，所以所求六面体的体积为

[ , , ] 42V = =a b ca b ca b ca b c .

所属章节：第七章第四节

难度：三级

25．试证 ( ) ( ) ( )2, 1, 2 , 1, 2,1 , 2,3,0A B C− − 和 ( )5,0, 6D − 四点共面.

解答：由题意 { } { } { }1,3,3 , 0,4,2 , 3,1, 4AB AC AD= − = = −
���� ���� ����

，由于

1 3 3
[ , , ] 0 4 2 0

3 1 4
AB AC AD

−
= =

−

���� ���� ����
，

所以 , , ,A B C D四点共面.

所属章节：第七章第四节

难度：三级

26．确定球面 2 2 2 2 4 4 7 0x y z x y z+ + − + − − = 的球心和半径.

参考答案：球心 ( )1, 2, 2 , 4.R− = （本题参考答案有误）

解答：将原方程 2 2 2 2 4 4 7 0x y z x y z+ + − + − − = 配方，得 2 2 2( 1) ( 2) ( 2) 9x y z− + + + − = ，故球

心为 (1, 2,2)− ，半径为 3R = .

所属章节：第七章第五节

难度：一级

27．一球面过坐标原点和 ( ) ( ) ( )2,0,0 1,1,0 1,0, 1A B C −、 、 三点，试确定该球面的方程.

参考答案： ( )2 2 21 1.x y z− + + =

解答：设球面的方程为 2 2 2 2
0 0 0( ) ( ) ( )x x y y z z R− + − + − = ，将它所经过的四个点的坐标代入，
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即可解得 0 0 01, 0, 1x y z R= = = = ，即球面方程为 ( )2 2 21 1x y z− + + = .

所属章节：第七章第五节

难度：二级

28．试求与 ( ) ( )1 22, 1,3 4,1, 2M M− −、 距离相等的点的轨迹方程.

参考答案： 4 4 10 7.x y z+ − =

解答：设动点坐标为 ( , , )P x y z ，则由条件有 1 2PM PM= ，故有

2 2 2 2 2 2( 2) ( 1) ( 3) ( 4) ( 1) ( 2)x y z x y z− + + + − = − + − + + ，

化简得 4 4 10 7x y z+ − = .

所属章节：第七章第五节

难度：一级

29．指出下列方程所表示的曲面：

（1）
2 21 1 1 ;

2 2 2
x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（2）

2 2

1;
4 9
x y

− =

（3）
2 2

1;
4 9
y z

+ = （4） 22z y= +

解答：（1）母线平行于 z轴的圆柱面；

（2）母线平行于 z轴的双曲柱面；

（3）母线平行于 x轴的椭圆柱面；

（4）母线平行于 x轴的抛物柱面.

所属章节：第七章第五节

难度：一级

30．说明下列旋转曲面是如何形成的并写出其名称：

（1）
2

2 2 1;
4
yx z+ − = （2） 2 2 4 ;x y z+ =
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（3）
2 2 2

1;
16 9
z x y+

− = （4） 2 2 24x y z+ =

解答：（1）旋转单叶双曲面，它是由双曲线

2
2 1,

4
0

yx

z

⎧
− =⎪

⎨
⎪ =⎩

或

2
2 1,

4
0

yz

x

⎧
− =⎪

⎨
⎪ =⎩

绕 y轴旋转而成；

（2）旋转抛物面，它由抛物线
2 4 ,

0
x z
y

⎧ =
⎨

=⎩
或

2 4 ,
0

y z
x

⎧ =
⎨

=⎩
绕 z轴旋转而成；

（3）旋转双叶双曲面，它是由双曲线

2 2

1,
16 9

0

z x

y

⎧
− =⎪

⎨
⎪ =⎩

或

2 2

1,
16 9

0

z y

x

⎧
− =⎪

⎨
⎪ =⎩

绕 z轴旋转而成；

（4）圆锥面，它由相交的两条直线
2 24 ,

0
x z
y

⎧ =
⎨

=⎩
或

2 24 ,
0

y z
x

⎧ =
⎨

=⎩
绕 z轴旋转而成.

所属章节：第七章第五节

难度：一级

31．建立下列旋转曲面的方程：

（1）曲线
2 5

: ,
0

z x
L

y
⎧ =
⎨

=⎩
绕 x轴旋转一周所生成的旋转曲面；

（2）yOz平面上的椭圆
2 2

1
4 9
y z

+ = 绕 z轴旋转一周所生成的曲面；

（3）xOy平面上的双曲线 2 24 9 36x y− = 绕 y轴和 x轴旋转一周所生成的曲面；

（4）直线
2

,
0

y x
z
=⎧

⎨ =⎩
绕 x轴旋转一周所生成的曲面.

解答：（1） 2 2 5 ;y z x+ =

（2）
2 2 2

1;
4 4 9
x y z

+ + =

（3）绕 y轴： 2 2 24 9 4 36,x y z− + =

绕 x轴： 2 2 24 9 9 36;x y z− − =

（4） 2 2 24 0.x y z− − =
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所属章节：第七章第五节

难度：一级

32．指出下列方程所表示的曲线：

（1）
2 2 2 25.

3;
x y z
x

⎧ + + =
⎨

=⎩
（2） ( ) ( )2 2 21 4 25,

1 0;

x y z
y

⎧ − + + + =⎪
⎨

+ =⎪⎩

（3）

2 2

1;9 4
2 0

y z

x

⎧
− =⎪

⎨
⎪ − =⎩

（4）
2 4

;
1

x y
z

⎧ =
⎨

=⎩

（5）

2 2 2

1;16 9 4
2 0.

x y z

x

⎧
+ + =⎪

⎨
⎪ − =⎩

解答：（1）平面 x=3 上的圆；

（2）平面 y=－1 上的圆；

（3）平面 x=2 上的双曲线；

（4）平面 z=1 上的抛物线；

（5）平面 x=2 上的椭圆.

所属章节：第七章第五节

难度：一级

33．求曲线
2 2 2 36,

2
x y z
z

⎧ + + =
⎨

=⎩
在 xOy平面上的投影曲线.

（原参考答案有误）

解答：在所给方程中消去 z，得 2 2 12x y+ = ，加上 0z = ，即得
2 2 32

0
x y
z

⎧ + =
⎨

=⎩
.

所属章节：第七章第五节

难度：一级

34．求曲线
2 2 ,

1
z x y
x y z

⎧ = +
⎨

+ + =⎩
在 xOy平面上的投影曲线.
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解答：在所给方程中消去 z，得
2 21 1 3

2 2 2
x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
，加上 0z = ，即得

2 21 1 3
2 2 2

0

x y

z

⎧⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + =⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎪ =⎩

.

所属章节：第七章第五节

难度：一级

35．求下列曲线在 xOy平面上的投影：

（1）
2 2 2

2 2 2

4 1,

;

x y z
x y z

⎧ + + =⎪
⎨

= +⎪⎩
（2）

2 2

2 2 2

4,

1.

x y
x y z

⎧ + =⎪
⎨

− + = −⎪⎩

解答：（1）在所给方程中消去 z，得 2 25 3 1x y− = ，加上 0z = ，即得
2 25 3 1
0

x y
z

⎧ − =
⎨

=⎩
；

（2）在所给方程中消去 z ，得 2 2 4x y+ = ，加上 0z = ，另外由 2 2 2 1x y z− + = − 知

2 2 2 1y x z= + + ，故 1y ≥ ，于是投影曲线为
2 2 4

0
x y
z

⎧ + =
⎨

=⎩
且 1y ≥ .

所属章节：第七章第五节

难度：二级

36．求曲线
( )

2 2 2

22 2

1,

1 1

x y z

x y z

⎧ + + =⎪
⎨

+ + − =⎪⎩
在各坐标面上的投影：????

解答：xOy面：
2 2 3 ,

,4
0

x y

z

⎧ + =⎪
⎨
⎪ =⎩

yOz面：
2 1 0,

0
z
x

− =⎧
⎨ =⎩

且
3 ;

2
y ≤

xOz面：
2 1 0,

0
z
y
− =⎧

⎨ =⎩
且

3 .
2

x ≤

所属章节：第七章第五节

难度：二级

37．求下列各平面的方程：
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（1）平行与（于）Oy轴，且通过点（1，－5，1）和（3，2，－2）；

（2）通过 Ox轴和点（4，－3，－1）；

（3）平行于 xOz平面，且通过点（3，2，－7）.

解答：（1）由于所求平面平行于 Oy轴，故可设方程为 0Ax Cz D+ + = ，将另外两点坐标代入

即得3 2 5 0x z+ − = ；

（2）由于所求平面通过 Ox 轴，故可设方程为 0By Cz+ = ，将另一点坐标代入即得

3 0y z− = ；

（3）由于所求平面平行于 xOz平面，故可设方程为 0By D+ = ，又通过点 (3,2, 7)− ，故

2y = .

所属章节：第七章第六节

难度：一级

38. 设点 P（3，－6，2）为原点到一平面的垂足，求该平面的方程.

解答：法向量为 { }3, 6,2n OP
→

= = −
�

，所求平面的方程为3( 3) 6( 6) 2( 2) 0x y z− − + + − = ，即

3 6 2 49 0x y z− + − = .

所属章节：第七章第六节

难度：一级

39．求通过两点（8，－3，1）和（4，7，2），且垂直于平面3 5 21 0x y z+ − − = 的平面方程.

解答：由条件可设法向量为

{ } { } { }4,10,1 3,5, 1 15, 1, 50n = − × − = − − −
�

，

由点法式方程得

15 50 167 0x y z+ + − = .

所属章节：第七章第六节

难度：二级
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40．求通过点 ( )1, 2,1P 且垂直于两平面 0x y+ = 和5 0y z+ = 的平面方程.

解答：由条件可设法向量为

{ } { } { }1,1,0 0,5,1 1, 1,5n = × = −
�

，

由点法式方程得

5 4 0x y z− + − = .

所属章节：第七章第六节

难度：二级

41．求一个通过点 ( )1, 5,1− 和 ( )3, 2, 1− 且平行 y轴的平面方程.

解答：由条件可设法向量为

{ } { } { }2,7, 2 0,1,0 2,0,2n = − × =
�

，

由点法式方程得

2 0x z+ − = .

所属章节：第七章第六节

难度：二级

42．求 a和 b的值，使：

（1）平面 2 3 5 0x ay z+ + − = 与 6 2 0bx y z− − + = 平行；

（2）平面3 5 3 0x y az− + − = 与 3 2 5 0x y z+ + + = 垂直.

解答：（1）要使平面 2 3 5 0x ay z+ + − = 与 6 2 0bx y z− − + = 平行，则两个法向量平行，故有

2 3
6 1
a

b
= =
− −

，解得
218,
3

a b= = − ；

（2）要使平面 3 5 3 0x y az− + − = 与 3 2 5 0x y z+ + + = 垂直，必须两个法向量垂直，故有

3 1 ( 5) 3 2 0a× + − × + × = ，解得 6a = .

所属章节：第七章第六节

难度：一级
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43．求过点（2，－3，8）且平行于直线
2 4 3

3 2 5
x y z− − +

= =
−

的直线方程.

解答：由于两直线平行，方向向量相同，故得所求直线方程
2 3 8

3 2 5
x y z− + −

= =
−

.

所属章节：第七章第七节

难度：一级

44．求过点（4，－2，3）且垂直于平面 2 3 1 0x y z+ − + = 的直线方程.

解答：由于所求直线垂直于已知平面，它的方向向量与该平面的法向量相同，即 { }1,2, 3s = −
�

，

于是所求方程为
4 2 3

1 2 3
x y z− + −

= =
−

.

所属章节：第七章第七节

难度：一级

45．求过点（－1，2，1）且平行于直线
2 1 0,

2 1 0
x y z
x y z
+ − − =⎧

⎨ + − + =⎩
的直线方程.

解答：已知直线的方向向量为 { } { } { }1,1, 2 1,2, 1 3, 1,1s = − × − = −
�

，所求直线方向向量与它相同，

于是所求直线方程为
1 2 1

3 1 1
x y z+ − −

= =
−

.

所属章节：第七章第七节

难度：二级

46．试求下列直线的标准方程：

（1）
2 4 0,
3 2 9 0;
x y z
x y z
− + =⎧

⎨ − − + =⎩
（2）

3 5 0;
2 8 0.

x z
y z
− + =⎧

⎨ − + =⎩

解答：（1）令 0x = ，代入方程，求得直线上一点坐标为 (0,1,4)，

方向向量为 { } { } { }2, 4,1 3, 1, 2 9,7,10s = − × − − =
�

，

于是标准方程为
1 4 ;

9 7 10
x y z− −
= =

（2）令 0z = ，代入方程，求得直线上一点坐标为 ( 5, 8,0)− − ，

方向向量为 { } { } { }1,0, 3 0,1, 2 3,2,1s = − × − =
�

，
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于是标准方程为
5 8 .

3 2 1
x y z+ +

= =

所属章节：第七章第七节

难度：二级

47．确定下列直线与平面的位置关系：

（1） 3 4
2 7 3
x y z+ +

= =
−

与 4 2 2 3 0;x y z− − − =

（2）
3 2 7
x y z
= =

− −
与 6 4 14 9 0.x y z− + − =

解答：（1）直线的方向向量 { }2,7, 3s = −
�

，平面的法向量 { }4, 2, 2n = − −
�

，易证 s n⊥
� �

，故所给

直线与平面平行；

（2）直线的方向向量 { }3,2, 7s = − −
�

，平面的法向量 { }6, 4,14n = −
�

，易证 s n� �� ，故所给直线与

平面垂直.

所属章节：第七章第七节

难度：一级

48．确定下列直线间的平行或垂直关系：

（1）
2 7,

2 7
x y z
x y z
+ − =⎧

⎨− + + =⎩
与

3 6 3 8,
2 0.
x y z
x y z
+ − =⎧

⎨ − − =⎩

（2）
2 1,

2 1
x y
y z
+ =⎧

⎨ − =⎩
与

1,
2 3.

x y
x z
− =⎧

⎨ − =⎩

解答：（1）直线
2 7,

2 7
x y z
x y z
+ − =⎧

⎨− + + =⎩
的方向向量为 { }1 1 2 1 3,1,5

2 1 1

i j k
s = − =

−

�
，

直线
3 6 3 8,
2 0.
x y z
x y z
+ − =⎧

⎨ − − =⎩
的方向向量为 { }2 3 6 3 9, 3, 15

2 1 1

i j k
s = − = − − −

− −

�
，

由于它们平行，所以两条直线平行；

（2）直线
2 1,

2 1
x y
y z
+ =⎧

⎨ − =⎩
的方向向量为 { }1 1 2 0 2,1,2

0 2 1

i j k
s = = −

−

�
，
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直线
1,

2 3.
x y
x z
− =⎧

⎨ − =⎩
的方向向量为 { }2 1 1 0 2,2,1

1 0 2

i j k
s = − =

−

�
，

由于它们垂直，所以两条直线垂直.

所属章节：第七章第七节

难度：二级

49．求直线
2 2 1

3 1 2
x y z+ − +

= = 与平面 2 3 3 8 0x y z+ + − = 的交点和交角.

参考答案： ( ) 9 771,1,1 ,arcsin .
154

（参考答案有误？）

解答：将直线方程
2 2 1

3 1 2
x y z+ − +

= = 改写成参数形式

3 2
2

2 1

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = − +⎨
⎪ = −⎩

，代入所给平面方程

2 3 3 8 0x y z+ + − = ，解得 1t = ，再代回直线方程，即得交点 (1,1,1)；

由于直线的方向向量为 { }3,1,2s =� ，平面的法向量 { }2,3,3n =� ，所以交角的正弦为

15 15 77sin
15414 22

s n
s n

ϕ
⋅

= = =
⋅ ⋅

� �
� � ，于是交角为

15 77arcsin
154

.

所属章节：第七章第七节

难度：二级

50．求点（3，－1，－1）在平面 2 3 30 0x y z+ + − = 上的投影.

解答：过已知点 ( )3, 1, 1− − 向已知平面作垂线
3 1 1

1 2 3
x y z− + +

= = ，参数形式为

3
2 1
3 1

x t
y t
z t

= +⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

，代入

已知平面解得参数
16
7

t = ，于是交点也即所求投影点为
37 25 41, ,
7 7 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

所属章节：第七章第七节

难度：二级
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51．求点（2，3，1）在直线
7 2 2

1 2 3
x y z+ + +

= = 上的投影.

解答：过已知点作垂直于已知直线的平面 ( 2) 2( 1) 3( 1) 0x y z− + − + − = ，

再将已知直线的参数方程

7
2 2
3 2

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = −⎨
⎪ = −⎩

代入，即得参数 2t = ，两者交点即所求投影点为 ( 5,2,4)− .

所属章节：第七章第七节

难度：二级

52．在平面 1x y z+ + = 上求作一直线，使它与直线 1, 1y z= = − 垂直相交.

解答：由于所求直线与直线 1, 1y z= = − 垂直，故可作平面平行与该已知直线，得平面方程

0x x= ，联立已知平面方程 1x y z+ + = ，得一条直线 0

1
x x

x y z
=⎧

⎨ + + =⎩
，又由于所求直线与直线

1, 1y z= = − 相交，将 1, 1y z= = − 代入直线方程 0

1
x x

x y z
=⎧

⎨ + + =⎩
，可得 0 1x = ，于是所求直线方程

为
1

1
x

x y z
=⎧

⎨ + + =⎩
，即

1 1 1
0 1 1
x y z− − +

= =
−

.

所属章节：第七章第七节

难度：三级

53．通过点（－1，0，4）作一直线，使它平行于平面3 4 10 0,x y z− + − = 且与直线
1 3

3 1 2
x y z+ −

= =

相交.

解答：过点（－1，0，4）作一平面，使它平行于平面3 4 10 0x y z− + − = ，得3 4 1 0x y z− + − = ，

由于所求直线与已知直线
1 3

3 1 2
x y z+ −

= = 相交，将已知直线方程化为参数方程

3 1
3

2

x t
y t
z t

= −⎧
⎪ = +⎨
⎪ =⎩

，

代入平面方程3 4 1 0x y z− + − = ，得交点
41 37 32( , , )
7 7 7

，此为所求直线上另一点，过两点作出直

线
1 4

48 37 4
x y z+ −

= = ，即为所求.
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所属章节：第七章第七节

难度：三级

54．求两异面直线
1 1

1 1 2
x y z+ −

= = 和
1 2

1 3 4
x y z+ −
= = 之间的距离.

解答：分别在两条已知直线上任取一点，如取 ( 1,0,1), (0, 1,2)P Q− − ，连接两点得向量

{ }1, 1,1PQ
→

= − ，作与两条已知直线都垂直的向量 { } { } { }1,1,2 1,3,4 2, 2,2s = × = − −
�

，

则所求距离为
2 3Pr

312s

PQ s
d oj PQ

s

→

→
⋅

= = = =�

�

� .

所属章节：第七章第七节

难度：三级

55．一直线通过点（1，2，1）并与
2
x y z= = − 相交，且垂直于直线

1 1,
3 2 1
x y z− +

= = 求它的方

程.

解答：过已知点 (1,2,1)P 作垂直于已知直线
1 1

3 2 1
x y z− +

= = 的平面，得

: 3 2 8 0x y zπ + + − = ，

它与已知直线
2
x y z= = − 交于点

16 8 8( , , )
7 7 7

Q − ，连接 ,P Q，即得所求直线

1 2 1
3 2 5

x y z− − −
= =

−
.

所属章节：第七章第七节

难度：二级

56．求通过直线
0,

2 0
x y
x y z
+ =⎧

⎨ − + − =⎩
且平行于直线 x y z= = 的平面方程.

解答：过直线
0,

2 0
x y
x y z
+ =⎧

⎨ − + − =⎩
的平面束为 ( 2) 0x y x y zλ+ + − + − = ，即

(1 ) (1 ) 2 0x y zλ λ λ λ+ + − + − = ，由于它与直线 x y z= = 平行，故 (1 ) (1 ) 0λ λ λ+ + − + = ，解得

2λ = − ，于是所求平面方程为 3 2 4 0x y z− + − = .
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所属章节：第七章第七节

难度：二级

57．求通过直线
2 4 0,
3 2 9 0
x y z
x y z
− + =⎧

⎨ − − − =⎩
且垂直于平面 4 1x y z− + = 的平面方程.

解答：过直线
2 4 0
3 2 9 0
x y z
x y z
− + =⎧

⎨ − − − =⎩
的平面束为 2 4 (3 2 9) 0x y z x y zλ− + + − − − = ，即

(2 3 ) ( 4 ) (1 2 ) 9 0x y zλ λ λ λ+ + − − + − − = ，由于它垂直于平面 4 1x y z− + = ，故两者的法向量平

行，解得
13
11

λ = − ，代回平面束方程，即得所求平面方程17 31 37 117 0x y z+ − − = .

所属章节：第七章第七节

难度：二级

58．过两平面 0x y z+ − = 和 2 0x y z+ + = 的交线，作两个互相垂直的平面，且使其中一个平

面通过点 A（0，1，－1）.

解答：过两平面 0x y z+ − = 和 2 0x y z+ + = 的交线的平面束方程为 ( 2 ) 0x y z x y zλ+ − + + + = ，

即 (1 ) (1 2 ) ( 1 ) 0x y zλ λ λ+ + + + − + = ，由于其中一个平面经过点 (0,1, 1)A − ，将此点坐标代入平

面束方程，得 2λ = − ，得到一个平面 3 3 0x y z+ + = ，

由于平面束中的另一个平面与上面平面垂直，利用法向量垂直，解得9 8 11 0x y z+ − = .

所属章节：第七章第七节

难度：三级
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第八章 多元函数的定义

1．求下列函数的定义域，并作图表示：

（1） arcsin ;
3
xz xy= + （2） ( )2ln 4 8 ;z y x= − +

（3） ;z x y= + （4） ;z x y= −

（5） ( )2 2 2

2 2 2

1 0 ;z R x y R r
x y r

= − − + > >
+ −

（6） 1 .
ln

z
xy

=

解答： 本题图略

（1）
3 0, 0 3,

0, 0;
x x

y y
− ≤ ≤ ≤ ≤⎧ ⎧
⎨ ⎨≤ ≥⎩ ⎩

（2） ( )2 4 2y x> − ；

（3） ,0x y< +∞ ≤ < +∞；

（4） x y≥ 且 0y ≥ ；

（5） 2 2 2 2r x y R< + ≤ ；

（6） 1.xy >

所属章节：第八章第一节

难度：一级

2．试用不等式表示由抛物线 2y x= 和 2y x= 所围成的区域（含边界）。

解答： 20 1, .x x y x≤ ≤ ≤ ≤

所属章节：第八章第一节

难度：一级

3．设 ( ), ,xf x y xy
y

= + 求
1 ,3
2

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

及 ( )1, 1 .f −

解答： ( )1 5,3 , 1, 1 2.
2 3

f f⎛ ⎞ = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

所属章节：第八章第一节

难度：一级
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4．设 ( ) 2 2, tan ,xf x y x y xy
y

= + − 求 ( ), .f tx ty

解答： ( ) ( )2, , .f tx ty t f x y=

所属章节：第八章第一节

难度：一级

5．设 2 2, ,xf x y x y
y

⎛ ⎞
+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
求 ( ), .f x y

解答： 令
1

    
1

uvu x y x
vxv uyy
v

⎧= +⎧ =⎪⎪ ⎪ +⇒⎨ ⎨=⎪ ⎪ =⎩ ⎪ +⎩

，代入原式得

2
2 2 ( 1)( , ) ( ) ( )

1 1 1
uv u u vf u v
v v v

−
= − =

+ + +
，

即
2 ( 1)( , )

1
x yf x y
y

−
=

+

注：如果题目是“设 2 2 ,, yf x y
x

x y⎛ ⎞ =⎟
⎠

−+⎜
⎝

求 ( ), .f x y ”则答案为

令
1

    
1

uu x y x
v

y uvv yx v

⎧= + =⎧ ⎪⎪ ⎪ +⇒⎨ ⎨
=⎪ ⎪ =⎩ ⎪ +⎩

，代入原式得

2
2 2 (1 )( , ) ( ) ( )

1 1 1
u uv u vf u v
v v v

−
= − =

+ + +
，

即
2 (1 )( , )

1
x yf x y
y
−

=
+

。

所属章节：第八章第一节

难度：一级

6．设 ( )
2 2

, 0 ,
x yyf x y

x y
+⎛ ⎞ = >⎜ ⎟

⎝ ⎠
求 ( ) .f x

解答：因为
2 2 21 ( / )

/
x y y xyf

x y y x
+ +⎛ ⎞ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，



85

所以 ( )
21 ( )x

f x
x
+

= 。

所属章节：第八章第一节

难度：一级

7．设 ( )1 ,z y f x= + − 若当 y=1 时 z=x，求函数 f和 z.

解答： ( )1 1x f x= + −

( ) 21 1 ( 1) 2( 1)f x x x x− = − = − + −

( ) 2 2f x x x= +

1.z y x= + −

所属章节：第八章第一节

难度：二级

8．求下列函数的间断点或间断线：

（1）
2 2

1 ;z
x y

=
+

（2） 1 1 ;
sin π sin π

z
x y

= +

（3） 2

1 ;
2

z
y x

=
−

（4） 1 .z
x y

=
−

解答：（1） ( )0,0 ；

（2） x n= 或 ( ), 0, 1, 2,y m m n= = ± ± ⋅⋅⋅ ；

（3） 2 2y x= ；

（4） .x y=

所属章节：第八章第二节

难度：一级

9．求下列函数在指定点处的偏导数：

（1）设 ( ) ( ), 1 ,yf x y x y= + 求 ( )1,1xf 和 ( )1,1 ;yf

（2）设 ( ), l n ,
2
yf x y x
x

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

求 ( )1,0 ;xf

（3）设 2 2 ,z x y x y= + − + 求 3
4
;x

y

z
x =

=

∂
∂
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（4）设 ( )1 a r c s i n ,xz x y
y

= + − 求 1 .y
z
x =
∂
∂

解答：(1) ( ) ( )1,1 1, 1,1 2ln 2 1x yf f= = + ;

(2) ( )1,0 1xf = ;

(3) 3
4

2
5x

y

z
x =

=

∂
=

∂
;

(4) 1 1.y
z
x =
∂

=
∂

所属章节：第八章第三节

难度：一级

10．求下列函数对每个自变量的偏导数：

（1） ;xz xy
y

= + （2） 3 3 3 ;z x y xy= + −

（3） sin ;x y xz
x y y
+

=
−

（4） arctan ;yz x=

（5）
3

;yz x y
x

= + （6） e ;
e e

xy

x yz =
+

（7）
2 2

;xz
x y

=
+

（8） ln tan .xz
y

=

解答：

（1） 2

1 ,x y
xz y z x

y y
= + = − ;

（2） 2 23 3 , 3 3x yz x y z y x= − = − ；

（3）
( ) ( )2

2 sin cosx
y x x y xz

y y x y yx y
+

= − +
−−

；

( )
( )
( )2 2

2 sin cosy

x x yx x xz
y y x y yx y

+
= −

−−
；

（4）
( ) ( )

ln,
2 1 2 1

y y

x yy y

y x x xz z
x x x

= =
+ +

；

（5）
4 1
3 2

3

1 1 1,
3 2x yz y x y z xy

x
− −

= − = + ；
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（6）
( )
( )

( )
( )2 2

e e e e e e e e
,

e e e e

xy x y x xy x y y

x yx y x y

y y x x
z z

+ − + −
= =

+ +
；

（7）
( ) ( )

2

3/2 3/22 2 2 2
,x y

y xyz z
x y x y

= = −
+ +

；

（8） 2

2 2 2 2csc , csc .x y
x x xz z

y y y y
= = −

所属章节：第八章第三节

难度：一级

11．求曲线

2 2

,4
4

x yz

y

⎧ +
=⎪

⎨
⎪ =⎩

在点（2，4，5）处的切线与 Ox轴的夹角。

解答：
2

4

4
4

x x
y

xz

⎧
⎪ =
⎪

=⎨
⎪
⎪ = +
⎩

,切向量为 (2,4,5) (2,4,5)(1,0, ) (1,0,1)
2
xT = =

uv
。Ox轴的方向向量为 i

v

则
1cos
2

T i
T i

α
⋅

= =
⋅

uv v
uv v ，

π .
4

α =

所属章节：第八章第三节

难度：二级

12．求曲线
2 21 ,

1
z x y
x

⎧ = + +⎪
⎨

=⎪⎩
在点 ( )1,1, 3 处的切线与法平面方程。

解答：

2

1

2

x

y y

z y

⎧ =
⎪⎪ =⎨
⎪

= +⎪⎩

，则曲线的切向量为
(1,1, 3) (1,1, 3)2

3(0,1, ) (0,1, )
32

yT
y

= =
+

uv

则切线方程为
( )33 1 ,3

1

z y

x

⎧
− = −⎪

⎨
⎪ =⎩

法平面的方程 3 2 3 0.y z+ − =

所属章节：第八章第三节

难度：二级

13．求下列函数的二阶偏导数：

（1） ( )2sin ;z ax by= + （2） ln ;xz y=
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（3） ;yz x= （4） arctan .
1
x yz
xy
+

=
−

解答：

（1） ( ) ( ) ( )2 sin cos sin 2 ,xz a ax by ax by a ax by= + + = +

( ) ( ) ( )2 sin cos sin 2 ;yz b ax by ax by b ax by= + + = +

( ) ( ) ( )2 22 cos 2 , 2 cos 2 , 2 cos ;xx yy xyz a ax by z b ax by z ab ax by= + = + = +

（2） ln ln 1ln , lnx x
x yz y y z y x−= =

( ) ( )ln ln 2 ln
2

ln 1 ln ln ln 1, ln ln 1 , ;x x x
xx yy xy

y y x yz y z y x x z y
x xy

−− +
= = − =

（3） 1, lny y
x yz yx z x x−= =

( ) ( )2 2 11 , ln , 1 lny y y
xx yy xyz y y x z x x z x y x− −= − = = +

（4） 2 2
2

1 1 ( ) 1
(1 ) 11 ( )

1

x
xy y x yz x y xy x

xy

− + +
= ⋅ =

+ − ++
−

同理 2

1
1yz y

=
+

( ) ( )2 22 2

2 2, , 0.
1 1

xx yy xy yx
x yz z z z
x y

= − = − = =
+ +

所属章节：第八章第三节

难度：一级

14．设 ( )ln ,z x xy= 求
2

2

z
x
∂
∂

和
2

.z
x y
∂
∂ ∂

解答： ln( ) 1xz xy= +

1 1, .xx xyz z
x y

= =

所属章节：第八章第三节

难度：二级

15．设 ( )2 2ln ,z x y= + 求
2 2

2 2 .z z
x y
∂ ∂

+
∂ ∂
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解答： ( )2 2 2 21ln ln( )
2

z x y x y= + = +

2 2 2 2,x y
x yz z

x y x y
= =

+ +

2 2 2 2

2 2 2 2,xx yy
y x x yz z
x y x y

− −
= =

+ +

0.xx yyz z+ =

所属章节：第八章第三节

难度：二级

16．设 ( )ln ,z x y= + 证明
1 .
2

z zx y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

解答：
1 1 1 1 1 1,
2 2

z z
x yx y x x y y
∂ ∂

= ⋅ = ⋅
∂ ∂+ +

1 1 1 1 1 1 1
2 2 2

z zx y x y
x y x y x x y y
∂ ∂

+ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
∂ ∂ + +

所属章节：第八章第三节

难度：二级

17．设
2

e ,xyz
−

= 证明 2 0.z zx y
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

解答：
2 22 3e , 2 exy xyz zy x y

x y
− −− −∂ ∂

= = −
∂ ∂

2 22 22 2 e ( 2 e ) 0.xy xyz zx y x y x y
x y

− −− −∂ ∂
+ = + − =

∂ ∂

所属章节：第八章第三节

难度：二级

18．验证 e cosxz y= 满足方程
2 2

2 2 0.z z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

解答： e cos , e sinx xz zy y
x y
∂ ∂

= = −
∂ ∂

2 2

2 2e cos , e cosx xz zy y
x y
∂ ∂

= = −
∂ ∂
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2 2

2 2 0.z z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

所属章节：第八章第三节

难度：二级

19．设 ,x yu x
y z
−

= +
−

证明 1.u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

解答： 2 2

11 , , .
( ) ( )

u u z x u x y
x y z y y z z y z
∂ ∂ − ∂ −

= + = =
∂ − ∂ − ∂ −

1.u u u
x y z
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

所属章节：第八章第三节

难度：二级

20．设 ( )ln e +e ,x yz = 证明

22 2 2

2 2 0.z z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⋅ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

解答： ,
x y

x y x y

z e z e
x e e y e e
∂ ∂

= =
∂ + ∂ +

2 2 2

2 2 2 2 2, , .
( ) ( ) ( )

x y x y x y

x y x y x y

z e e z e e z e e
x e e x y e e y e e
∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅

= = − =
∂ + ∂ ∂ + ∂ +

22 2 2

2 2 0.z z z
x y x y

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⋅ − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

所属章节：第八章第三节

难度：二级

21．求函数 2 3z x y= 当 2, 1, 0.02, 0.01x y x y= = − ∆ = ∆ = − 时的全增量和全微分。

解答： (2.02, 1.01) (2, 1) 0.204.z z z∆ = − − − ≈ −

d (2, 1) (2, 1) 4 0.02 12 0.01 0.2x yz z x z y= − ∆ + − ∆ = − ⋅ − ⋅ = −

所属章节：第八章第五节

难度：一级

22．求函数
yz
x

= 当 2, 1, 0.1, 0.2x y x y= = ∆ = ∆ = 时的全增量和全微分。

解答： (2.1,1.2) (2,1) 0.071.z z z∆ = − ≈
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1 1d (2,1) (2,1) 0.1 0.2 0.075
4 2x yz z x z y= ∆ + ∆ = − ⋅ + ⋅ =

所属章节：第八章第五节

难度：一级

23．求下列各函数的全微分：

（1） ;xz
y

= （2） ( )2 2ln ;z x y= +

（3）
2 2

;xz
x y

=
+

（4） arctan ;yz
x

=

（5） ( ) ;zu xy= （6）

1

.
zxu

y
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

解答：（1） 2

1d d dxz x y
y y

= − ；

（2） 2 2

2 d 2 dd x x y yz
x y
+

=
+

；

（3）
( )

2

3/ 22 2

d dd y x xy yz
x y

−
=

+
；

（4） 2 2

d dd y x x yz
x y

− +
=

+
；

（5） ( ) ( )d d d ln dz z zu xy x y xy z
x y

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
；

（6）

1 1 11 1

2 2

1 1d d d ln d .
z z zx x x x xu x y z

yz y y z y z y y

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

所属章节：第八章第五节

难度：二级

24．求下列近似值：

（1） ( )2.0310.1 ; （2） ( ) ( )3 31.02 1.97 .+

解答：（1）设函数 ( , ) yf x y x= ，显然要计算 (10.1, 2.03)f ，取 10, 2, 0.1, 0.03x y x y= = ∆ = ∆ = ，

由于 (10, 2) 100f = ， 1( , ) , ( , ) ln .y y
x yf x y yx f x y x x−= = (10, 2) 20, (10, 2) 100ln10.x yf f= =

( )2.0310.1 100 20 0.1 100ln10 0.03 108.908≈ + ⋅ + ⋅ =
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（2）设函数 3 3( , )f x y x y= + ，显然要计算 (1.02,1.97)f ，取 1, 2, 0.02, 0.03x y x y= = ∆ = ∆ = −

由于 (1, 2) 3f = ，
2 2

3 3 3 3

3 3( , ) , ( , ) .
2 2

x y
x yf x y f x y
x y x y

= =
+ +

1(1, 2) , (1, 2) 2.
2x yf f= =

( ) ( )3 3 11.02 1.97 . 3 0.02 2 0.03 2.95
2

+ ≈ + ⋅ − ⋅ =

所属章节：第八章第五节

难度：二级

25．扇形中心角 °60α = ，半径 R=20cm,若将α增加 1°要使扇形面积不变，应把扇形的半径 R

减少多少？

解答：题目转化为: °60 , , 20
3 360

r cmπ πα α= = ∆ = = ,函数为 2 21 1( , ) , ,
2 2

S SS r r r r
r

α α α
α
∂ ∂

= = =
∂ ∂

求 r∆ .

由全微分公式: ( , 20 ) ( , 20) ( , 20) ( , 20)
3 360 3 3 360 3

S SS r S r
r

π π π π π π
α
∂ ∂

+ + ∆ ≈ + ⋅ + ∆ ⋅
∂ ∂

而 ( , 20 ) ( , 20)
3 360 3

S r Sπ π π
+ + ∆ =

即 ( , 20) ( , 20)
3 360 3

S S r
r

π π π
α
∂ ∂

⋅ = − ∆ ⋅
∂ ∂

解得
1 0.17
6

r cm∆ = ≈ ⋅

所属章节：第八章第五节

难度：三级

26．设 2 2 ,z x y y x= − 而 cos , sin ,x r y rθ θ= = 求
z
r
∂
∂

和
z
θ
∂
∂

。

解答： ( )2 2 2(2 ) cos ( 2 )sin 3 cos sin cos sin ,z z x z y xy y x xy r
r x r y r

θ θ θ θ θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = − + − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( )2 2 3 3(2 ) sin ( 2 ) cos cos sin 1 sin 2
2

z z x z y xy y r x xy r r
r x r y r

θ θ θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ = − − + − = + −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

所属章节：第八章第四节

难度：一级

27．设 2 ln ,z u v= 且 , 3 2 ,yu v y x
x

= = − 求
z
x
∂
∂

和 .z
y
∂
∂

解答： ( ) ( )
2

2 2

22 ln ( ) ( 2) ln 3 2 ,
3 2

z z u z v y u y y yu v y x
x u x v r x v x x x y x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = ⋅ − + ⋅ − = − − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −⎣ ⎦
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( ) ( )
21 2 32 ln ( ) 3 ln 3 2 .

3 2
z z u z v u y yu v y x
y u y v y x v x x x y x

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = − +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −⎣ ⎦

章节：第八章第四节

难度：一级

28．设 e ,vz u= 而
2 2

2 2 , ,x yu x y v
xy
+

= + = 求
z
x
∂
∂

和 .z
y
∂
∂

解答：

2 2
2 2 4 4

2 22 e 2 ,
x y

v v xyz z u z v x y x ye x ue x
x u x v x x y x y

+ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − −
= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ == +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

2 2
2 2 4 4

2 22 e 2 .,
x y

v v xyz z u z v y x y xe y ue y
y u y v y x y xy

+ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − −
= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠

章节：第八章第四节

难度：一级

29．设 ( )22 ,x yz x y += + 求
z
x
∂
∂

和 .z
y
∂
∂

解答：对数求导法则, ( )ln (2 ) ln 2 ,z x y x y= + +

两边对 ,x y求偏导： ( ) ( )2ln 2 2, ln 2 1,yx zz x y x y
z z
= + + = + +

求解得： ( ) ( )22 2 ln 2 1 ,x yz x y x y
x

+∂
= + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∂

( ) ( )22 ln 2 1 .x yz x y x y
y

+∂
= + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∂

章节：第八章第四节

难度：二级

30．设 ( )2 3sin ,u ξ η ζ= + + 而且 , , ,x y z xy yz zx xyzξ η ζ= + + = + + = 求 ,u u
x y
∂ ∂
∂ ∂

和 .u
z
∂
∂

解答： x x x xu u u uξ η ζξ η ζ= + +

2 3 2 3 2 3 2cos( ) cos( ) 2( ) ( ) cos( ) 3( )xy yz zx y z xyz yzξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ= + + + + + ⋅ + + ⋅ + + + + ⋅ ⋅

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 31 2 3 cos ,xy yz zx y z xyz yz x y z xy yz zx xyz⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + + + + + + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

同理可知： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 31 2 3 cos ,yu xy yz zx x z xyz xz x y z xy yz zx xyz⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + + + + + + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 31 2 3 cos .zu xy yz zx x y xyz xy x y z xy yz zx xyz⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + + + + + + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
章节：第八章第四节
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难度：三级

31．设 ( )2arcsin ,z x y= − 而 23 , 4 ,x t y t= = 求
d .
d
z
t

解答：

( ) ( ) ( )

3

2 2 222 2 2

d 1 2 3 643 8
d 1 1 1 3 4

z z dx z dy y tt
t x dt y dt x y x y t t

∂ ∂ − −
= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ⎡ ⎤− − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

章节：第八章第四节

难度：二级

32．设 ( )2tan 3 2 ,z t x y= + − 而 21, ,x y t
t

= = 求
d .
d
z
t

解答：
4 3 4 3

2
3 2

d 2 3 4 3 2sec .
d
z t t t t
t t t

− + − − + +
= （原参考答案有误？）

章节：第八章第四节

难度：二级

33．设 ( ), , ,u f x y z= 而 , ln , tan ,x t y t z t= = = 求
d .
d
u
t

解答： 2du 1 sec .
d x y z

u dx u dy u dz f f f t
t x dt y dt z dt t

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ = + +
∂ ∂ ∂

章节：第八章第四节

难度：一级

34．设 ( )2 2 , e ,xyz f x y= − 求
z
x
∂
∂

和 .z
y
∂
∂

解答： 1 2 1 22 e , 2 e .xy xy
x yz xf y f z yf x f′ ′ ′ ′= + = − +

章节：第八章第四节

难度：二级

35．设 ,yz yf
x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

求
z
x
∂
∂

和
z
y
∂
∂

解答：
2

2x
y yz f
x x

⎛ ⎞′= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

y
y y yz f f
x x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

。

章节：第八章第四节

难度：二级
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36．设 ( )2 2
,yz

f x y
=

−
证明 2 2

1 1 .z z z
x x y y y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

解答：由于
2

2 2

2 2, ,z xf z f y f
x f y f

′ ′∂ ∂ +
= − =

∂ ∂

代入可得 2 2

1 1 .z z z
x x y y y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

章节：第八章第四节

难度：三级

37．设
1 ,yz f
x x

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

证明 0.z zx y z
x y
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

解答：由于 2 3 2

1 , ,z y z yf f f
x x x y x
∂ ∂′ ′= − − =
∂ ∂

代入可得 0.z zx y z
x y
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

章节：第八章第四节

难度：三级

38. 设 ,yz xy xf
x

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

其中 f可导，证明 .z zx y xy z
x y
∂ ∂

+ = +
∂ ∂

解答：由于 , ,z y zy f f x f
x x y
∂ ∂′ ′= + − = +
∂ ∂

代入可得 .z zx y xy xf yf xy yf xy z
x y
∂ ∂ ′ ′+ = + − + + = +
∂ ∂

章节：第八章第四节

难度：二级

39．试证：柯西—黎曼方程在极坐标 ( ),r θ 下可化为
1 1, .u v v u

r r r rθ θ
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

解答：首先将 ,x y化为极坐标:
cos

,
sin

x r
y r

θ
θ

=⎧
⎨ =⎩

此时视 ,x y为中间变量得:

, ,u u x u y u u x u y
r x r y r x yθ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, .v v x v y v v x v y
r x r y r x yθ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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可知 cos sin ,.u u x u y u u
r x r y r x y

θ θ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

sin cos sin cos .v v x v y v v u u ur r r r r
x y x y y x r

θ θ θ θ
θ θ θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

同理可知
1 .v u

r r θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

章节：第八章第四节

难度：三级

40 ． 设 2 2ln , arctan ,yu x y v
x

= + = 若 取 u 、 v 作 为 新 的 自 变 量 ， 试 变 换 方 程

( ) ( ) 0z zx y x y
x y
∂ ∂

+ − − =
∂ ∂

解答: 由 2 2ln , arctan yu x y v
x

= + = 可得 cos , sin .u ux e v y e v= =

2 2 2 2 2 2 2 2, .z z u z v z x z y z z u z v z y z x
x u x v x u x y v x y y u y v y u x y v x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = − = ⋅ + ⋅ = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ +

代入等式的右边

( ) ( ) ( ) ( )cos sin sin coscos sin ( ) cos sin ( )u u u u
u u u u

z z z v z v z v z vx y x y e v e v e v e v
x y u e v e u e v e
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ − − = + − − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2 2cos sin sin cosz z z z z zv v v v
u v u v u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

等于左边 0.z z
u v
∂ ∂

− =
∂ ∂

章节：第八章第四节

难度：三级

41．求下列函数对自变量的二阶偏导数，f具有二阶连续偏导数：

（1） ( )2 2, ;z f xy x y= （2） , ;xz f x
y

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

（3） ( )2 2 ;z f x y= + （4） , , .xz f x y xy
y

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

解答：（1） ( ) ( )2 2 2
11 12 12 22 22 2 2 2xxz y f xyf y y f xyf xy yf= + + + +

4 3 2 2
11 12 22 24 4 2 ,y f xy f x y f yf= + + +

( ) ( )2 2 2
11 12 1 21 22 22 2 2 2 2xyz xyf x f y yf xyf x f xy xf= + + + + +

3 2 2 3
11 12 22 1 22 5 2 2 2 ,xy f x y f x yf yf xf= + + + +
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( ) ( )2 2 2
11 12 1 21 222 2 2 2yyz xyf x f xy xf xyf x f x= + + + +

2 2 3 4
11 12 22 14 4 2 ;x y f x yf x f xf= + + +

（2） 11 12 21 22 11 12 222

1 1 1 2 1 ,xxz f f f f f f f
y y y y y

⎛ ⎞
= + + + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

12 22 2 12 22 22 2 2 3 2

1 1 1 ,xy
x x xz f f f f f f
y y y y y y
⎛ ⎞

= − + − = − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2 223 4

2
yy

x xz f f
y y

= + ；

（3） 2 22 4 , 4 , 2 4xx xy yyz f x f z xyf z f y f′ ′′ ′′ ′ ′′= + = = + ；

（4） 2
11 22 33 12 23 132

1 22 2 ,xxz f y f f yf f f
y y

= + + + + +

( )11 22 33 12 13 3 23 2 2

1 1 ,xy
x xz f xyf f x y f f f f
y y y y

⎛ ⎞
= + − + + + − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 2
2

11 22 33 12 13 23 34 2 2 3

2 2 22 .yy
x x x xz f x f f xf f f f
y y y y

= + + + − − +

章节：第八章第四节

难度：三级

42．设 , ,xu xy v
y

= = 若以 u、v为新的自变量，试变换方程
2 2

2 2
2 2 0.z zx y
x y
∂ ∂

− =
∂ ∂

解答：由 , xu xy v
y

= = 可知 2 2, ux uv y
v

= =

2

1 ,z z u z v z z z z x zy x
x u x v x u y v y u y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ + ⋅ = + = −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 4 2 2 2 3

1 2, .z z z z z z z x z x z x z x zy x
x u y v u v v u y u y v y u v y v u y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + = + − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 3

1 2( ) ( )z z z z z z z x z x z x z x zx y x y y x
x y u y v u v v u u y v y u v y v u y v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− = + + + + + − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2z z z z z z z z zu v uv uv u v uv uv v
u v u v v u u v u v v u v
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + + + − − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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=
2

4 2 0.z zuv v
u v v
∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

整理可得
2

2 0.z zu
u v v
∂ ∂

− =
∂ ∂ ∂

章节：第八章第四节

难度：三级

43．设变换
2 ,u x y

v x ay
= −⎧

⎨ = +⎩
可把方程 6 0xx xy yyz z z+ − = 简化为 0,uvz = 求常数 a.

解答： , 2 .x u v y u vz z z z z az= + = − +

2, 2 2 , 4 2 2 .xx uu vv uv vu xy uu uv vu vv yy uu uv vu vvz z z z z z z az z az z z az az a z= + + + = − + − + = − − +

26 (10 5 ) (6 ) 0.xx xy yy uv vvz z z a z a a z+ − = + + + − =

又因为可以化为 0,uvz = 则 vvz 的系数为 0， uvz 的系数不为0 .

可得 3.a =
章节：第八章第四节

难度：三级

44．求下列隐函数的导数
d
d
y
x
：

（1） 2sin e 0;xyxy x y− − =

（2） ln ln 0;xy y x+ + =

（3） 2 2arctan ln ;y x y
x
= +

（4） .x yy x=

解答：（1）令 2( , ) sin exyF x y xy x y= − − ，则

2cos e 2 ; cos exy xy
x yF y xy y xy F x xy x x= − − = − −

所以，
( )
( )

cos e 2d
d cos e

xy
x

xy
y

y xy xFy
x F x xy x

⎡ ⎤− −⎣ ⎦= − = −
⎡ ⎤− −⎣ ⎦

.

（2）令 ( , ) ln lnF x y xy y x= + + ，

则
1 1;x yF y F x
x y

= + = + ，
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所以
d
d
y y
x x
= − .

（3）令 2 2( , ) arctan lnyF x y x y
x

= − + ，

则 2 2 2 2;x y
x y x yF F

x y x y
− − −

= =
+ +

所以，
d
d
y x y
x x y

+
=

−
.

（4）由 x yy x= ，得 ln lnx y y x= ，令 ( , ) ln lnF x y x y y x= − ，则

ln ; lnx y
y xF y F x
x y

= − = − ，

所以，
( )
( )

lnd
d ln

y x y yy
x x x y x

−
= −

−
。

章节：第八章第六节

难度：一级

45．设 e 0,z xyz− = 求
z
x
∂
∂

和 .z
y
∂
∂

解答：令 ( , ) ezF x y xyz= − ，则

; ; ( 1)z
x y zF yz F xz F e xy xy z= − = − = − = −

所以
( ) ( )

, .
1 1

yx

z z

FFz z z z
x F x z y F y z
∂ ∂

= − = = − =
∂ − ∂ −

章节：第八章第六节

难度：一级

46．设 ln sin ,x z
z y
= 求

z
x
∂
∂

和 .z
y
∂
∂

解答： ( , ) ln sinx zF x y
z y

= −

2 2

1 1; cot ; cotx y z
z z x zF F F

z y y z y y
= = = − −
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3

2 2

cot
, .

cot cot

yx

z z

zzFFz yz z y
zx F y F zxy z y xy zy y

∂ ∂
= − = = − =

∂ ∂ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

章节：第八章第六节

难度：二级

47．求下列函数在指定点的导数或偏导数：

（1） ( ) 1sin ln 1,xxy
y
+

= + 求 ( )0 ;y′

（2） e e,y xy+ = 求 ( )0 ;y′

（3） e ln 0,
1

xy y
x

+ =
+

求 ( )0 ;y′

（4）设 e ez xyz+ = 确定了 ( ),z z x y= ，求 ( )0,0 .xz

解答：（1）令 ( )( , ) sin ln( 1) ln 1 0,F x y xy x y= − + + − = 且 0x = 时 y e= ，

由于
1 1cos( ) ; cos( )

1x yF y xy F x xy
x y

= − = +
+

所以 ( ) 2
(0, )0 x
e

y

Fy e e
F

′ = − = −

（2）令 ( , ) e 0,yF x y xy e= + − = 且 0x = 时 1y = ，

由于 ; y
x yF y F x e= = +

所以 ( ) (0,1)
10 x

y

Fy
F e

−′ = − =

（3）令 ( , ) e ln ln( 1) 0,xyF x y y x= + − + = 且 0x = 时
1y
e

=

由于
1 1;

1
xy xy

x yF ye F xe
x y

= − = +
+

所以 ( ) 1 2(0, )

1 10 x

y e

Fy
F e e

′ = − = −

（4）令 ( , ) e 0,zF x y xyz e= + − = 且 0, 0x y= = 时 1z =

由于 ; ; .z
x y zF yz F xz F e xy= = = +
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所以 , .yx
z z

z z

FFz yz z xz
x F e xy y F e xy
∂ ∂

= − = − = − = −
∂ + ∂ +

于是 ( ) (0,0,1)0,0 0.x
x

z

Fz
F

= − =

章节：第八章第六节

难度：二级

48．求下列函数的偏导数或全微分：

（1）设 ,x yu
y z
+

=
+

其中 z由方程 e e ez x yz x y−= + 所确定，求
u
x
∂
∂

和 ;u
y
∂
∂

（2）设 ( ),z f x y= 由方程 2 2 2 2x y z z+ + = 所确定，求全微分 dz;

（3）设 ( ),z f x y= 由方程 ( ), 0F x xy xyz+ = 所确定，其中 F具有一阶偏导数，求 dz.

解答： （1） ( )
( )

( )
( )2 2

( )( 1)( )
, yx y z x y zy z x y zu u

x yy z y z

+ − + ++ − +∂ ∂
= =

∂ ∂+ +

e e e e,
( 1) ( 1)

x x y y

x yz z

x yz z
z e z e

− −− +
= =

+ +

代入可得：

( )( )
( ) ( )2

11 e ,
1

x zy x xu
x y z y z z

− −+ −∂
= −

∂ + + +

( )( )
( ) ( ) ( )2 2

11 e
1

y zy x yu x y
y y z y z z y z

−+ +∂ +
= − −

∂ + + + +

（2） , .
1 1x y
x yz z
z z

= =
− −

d dd
1x y

x x y yz z dx z dy
z

+
= + =

−

（3） 1 2 1 2

2 2

( 1) , .x y
y F yzF xF xzFz z

xyF xyF
+ + +

= − = −

( ) ( ){ }1 2 1 2
2

1d 1 d d .z y F yzF x xF xzF y
xyF
−

= + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

章节：第八章第六节

难度：二级

49．设 ( ), , ,u f x y z= 其中 ( )sin ,y x z z x= = 由方程 ( )2 , e , 0yx zϕ = 所确定， ,f ϕ具有一阶连续

偏导数，且 0,
z
ϕ∂
≠

∂
求

d .
d
u
x

解答：由于
d cos
d x y z x
u f f x f z
x
= + − ⋅ ，



102

而 1 2

3

2 cosy

x
x e xz ϕ ϕ

ϕ
+

= − ，

所以 1 2

3

2 e cosd cos .
d

y

x y z
x xu f f x f

x
ϕ ϕ

ϕ
+ ⋅

= + −

章节：第八章第六节

难度：二级

50．设 ( ) ,u f z= 而 ( ),z z x y= 是由方程 ( )z x y zϕ= + 所确定的隐函数，证明 ( ) .u uz
y x

ϕ∂ ∂
=

∂ ∂

解答： ( ) , ( ) .u z u zf z f z
y y x x
∂ ∂ ∂ ∂′ ′= =
∂ ∂ ∂ ∂

( ) ( ) ( ), 1z z z zz y z y z
y y x x

ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂′ ′= + = +
∂ ∂ ∂ ∂

代入可得
( )
( ) ( )

1( ) , ( ) .
1 1

zu uf z f z
y y z x y z

ϕ
ϕ ϕ

∂ ∂′ ′= ⋅ = ⋅
′ ′∂ − ∂ −

( ) .u uz
y x

ϕ∂ ∂
=

∂ ∂

章节：第八章第六节

难度：三级

51．设 ( ),z z x y= 由方程 , 0x yF
z z

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

所确定，求证： .z zx y z
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

解答： , 0x yF
z z

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

可知

1 2 1 22 2 2 20; 0y yx x xz z yzz xz yzF F F F
z z z z

− −−
− = + = .

解得 1 2

1 2 1 2

; .zF zFz z
x xF yF y xF yF
∂ ∂

= =
∂ + ∂ +

所以

1 2

1 2 1 2

.xzF yzFz zx y z
x y xF yF xF yF
∂ ∂

+ = + =
∂ ∂ + +

章节：第八章第六节

难度：三级



103

52．设 ( ),z z x y= 由方程 ( ), 0cx az cy bzϕ − − = 所确定，求证： .z za b c
x y
∂ ∂

+ =
∂ ∂

解答： ( ) 1 2 1 20; ( ) 0x x y yc az bz az c bzϕ ϕ ϕ ϕ− − = − + − =

1 2

1 2 1 2

;x y
c cz z

a b a b
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
= =

+ +

1 2

1 2 1 2

.ac bcz za b c
x y a b a b

ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ ∂
+ = +

∂ ∂ + +

章节：第八章第六节

难度：二级

53．求由下列方程确定的隐函数 ( ),z z x y= 的二阶偏导数：

（1） 3 33 ;z xyz a− = （2） e 0;z xyz− =

（3） 2 2 2 4 ;x y z z+ + = （4） ( )e .x y zx y z − + ++ + =

解答：（1）
( ) ( )

( )
( )

4 2 2 23 3

3 3 32 2 2

22 2, ,xx yy xy

z z xyz x yxy z x yzz z z
z xy z xy z xy

− −
= − = − =

− − −
；

（2）
( )

( )
( )

( ) ( )

2 2

3 3 32 2

2 2 2 2
, ,

1 1 1
xx yy xy

z z z z z z zz z z
x z y z xy z

− − − − −
= = =

− − −
；

（3） ( )
( )

( )
( ) ( )

2 22 2

3 3 3

2 2
, ,

2 2 2
xx yy xy

z x z y xyz z z
z z z

− + − +
= = =

− − −
；

（4） 0.xx xy yyz z z= = =

章节：第八章第六节

难度：三级

54．设 ( ),z z x y= 由方程 5 4 3 1z xz yz− + = 所确定，且 ( )0,0 1,z = 求 0
0

2

.x
y

z
x y =

=

∂
∂ ∂

解答:令 5 4 3( , , ) 1 0F x y z z xz yz= − + − =

4 3 4 3 2, , 5 4 3x y zF z F z F z xz yz= − = = − +

2

(0,0,1) (0,0,1)2 2

1 1, ; , .
5 4 3 5 4 3 5 5x y x y

z zz z z z
z xz y z xz y

= = − = = −
− + − +

2 2

2 2

2 (5 4 3 ) (10 3 3 ) 3, (0,0)
(5 4 3 ) 25

y y y
xy xy

zz z xz y z zz z yz
z z

z xz y
− + − − −

= = −
− +
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章节：第八章第六节

难度：三级

55．设方程组
0
1

xu yv
yu xv

− =⎧
⎨ + =⎩

确定了隐函数组
( )
( )

, ,

, ,

u u x y

v v x y

=⎧⎪
⎨

=⎪⎩
试求 , , , .u u v v

x y x y
∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

解答：令
0
1 0

F xu yv
G yu xv
= − =⎧

⎨ = + − =⎩
； 对 x求偏导

x x

x x

xu yv u
yu xv v

− = −⎧
⎨ + = −⎩

解得 2 2 2 2; .x y
xu yv xv yuu u
x y x y
+ − +

= − =
+ +

对 y求偏导
y y

y y

xu yv v
yu xv u

− =⎧⎪
⎨ + = −⎪⎩

解得 2 2 2 2, .y y
xv yu xu yvu v
x y x y
− +

= = −
+ +

章节：第八章第六节

难度：二级

56．设

e cos ,

e sin ,
,

u

u

x u
y v
z uv

⎧ =
⎪

=⎨
⎪ =⎩

求
z
x
∂
∂

和 .z
y
∂
∂

解答：

2 21 ln( )
2

arctan

u x y

yv
x

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

,

( )2 2

2 2

arctan ln
2 ,

y yx x yz z u z v x
x u x v x x y

− +∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ +

( )2 2

2 2

arctan ln
2

y xy x yz z u z v x
y u y v y x y

+ +∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ +

章节：第八章第六节

难度：三级

57．求函数 2 2 2u x y z= + + 在点 ( )0 1,0,1M 处沿下列 l
�
方向的方向导数：

（1） 2 2 ;= + +l i j kl i j kl i j kl i j k （2） { }1, 1,1 .= −llll
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解答：
2 2 2 2 2 2 2 2 2

; ; .x y z
x y zu u u

x y z x y z x y z
= = =

+ + + + + +

0 0 0

2 2, 0, ;
2 2x M y M z Mu u u= = =

（1）
0

1 2 2( , , )
3 3 3l Me = ，

0

2 1 2 2 2 20 .
2 3 3 2 3 2M

u
l

∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

∂

（2）
0

1 1 1( , , )
3 3 3l Me −

= ，
0

2 1 1 2 1 60 .
2 2 33 3 3M

u
l

∂ −
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

∂

章节：第八章第七节

难度：一级

58．求函数u xy yz zx= + + 在点 ( )2,1,3M 处沿着从 M点到点 ( )5,5,15N 方向的方向导数。

解答： ; ; . 4, 5, 3.x y z x M y M z Mu y z u x z u x y u u u= + = + = + = = =

( ) 3 4 123, 4,12 , ( , , ),
13 13 13MNMN e= =uuuv

uuuv

3 4 12 684 5 3 .
13 13 13 13

u
l

∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

∂
章节：第八章第七节

难度：二级

59．求下列函数的梯度：

（1） 2 3 4 ;u x y z= （2） 2 2 23 2 3 .u x y z= − +

解答：（1） 3 4 2 2 4 2 3 3grad 2 3 4 .x y zu u u u xy z x y z x y z= + + = + +i j k i j ki j k i j ki j k i j ki j k i j k

（2） grad 6 4 6 .x y zu u u u x y z= + + = − +i j k i j ki j k i j ki j k i j ki j k i j k

章节：第八章第七节

难度：一级

60．求函数 2 2 22 3 3 2 6u x y z xy x y z= + + + + − − 在原点和点 ( )1,1,1A 处梯度的大小和方向，并求

梯度为零的点的坐标。

解答： 2 3, 4 2, 6 6.x y zu x y u y x u z= + + = + − = − 在原点 3, 2, 6.x O y O z Ou u u= = − = − 此时

2 2 2grad 3 ( 2) ( 6) 7u = + − + − = .

3 2 6cos ,cos ,cos
grad 7 grad 7 grad 7

y Ox O z Ouu u
u u u

α β γ= = = = − = = −
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在 A点 6, 3, 0.x O y O z Ou u u= = = 此时

2 2grad 6 3 0 3 5u = + + =

2 1cos ,cos ,cos 0
grad grad grad5 5

y Ox O z Ouu u
u u u

α β γ= = = = = =

若要梯度为零，即 0, 0, 0.x y zu u u= = = 得方程组:

2 3 0, 4 2 0,6 6 0.x y y x z+ + = + − = − = 得 2, 1, 1.x y z= − = =

所求点的坐标： ( )2,1,1 .−

章节：第八章第七节

难度：二级

61．求数量场 2 2 22u z x y= + 在点
11, ,1
2

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

处的梯度及沿曲面
2 2

2 1
4 4
x zy+ + = 在该点的外

法线方向上的方向导数。

解答： ( )grad ( )x y z Mu M u u u= + +i j ki j ki j ki j k

2 2
2 2

2 2 2 2

2 1( 2 2 ) 2 2 ;
22 2

M
xz yz z x y

x y x y
+ + + = + +

+ +
= i j k i j k= i j k i j k= i j k i j k= i j k i j k

曲面
2 2

2 1
4 4
x zy+ + = 在

11, ,1
2

M ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的单位外法向量
2 1 1, 2,

2 210Mn
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

v
，

则 ( ) 9grad 5
10M M

u u M n
n
∂

= ⋅ =
∂

v

章节：第八章第七节

难度：二级

62．数量场 2 22u x yz y= − + 在点 ( )1, 2,1M − 处沿什么方向的方向导数最大？求此最大值。

参考答案：
1 1 2cos ,cos ,cos , max 2 6.
6 6 6

u
l

α β γ ∂
= − = = − =

∂

解答： 2 , 2 2 , 2 .x y zu x u z y u y= = − + = −

( )
2 2

2 2

2 2 2 2

2grad ( ) ( 2 2 ) 2 2 4 ;
2 2

x y z M M
xz yzu M u u u z x y

x y x y
= + + + + + = − + −

+ +
i j k = i j k i j ki j k = i j k i j ki j k = i j k i j ki j k = i j k i j k

当沿梯度方向时方向导数最大，此时方向余弦为
1 1 2cos ,cos ,cos .
6 6 6

α β γ= − = = −
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此时方向导数max 2 6u
l

∂
=

∂
。

章节：第八章第七节

难度：二级

63．求下列曲线在指定处的切线和法平面方程：

（1）

2

2

sin ,
sin cos ,

cos ,

x a t
y b t t
z c t

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ =⎩

在
π
4

t = 处；

（2）
2 2

2 2

10,

10,

x z
y z

⎧ + =⎪
⎨

+ =⎪⎩
在点 ( )1,1,3 处；

（3）
2 2 2 3 0,

2 3 5 4 0,
x y z x
x y z

⎧ + + − =
⎨

− + − =⎩
在点 ( )1,1,1 处。

解答：（1）
4 4

( sin 2 , cos 2 , sin 2 ) ( ,0, ).
t t

T a t b t c t a cπ π
= =

= − = −
v

在点 ( , , )
2 2 2
a b c

处切线．

2 2 2 ,
0

a b cx y z

a c

− − −
= =

−
法平面 0.

2 2
a ca x c z⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

（2） (1,1,3) (1,1,3)2 0 2 ( 12, 12, 4)
0 2 2

i j k
T x z

y z
= = − −

v
，在点 ( )1,1,3 处切线．

切线
1 1 3 ,

3 3 1
x y z− − −

= =
− −

法平面3 3 3 0x y z+ − − = ；

（3） ( ) ( )1,1,1 1,1,12 3 2 2 ( 16,9, 1)
2 3 5

i j k
T x y z= − = − −

−

v
，在点 ( )1,1,1 处

切线
1 1 1,

16 9 1
x y z− − −

= =
−

法平面16 9 24 0.x y z+ − − =

章节：第八章第八节

难度：二级

64．求下列曲面在指定处的切平面和法线方程：

（1） arctan yz
x

= 在点
π1,1,
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

处；

（2） 2 2 2 1ax by cz+ + = 在点 ( )0 0 0, ,x y z 处；

（3） e e 4
x y
z z+ = 在点 ( )ln 2, ln 2,1 处。
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解答：（1） 2 2 2 2(1,1, ) (1,1, )
4 4

1 1( , , 1) ( , , 1).
2 2

y xn
x y x yπ π
−

= − = − −
+ +

v
在点

π1,1,
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

处

切平面
π2 0,
2

x y z− + − =

法线

π
1 1 4

1 1 2

zx y −− −
= =

−

（2） ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,(2 , 2 , 2 ) (2 , 2 , 2 ).x y z x y zn ax by cz ax by cz= =v
在点 ( )0 0 0, ,x y z 处

切平面 0 0 0 1,ax x by y cz z+ + =

法线 0 0 0

0 0 0

x x y y z z
ax by cz
− − −

= = ．

（3） ( ) ( )ln 2,ln 2,1 ln 2,ln 2,12 2

1 1( e , e , e e ) (2, 2, 4ln 2).
x y x y
z z z zx yn

z z z z
= − − = −v

在点 ( )ln 2, ln 2,1 处

切平面 2ln 2 0,x y z+ − =

法线
ln 2 ln 2 1 .
1 1 2ln 2

x y z− − −
= =

−
章节：第八章第八节

难度：一级

65．在曲线 2 3, ,x t y t z t= = = 上求一点，使此点的切线平行于平面 2 4.x y z+ + =

解答：在曲线 2 3, ,x t y t z t= = = 上任一点，则 2(1, 2 ,3 ),T t t=
v

而平面 2 4x y z+ + = 的法向量 (1, 2,1),n =
v

而 ,T n⊥
v v

即 23 4 1 0,t t+ + = 得 1 2
11, ,

3
t t −
= − =

得点 ( ) 1 1 11,1, 1 , , , .
3 9 27

⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

章节：第八章第八节

难度：二级

66．曲面 2 24z x y= − − 在哪些点处的切平面平行于（1）xOy面；（2）平面 2 2 0?x y z+ + = 并

求出这些切平面。

解答：切平面的法向量 (2 , 2 ,1)n x y=v

（1） xOy面的法向量为 1 (0,0,1)n =v
，而此时 1 // ;n nv v

法向量即为 1,n
v

解得 0; 0x y= = ，此时切点

（0，0，4）切平面 4 0z − = 。

（2）平面 2 2 0x y z+ + = 的法向量为 2 (2, 2,1)n =v
，此时 2 // ;n nv v

法向量即为 2 ,nv 解得 1; 1x y= = ，
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此时切点（1，1，2），切平面 2 2 6 0.x y z+ + − =

章节：第八章第八节

难度：二级

67．试求曲面 ( )2 2 2 2 22 0a z x a y− − = 在点 ( ), ,a a a 处的切平面和坐标原点到该切平面的距离。

解答：曲面 ( )2 2 2 2 22 0a z x a y− − = 在点 ( ), ,a a a 处的切向量为

( ) ( )
2 2 2 2 3 3 3

, , , ,{2(2 ) , 2 , 2 } ( , , ).a a a a a an a z x a y zx a a a= − − − = − −v

此时切平面 0.x y z a− − + =

.
3
a

d =

章节：第八章第八节

难度：二级

68．证明：曲面 3xyz a= 上任一点处的切平面与坐标面所围的四面体的体积为常数。

解答： 3 0xyz a− = 的任一点 0 0 0( , , )x y z 切向量为 0 0 0 0 0 0( , , ),y z x z x y 此时切平面的方程为

0 0 0 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0,y z x x x z y y x y z z− + − + − =

化为截距式 3 3 3
0 0 0 0 0 0

0,
3 3 3

x y z
a y z a x z a x y

+ + =

切平面与坐标面所围的四面体的体积

3 3
3

0 0 0 0 0 0

3 3 3 27a aV a
y z x z x y

= ⋅ ⋅ =

章节：第八章第八节

难度：三级

69．证明：曲面

2 2 2 2
3 3 3 3x y z a+ + = 上任一点处的切平面与各坐标轴的截距平方和等于 2.a

解答：
2 2 2 2
3 3 3 3x y z a+ + = 的任一点 0 0 0( , , )x y z 切向量为

11 1
33 3

0 0 0
2 ( , , ),
3
x y z

−− −

此时切平面的方程为：

11 1
33 3

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0,x x x y y y z z z
−− −

− + − + − = 化为截距式 1 1 1
3 3 3

2 2 2
3 3 3

0 0 0

0,x y z

x a y a z a
+ + =

与各坐标轴的截距平方和为
2 4 2 4 2 4 4 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2
0 0 0 0 0 0( )x a y a z a a x y z a+ + = + + = 。

章节：第八章第八节
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难度：三级

70．求下列函数的极值：

（1） ( ) ( ) 2 2, 4 ;f x y x y x y= − − −

（2） ( ) 2 2, 1;f x y x xy y x y= + + + − +

（3） ( ) 50 20, .f x y xy
x y

= + +

解答：（1）
( )
( )

, 4 2 0

, 4 2 0
x

y

f x y x

f x y y

⎧ = − =⎪
⎨

= − − =⎪⎩
，解得驻点为 ( )2, 2 ,−

( ) ( ) ( ) 22, 2 2, 2, 2 0, 2, 2 2, 4 0, 0,xx xy yyA f B f C f AC B A= − = − = − = = − = − − = > <

故得极大值 ( )2, 2 8.f − =

（2）
( )
( )

, 2 1 0
, 2 1 0

x

y

f x y x y
f x y y x

= + + =⎧⎪
⎨ = + − =⎪⎩

，解得驻点为 ( )1,1 ,−

( ) ( ) ( ) 21,1 2, 1,1 1, 1,1 2, 3 0, 0,xx xy yyA f B f C f AC B A= − = = − = = − = − = > >

故得极小值 ( )1,1 0.f − =

（3）
( )

( )

2

2

20, 0

50, 0

x

y

f x y y
x

f x y x
y

⎧ = − =⎪⎪
⎨
⎪ = − =
⎪⎩

，解得驻点为 ( )2,5 ,

( ) ( ) ( ) 225 82,5 , 2,5 1, 2,5 , 3 0, 0,
2 25xx xy yyA f B f C f AC B A= = = = = = − = > >

故得极小值 ( )5, 2 30.f =

章节：第八章第九节

难度：二级

71．求函数 ( )4z xy x y= − − 在 1, 0, 6x y x y= = + = 所围闭域上的最大值和最小值。

解答：
2

2

4 2 0
4 2 0

x

y

z y xy y
z x xy x

⎧ = − − =⎪
⎨ = − − =⎪⎩

,解得驻点为
4 4: (0,0), : (0, 4), : (4,0), ( , ).
3 3

A B C D 其中 ,C D属于所

围区域。则
4 4 64( , ) , (4,0) 0.
3 3 27

z z= =

再求边界曲线 1, (0 5),x y= ≤ ≤ 此时 (3 )z y y= − 此时最值为
9 , 10;
4
−

再求边界曲线 0, (1 5),y x= ≤ ≤ 此时 0z = 此时最值为0;
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再求边界曲线 6 , (1 5),y x x= − ≤ ≤ 此时 2 (6 )z x x= − − 此时最值为 10, 18;− −

综上可知，最大值
64 ,
27

最小值 18.−

章节：第八章第九节

难度：三级

72．求下列函数在指定条件下的极值：

（1） z xy= 在条件 1x y+ = 之下；

（2） 2 2z x xy y= + + 在条件 2 2 4x y+ = 之下。

解答：（1）设 ( , , ) ( 1)L x y xy x yλ λ= + + − ，令

( , , ) 0
( , , ) 0
( , , ) 1

x

y

L x y y
L x y x
L x y x yλ

λ λ
λ λ
λ

= + =⎧
⎪ = + =⎨
⎪ = + −⎩

，

解得
1 ,
2

x y= = 由题意可知极大值
1 1 1,
2 2 4

z ⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

（2） 设 2 2 2 2( , , ) ( 4)L x y x xy y x yλ λ= + + + + − ，令

2 2

( , , ) 2 2 0
( , , ) 2 2 0
( , , ) 4 0

x

y

L x y y x x
L x y x y y
L x y x yλ

λ λ
λ λ
λ

= + + =⎧
⎪ = + + =⎨
⎪ = + − =⎩

,

解得 ( , ) ( 2, 2)x y = ± ± 四个点. 比较得

极大值 ( ) ( )2, 2 6, 2, 2 6,z z= − − =

极小值 ( ) ( )2, 2 2, 2, 2 2.z z− = − =

章节：第八章第九节

难度：二级

73．在平面3 2 0x z− = 上求一点，使它与点 ( ) ( )1,1,1 , 2,3, 4A B 的距离平方和最小。

解答: 平面3 2 0x z− = 上一点 ( , , )x y z ，其到点 ( ) ( )1,1,1 , 2,3, 4A B 的距离平方和

2 2 2 2 2 2( , , ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 3) ( 4)f x y z x y z x y z= − + − + − + − + − + −

2 2 22 2 2 6 8 10 32x y z x y z= + + − − − +

设 2 2 2( , , , ) 2 2 2 6 8 10 32 (3 2 )L x y z x y z x y z x zλ λ= + + − − − + + − ，令
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4 6 3 0

4 8 0
4 10 2 0
3 2 0

x

y

z

L x

L y
L z y
L x zλ

λ

λ

= − + =⎧
⎪

= − =⎪
⎨

= − + =⎪
⎪ = − =⎩

，

解得唯一驻点为
21 63, 2, .
13 26
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

根据实际问题，该点即为所求。

章节：第八章第九节

难度：二级

74．求曲面 2 24 3 2 3z x xy y= − + 到平面 4 1x y z+ − = 的最短距离。

解答：设曲面 2 24 3 2 3z x xy y= − + 上任一点 ( , , )x y z 到平面 4 1x y z+ − = 的距离为

2
24 1 ( 4 1), .

1818
x y z x y zd d
+ − − + − −

= =

设
2

2 2( 4 1)( , , , ) (4 3 2 3 )
18

x y zL x y z z x xy yλ λ
+ − −

= + − + − ，令

2 2

( 4 1) (2 6 ) 0
9

( 4 1) (2 6 ) 0
9

2( 4 1) 4 0
9

4 3 2 3 0

x

y

z

x y zL y x

x y zL x y

x y zL

L z x xy yλ

λ

λ

+ − −⎧ = + − =⎪
⎪

+ − −⎪ = + − =⎪
⎨
⎪ + − −

= − + =⎪
⎪
⎪ = − + − =⎩

,

解得唯一驻点为
1 1 1, ,
4 4 16

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

又最短距离存在，故此为取得最短距离的点，计算得 min
2

8
d = 。

章节：第八章第九节

难度：三级

75．在曲面 2 22z x y= − − 位于第一卦限部分上求一点，使该点的切平面与三个坐标面围成的

四面体体积最小。

解答：在曲面 2 2 2x y z+ + = 位于第一卦限部分上的一点 0 0 0( , , )x y z 的切向量为 0 0(2 , 2 ,1)T x y=
v

，

该点的切平面为 0 0 0 0 02 ( ) 2 ( ) ( ) 0x x x y y y z z− + − + − = ，与三个坐标面围成的四面体体积为
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3(4 )
24
zV
xy
−

= ，设
3

2 2(4 )( , , , ) ( 2)
24
zL x y z x y z
xy

λ λ
−

= + + + − ，令

3

2

3

2

2

2 2

(4 ) 2 0
24

(4 ) 2 0
24

3(4 ) 0
24

2 0

x

y

z

zL x
x y
zL y
xy
zL
xy

L x y zλ

λ

λ

λ

⎧ −
= − + =⎪

⎪
⎪ −

= − + =⎪
⎨
⎪ −⎪ = − + =
⎪
⎪ = + + − =⎩

，

解得驻点为
2 2 2 2, ,1 , , ,1 .

2 2 2 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

又因为点在第一卦限，该四面体的最小值存在，知

所求点为
2 2, ,1 .

2 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

章节：第八章第九节

难度：三级

76．将正数 a表示三个正数之和。当这三个正数取何值时，它们的乘积最大？求此最大值.

解答：设三个正数为 , , ,x y z 则要求在 x y z a+ + = 的条件下 ( , , )f x y z xyz= 的最值.

设 ( , , , ) ( )L x y z xyz x y z aλ λ= + + + − ，令

0
0
0

0

x

y

z

L yz
L xz
L xy
L x y z aλ

λ
λ
λ

⎧ = + =
⎪ = + =⎪
⎨

= + =⎪
⎪ = + + − =⎩

,

解得唯一驻点 , , .
3 3 3
a a ax y z= = =

又由于该实际问题的最小值存在，故所求最大值当三个数相等时取得，最大值为
3

.
3
a⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

章节：第八章第九节

难度：二级

77．将正数 a 表示三个正数之积。当这三个正数取何值时，它们的和最小？求此最小值。

解答：设三个正数为 , , ,x y z 则要求在 xyz a= 的条件下 ( , , )f x y z x y z= + + 的最值.

设 ( , , , ) ( )L x y z x y z xyz aλ λ= + + + − ，令
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1 0
1 0
1 0

0

x

y

z

L yz
L xz
L xy
L xyz aλ

λ
λ
λ

= + =⎧
⎪ = + =⎪
⎨ = + =⎪
⎪ = − =⎩

,

解得唯一驻点 3 3 3, , .x a y a z a= = =

又由于该实际问题的最小值存在，故当这三个正数分别是 3 3 3, , .x a y a z a= = = ，也即它们相

等时，它们的和最小，最小值为 33 .a

章节：第八章第九节

难度：二级

78．设某种产品的产量是劳动力 x 和原料 y 的函数：
( )

3 1
4 4, 60 .f x y x y=

假设每单位劳动力花费

100 元，每单位原料花费 200 元。现在有 30 000 元资金用于生产，应如何安排劳动力和原料，

才能使产品的产量最大？

解答：由劳动力和原料与资金的函数为 2 300x y+ − ,设
3 1
4 4( , , ) 60 ( 2 300)L x y x y x yλ λ= + + − ,

令

1 1
4 4

3 3
4 4

( , , ) 45 0

( , , ) 15 2 0
( , , ) 2 3 300 0

x

y

L x y x y

L x y x y
L x y x yλ

λ λ

λ λ
λ

− −

−

⎧
= + =⎪

⎪⎪ = + =⎨
⎪ = + − =⎪
⎪⎩

,

解得唯一驻点 225, 37.5.x y= =

又由于该实际问题的最大值存在，故当劳动力和原料分别是 225, 37.5.x y= = 时，能使产品的

产量最大。

章节：第八章第九节

难度：二级
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第 9999章 重积分及其应用

1．用二重积分表示下列立体的体积：

(1) 上半球体： 2 2 2 2{( , , ) | ; 0}x y z x y z R z+ + ≤ ≥ ；

(2) 由抛物面 2 22z x y= − − ，柱面 x2+y2=1 及 xOy平面所围成的空间立体

解答：(1) 2 2 2 2 2 2d d , {( , ) | }
D

V R x y x y D x y x y R= − − = + ≤∫∫ ；

(2) 2 2 2 2(2 )d d , {( , ) | 1}
D

V x y x y D x y x y= − − = + ≤∫∫
所属章节：第九章第一节

难度：一级

2．根据二重积分的几何意义，确定下列积分的值：

(1) 2 2 2 d
D

a x y σ− −∫∫ ，其中 D 为 2 2 2x y a+ ≤ ；

(2) 2 2( )d
D

b x y σ− +∫∫ ，其中 D 为 2 2 2 , 0x y a b a+ ≤ > >

解答：(1) 2 2 2 32d π
3D

a x y aσ− − =∫∫ ；

(2) 2 2 2 32( )d π π
3D

b x y a b aσ− + = −∫∫

所属章节：第九章第一节

难度：一级

3．一带电薄板位于 xOy平面上，占有闭区域 D，薄板上电荷分布的面密度为 ( , )x yµ µ= ，且

( , )x yµ 在 D上连续，试用二重积分表示该板上的全部电荷 Q．

解答： ( , )d
D

Q x yµ σ= ∫∫
所属章节：第九章第一节

难度：一级

4．将一平面薄板铅直浸没于水中，取 x轴铅直向下，y轴位于水平面上，并设薄板占有 xOy
平面上的闭区域 D，试用二重积分表示薄板的一侧所受到的水压力

解答： d
D

p g xρ σ= ∫∫
所属章节：第九章第一节

难度：一级
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5．利用二重积分性质，比较下列各组二重积分的大小

(1) 2
1 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ 与 3
2 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ ，其中 D是由 x轴，y轴及直线 x+y=1 所围成的区域；

(2) 1 ln( 1)d
D

I x y σ= + +∫∫ 与 2 2
2 ln( 1)d

D

I x y σ= + +∫∫ ，其中 D 是矩形区域：0≤x≤1，0≤y≤1；

(3) 2
1 sin ( )d

D

I x y σ= +∫∫ 与 2
2 ( ) d

D

I x y σ= +∫∫ ，其中 D 是任一平面有界闭区域；

(4) 1 e dxy

D

I σ= ∫∫ 与 2
2 e dxy

D

I σ= ∫∫ ，其中 D 是矩形区域：–1≤x≤0，0≤y≤1；

解答：(1) 在区域 D内部， 1x y+ < ，所以 I1>I2；

(2) 在区域 D内部， 2 2,x x y y< < ，故 2 2ln( 1) ln( 1)x y x y+ + < + + ，所以 I1>I2；？

(3) 由于 2 2sin ( ) ( )x y x y+ < + ，所以 I1<I2；

(4) 在区域 D内部， 0xy < ，故 2xy xye e> ，所以 I1>I2

所属章节：第九章第一节

难度：一级

6．利用二重积分性质，估计下列二重积分的值

(1) d , {( , ) | 0 4,0 8}
ln(4 )D

I D x y x y
x y
σ

= = ≤ ≤ ≤ ≤
+ +∫∫ ；

(2) 2 2 2 2π 3πsin( )d , ( , )
4 4D

I x y D x y x yσ ⎧ ⎫= + = ≤ + ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭∫∫ ；

(3) 2 2

1 d , {( , ) || | | | 1}
100 cos cosD

I D x y x y
x y

σ= = + ≤
+ +∫∫ ；

(4)
2 2 2 2 1e d , ( , )

4
x y

D

I D x y x yσ+ ⎧ ⎫= = + ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭∫∫

解答：(1) 由于 {( , ) | 0 4,0 8}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ 的面积为 32，在其中
1 1 1

ln16 ln(4 ) ln 4x y
≤ ≤

+ +
，

而等号不恒成立，故
8 16

ln 2 ln 2
I< < ；

(2) 由于 2 2π 3π( , )
4 4

D x y x y⎧ ⎫= ≤ + ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

的面积为 21
2
π ，在其中 2 22 sin( ) 1

2
x y≤ + ≤ ，而等号不

恒成立，故
2 22π π

4 2
I< < ；
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(3) 由于 {( , ) || | | | 1}D x y x y= + ≤ 的面积为 2，在其中 2 2

1 1 1
102 100100 cos cosx y

≤ ≤
+ +

，而等号

不恒成立，故
1 1
51 50

I< < ；

注 ： 原 题 有 误 ？ 还 是 原 参 考 答 案 有 误 ？ 如 将 {( , ) || | | | 1}D x y x y= + ≤ 改 为

{( , ) || | | | 10}D x y x y= + ≤ ，则区域面积为 200，结论为
100 2
51

I< <

(4) 由于 2 2 1( , )
4

D x y x y⎧ ⎫= + ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

的面积为
1
4
π ，在其中

1
2 2 41 sin( )x y e≤ + ≤ ，而等号不恒成立，

故

1
4π πe

4 4
I< < ．

所属章节：第九章第一节

难度：二级

7．设 f(x，y)是连续函数，试求极限：
2 2 2

20

1lim ( , )d
πr

x y r

f x y
r

σ
+→

+ ≤
∫∫

解答：先用积分中值定理，再利用函数的连续性，即得

2 2 2
2 20 0 0

1 1lim ( , ) lim ( , ) lim ( , ) (0,0)
r r r

x y r

f x y d f f f
r r

σ ξ η σ ξ η
π π+ + +→ → →

+ ≤

= ⋅ = =∫∫ ．

所属章节：第九章第一节

难度：二级

8．设 f(x，y)在有界闭区域 D 上非负连续，证明：

(1) 若 f(x，y)不恒为零，则 ( , )d 0
D

f x y σ >∫∫ ；

(2) 若 ( , )d 0
D

f x y σ =∫∫ ，则 f(x，y)≡0

解答：(1) 若 f(x，y)不恒为零，则存在 0 0( , )x y D∈ ， 0 0( , ) 0f x y > ，利用连续函数的保号性，

存在 0 0( , )x y 的一个邻域 1D D⊂ ，在其上恒有 ( , ) 0f x y > ，于是
1

( , )d 0
D

f x y σ >∫∫ ，而

1

( , )d 0
D D

f x y σ
−

≥∫∫ ，所以
1 1

( , )d ( , )d ( , )d 0
D D D D

f x y f x y f x yσ σ σ
−

= + >∫∫ ∫∫ ∫∫ ；

(2) 假若 f(x，y)不恒为零，则由上题知 ( , )d 0
D

f x y σ >∫∫ ，矛盾，故 f(x，y)≡0．

所属章节：第九章第一节

难度：二级
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9．计算下列二重积分：

(1) πsin d , ( , ) 1 2,0
2D

x y D x y x yσ ⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭∫∫ ；

(2) { }2 2( e )d , ( , ) 1 1,0 1x y

D

xy D x y x yσ++ = − ≤ ≤ ≤ ≤∫∫ ；

(3) { }2

e d , ( , ) 0 1,0 1xy

D

xy D x y x yσ = ≤ ≤ ≤ ≤∫∫ ；

(4) 2 2 πsin( )d , ( , ) 0 ,0 2
2D

x y xy D x y x yσ ⎧ ⎫= ≤ ≤ ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭∫∫ ；

(5) { }2 2 2 2d , ( , ) 2, 2
D

x D x y x y x y xσ = + ≥ + ≤∫∫

解答：(1)
2 2

2
1 0 1

3sin d sin
2D

x y dx x ydy xdx
π

σ = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
2 21 1 1 1 12 2 2 2 2 2

1 0 1 0 1

1 ( 1)( e )d ( ) ( 1)
2 2

x y x y x y x

D

exy dx xy e dy dx e dy e e dx
e

σ+ + +

− − −

−
+ = + = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3)
2 21 1 1

0 0 0

1d ) ( 1) 1
2 2

xy xy x

D

exye dx xye dy e dxσ = = − = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
222 2 2 22 2

0 0 0

1sin( )d sin( ) ( cos 4 )
2 16D

x y xy dx x y xy dy x x x dx
π π π

σ = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(5)
2

2

1 2 1 2

1 1 1 1
1

2
y

y
D

xd dy xdx y dy πσ
−

− − − −
= = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：一级

10．画出下列各题中给出的区域 D，并将二重积分 ( , )d
D

f x y σ∫∫ 化为两种次序不同的二次积分：

(1) D由曲线 y=lnx，直线 x=2 及 x轴所围成；

(2) D由抛物线 y=x2与直线 2x+y=3 所围成；

(3) D由 y=0 及 y=sinx(0≤x≤π)所围成；

(4) D由曲线 y=x3，y=x所围成；

(5) D由直线 y=0，y=1，y=x，y=x–2 所围成

解答：本题图略，建议画出

(1)
2 ln ln 2 2

1 0 0
( , ) ( , )

y

x

e
dx f x y dy dy f x y dx=∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
2

31 3 2 1 9
2

3 0 1
( , ) ( , ) ( , )

yx y

x y y
dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

−−

− − −
= +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；
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(3)
sin 1 arcsin

0 0 0 arcsin
( , ) ( , )

x y

y
dx f x y dy dy f x y dx

π π −
=∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
3 3

3 3

0 1 0 1

1 0 1 0
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

x x y y

x x y y
dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

− −
+ = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

注：原题有误？还是原参考答案有误？如将“D由曲线 y=x3，y=x所围成”改为“D由曲线

3, 1, 1y x y x= = = − 所围成”，则答案为原参考答案

3

3

1 1 1

1 1 1
d ( , )d d ( , )d

y

x
x f x y y y f x y x

− − −
=∫ ∫ ∫ ∫ ；

(5)
1 2 1 3 1 1 2

0 0 1 0 2 2 0
d ( , )d d ( , )d d ( , )d d ( , )d

x y

x y
x f x y y x f x y y x f x y y y f x y x

+

−
+ + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

所属章节：第九章第二节

难度：一级

11．计算下列二重积分：

(1)
2

2 d
D

x
y

σ∫∫ ，D由曲线 x=2，y=x，xy=1 所围成；

(2) cos( )d d
D

x x y x y+∫∫ ，D由点(0，0)，(π，0)，(π，π)为顶点的三角形区域；

(3) d
D

x y σ∫∫ ，D由抛物线 y x= 和 y =x2围成；

(4) d d
D

xy x y∫∫ ，D由抛物线 y2=x与直线 y=x–2 所围成；

(5) sin d
D

x
y

σ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫ ，D由直线 y=x，y=2 和曲线 x=y3 所围成

解答：(1)
2 22 2 3

12 21 1

9( )
4

x

xD

x xd dx dy x x dx
y y

σ = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
0 0 0

3cos( ) cos( ) ( sin 2 sin )
2

x

D

x x y dxdy dx x x y dy x x x x dx
π π

+ = + = − = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3)
2

71 1 44
0 0

2 6( )
3 55

x

x
D

x yd dx x ydy x x dxσ = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
2

2 2 2 2 4

1 1

1 45( 4 4 )
2 8

y

y
D

xydxdy dy xydx y y y y dx
+

− −
= = + + − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(5)
32 2 2

1 1

3cos1 sin1 sin 4sin( ) sin( ) ( cos1 cos )
2

y

y
D

x xd dy dx y y y dy
y y

σ + −
= = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：二级
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12．画出下列各题中的积分区域，并交换积分次序(假定 f(x，y)在积分区域上连续)：

(1)
1

0
d ( , )d

y

y
y f x y x∫ ∫ ；

(2)
21 2 2

0 0 1 0
d ( , )d d ( , )d

x x
x f x y y x f x y y

−
+∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3)
2

1 2

2
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

−∫ ∫ ；

(4)
2

2

2 4

0 2
d ( , )d

x

x x
x f x y y

−

−∫ ∫ ；

(5)
21 1

0 1
d ( , )d

x

x
x f x y y

−

−∫ ∫
(6)

1 3 2

0
d ( , )d

y

y
y f x y x

−

∫ ∫
解答：本题图略，建议画出

(1)
2

1

0
( , )

x

x
dx f x y dy∫ ∫ ；

(2)
1 2

0
( , )

y

y
dy f x y dx

−

∫ ∫ ；

(3)
 1   4  2

 0   1  
( , ) ( , )

x x

x x
dx f x y dy dx f x y dy

−

− −
+∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
2 2 2

2

 1  1 1  1  4  2 4

 0  0  0  1 1  1  0
( , ) ( , ) ( , )

y y y

y
dy f x y dx dy f x y dx dy f x y dx

− − − −

+ −
+ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(5)
20 1 1 1

1 0 0 0
( , ) ( , )

y y
dy f x y dx dy f x y dx

+ −

−
+∫ ∫ ∫ ∫ ；

(6)
2 31 3

2
0 0 1 0

( , ) ( , )
xx

dx f x y dy dx f x y dy
−

+∫ ∫ ∫ ∫
所属章节：第九章第二节

难度：一级

13．计算下列二次积分：

(1)
1/3

1 1 4

0
d 1 d

y
y x x−∫ ∫ ；

(2)
23 2

1 1
d e dy

x
x y−

−∫ ∫ ；

(3)
π π
2 2

0

sind d
y

xy x
x∫ ∫ ；

(4)
2 2 2

0
d 2 sin( )d

x
x y xy y∫ ∫ ；

(5)
π1 22

0 arcsin
d cos 1 cos d

y
y x x x+∫ ∫ ；
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(6)
2 4 2

1 2

π πd sin d d sin d
2 2

x

x x

x xx y x y
y y

+∫ ∫ ∫ ∫

解答：(1)
3

1/ 3

1 1 1 14 4 3 4

0 0 0 0

11 1 1
6

x

y
dy x dx dx x dy x x dx− = − = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
2 2 23 2 2 1 2 4

1 1 0 0 0

1 (1 )
2

yy y y

x
dx e dy dy e dx ye dy e

+− − − −

−
= = = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3) 2 2 2 2
0 0 0 0

sin sin sin 1
x

y

x xdy dx dx dy xdx
x x

π π π π

= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
2 2 2 22 2 2

0 0 0 0
2 sin( ) 2 sin( ) [2 2 cos( )] 4 sin 4

y

x
dx y xy dy dy y xy dx y y y dy= = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(5)
1 sin2 2 22 2 2
0 arcsin 0 0 0

cos 1 cos cos 1 cos sin cos 1 cos
x

y
dy x xdx dx x xdy x x xdx

π π π

+ = + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫
3

2 2 2
0

1 1(1 cos ) (2 2 1)
3 3

x
π

= − + = − ；

(6)
22 4 2 2 2

31 2 1 1

2 8 4sin sin sin cos
2 2 2 2

x y

x x y

x x xdx dy dx dy dy dx y ydy
y y y

π π π π π
π π

+
+ = = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：二级

14．利用积分区域的对称性和被积函数关于 x或 y的奇偶性，计算下列二重积分：

(1) 2 2 2| | d , :
D

xy D x y Rσ + ≤∫∫ ；

(2) 2 3 2 2( tan 4)d d , : 4
D

x x y x y D x y+ + + ≤∫∫ ；

(3) 2 2 2 2(1 ) arcsin d , : ( )
D

yx x D x R y R
R

σ+ + − + ≤∫∫ ；

(4) (| | | |)d d , :| | | | 1
D

x y x y D x y+ + ≤∫∫

解答：(1) 设 2 2 2
1 : , 0, 0D x y R x y+ ≤ ≥ ≥ ，则

1

4
32

0 0
| | 4 | | 4 sin cos

2
R

D D

Rxy d xy d d r dr
π

σ σ θ θ θ= = =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ；

(2) 2 3( tan 4) 4 16
D D

x x y dxdy dxdy π+ + = =∫∫ ∫∫ ；

(3) 由于积分区域关于 x对称，被积函数是关于 y的奇函数，故 2(1 )arcsin d 0
D

yx x
R

σ+ + =∫∫ ；
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(4) 设 1 : 1, 0, 0D x y x y+ ≤ ≥ ≥ ，则

1

1 1

0 0

4(| | | |) 2 | | 8 8
3

x

D D D

x y dxdy x dxdy xdxdy dx xdy
−

+ = = = =∫∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：二级

15．利用极坐标化二重积分 ( , )d
D

f x y σ∫∫ 为二次积分，其中积分区域 D为：

(1) 2 2: , ( 0)D x y ax a+ ≤ > ；

(2) 2 2:1 4D x y≤ + ≤ ；

(3) : 0 1,0 1D x y x≤ ≤ ≤ ≤ − ；

(4) 2 2: 2( )D x y x y+ ≤ +

(5) 2 2: 2 4D x x y≤ + ≤

解答：(1)
π cos
2
π 0
2

d ( cos , sin ) d
a

f r r r r
θ

θ θ θ
−∫ ∫ ；

(2)
2π 2

0 1
d ( cos , sin ) df r r r rθ θ θ∫ ∫ ；

(3)
π 1
2 cos sin

0 0
d ( cos , sin ) df r r r rθ θθ θ θ+∫ ∫ ；

(4)
3π 2(cos sin )
4
π 0
4

d ( cos , sin ) df r r r r
θ θ

θ θ θ
+

−∫ ∫ ；

(5)
π 3π2 2
2 2
π π2cos 0
2 2

d ( cos , sin ) d d ( cos , sin ) df r r r r f r r r r
θ

θ θ θ θ θ θ
−

+∫ ∫ ∫ ∫

所属章节：第九章第二节

难度：一级

16．利用极坐标计算下列二重积分：

(1) 2 2 2 2 2d d , :
D

R x y x y D x y Rx− − + ≤∫∫ ；

(2) 2 2 2 2 2 2 2 2( )d d , : ( ) ( )
D

x y x y D x y a x y+ + ≤ −∫∫ ；

(3) 2 2arctan d d , :1 4, 0,
D

y x y D x y y y x
x

≤ + ≤ ≥ ≤∫∫ ；
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(4) 2 2 2 2d d , : 2, 2
D

x x y D x y x y x+ ≥ + ≤∫∫ ；

(5)
arctan

2 2

2 2

e d , :1 4, 3

y
x

D

D x y x y x
x y

σ ≤ + ≤ ≤ ≤
+

∫∫

(6) 2 2( )d d
D

x y x y+∫∫ ，D：第一象限中由圆 2 2 2 22 , 4x y y x y y+ = + = 及直线 3 , 3x y y x= = 所

围成．

解答：

(1)
cos2 2 2 2 2 3 3 32 2

0
2 2

1 1 4d d (1 sin ) ( )
3 3 3

R

D

R x y x y d R r rdr R d R
π πθ

π πθ θ θ π
− −

− − = − = − = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
cos 22 2 3 4 2 44 4

0 0 0
( ) 4 cos 2

8
a

D

x y dxdy d r dr a d a
π πθ π
θ θ θ+ = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3)
22

4
0 1

3arctan d d
64D

y x y d rdr
x

π π
θ θ= =∫∫ ∫ ∫ ；

(4)
2cos 2 44 4
2

4 4

8 2 2cos ( cos cos )
3 3 2D

xdxdy d r dr d
π π

θ

π π
πθ θ θ θ θ

− −
= = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

注：本小题与第 9 大题第（5）小题相同．

(5)
arctan

2
33 4

2 2 1
4

e d

y
x

D

d e dr e e
x y

ππ π
θ

πσ θ= = −
+∫∫ ∫ ∫ ；

(6)
4sin2 2 3 43 3
2sin

6 6

15( )d d 60sin (2 3)
8D

x y x y d r dr d
π πθ

π πθ
θ θ θ π+ = = = +∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：二级

17．设 r，θ为极坐标，在下列积分中交换积分次序：

(1)
π cos
2
π 0
2

d ( , )d  ( 0)
a

f r r a
θ

θ θ
−

>∫ ∫ ；

(2)
π sin 2
2

0 0
d ( , )d  ( 0)

a
f r r a

θ
θ θ >∫ ∫ ；

(3)
0 0

d ( , )d  (0 2π)
a

f r r a
θ

θ θ < <∫ ∫ ；

(4)
π
4 cos

0 0
d ( , )d  ( 0)

a

f r r aθθ θ >∫ ∫ ；
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解答：(1)
arccos

0 arccos
d ( , )d

ra
a
r
a

r f r θ θ
−∫ ∫ ；

(2)
2

2

2

2

π arcsin
2

10 arcsin
2

d ( , )d
r

a
a
r
a

r f r θ θ∫ ∫ ；

(3)
0

d ( , )d
a a

r
r f r θ θ∫ ∫ ；

(4)
π π2
4 4

0 0 0 arccos
d ( , )d d ( , )d

a a

a
r

r f r r f rθ θ θ θ+∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：一级

18．计算下列二次积分：

(1)
2

2 21 1

0 0
d e d

x x yx y
− +∫ ∫ ；

(2)
22 /2 1

0
d arctan d

y

y

yy x
x

−

∫ ∫ ；

(3)
22 2 2 2

0 0
d d

x x
x x y y

−
+∫ ∫ ；

(4)
21 1 2 2 3/2

0 1
d ( ) d

x

x
x x y y

− −

−
+∫ ∫ ．

解答：(1)
2

2 2 21 1 1
2 2

0 0 0 0 0

1 ( 1)
2 4

x x y r e edx e dy d e rdr d
π π π
θ θ

− + − −
= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
22 / 2 1 1 24 2

0 0 0 0

1 1arctan
2 64

y

y

ydy dx d rdr d
x

π π

θ θ θ θ π
−

= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3)
22 2 2cos2 2 2 32 2

0 0 0 0 0

8 16cos
3 9

x x
dx x y dy d r dr d

π πθ
θ θ θ

−
+ = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
21 1 12 2 3/ 2 22 2

10 1 0 0
sin cos

( ) (sin cos 1) 2
2

x

x
dx x y dy d r dr d

π π

θ θ

π
θ θ θ θ

− − −

−
+

+ = = + − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫

所属章节：第九章第二节

难度：二级

19．计算下列二重积分：

(1)
2 2max( , )e d d , :{( , ) | 0 1,0 1}x y

D

x y D x y x y≤ ≤ ≤ ≤∫∫ ；

(2) 2 2 2 2| 4 | d d , :{( , ) | 9}
D

x y x y D x y x y+ − + ≤∫∫ ；
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(3) π π| cos( ) | d d , :{( , ) | 0 ,0 }
2 2D

x y x y D x y x y+ ≤ ≤ ≤ ≤∫∫ ；

(4) 2| |d d , :{( , ) | 1 1,0 2}
D

y x x y D x y x y− − ≤ ≤ ≤ ≤∫∫ ．

解答：(1)
2 2 2 21 1max( , )

0 0 0 0
1

x yx y x y

D

e dxdy dx e dy dy e dx e= + = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
2 2 2 32 2 2 2

0 0 0 2

21| 4 | (4 ) ( 4)
2D

x y dxdy d r rdr d r rdr
π π
θ θ π+ − = − + − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3) 2 2 2 2
0 0 0

2

| cos( ) | cos( ) cos( ) 2
x

x
D

x y dxdy dx x y dy dx x y dy
π π π π

π π
−

−
+ = + − + = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
2

2

1 1 12 2 2

0 0 0

5| | 2 2
2 3

x

x
D

y x dxdy dx x ydy dx y x dy π
− = − + − = +∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫

所属章节：第九章第二节

难度：三级

20．选择适当坐标计算下列各题：

(1)
2

2 d
D

x
y

σ∫∫ ，其中 D是由双曲线 xy =1 与直线 y =x，x =2 围成；

(2)
2 2

2 2

1 d
1D

x y
x y

σ
− −
+ +∫∫ ，其中 2 2{( , ) | 1, 0, 0}D x y x y x y= + ≤ ≥ ≥ ；

(3) 2 2( )d d
D

x y x y+∫∫ ，其中 D是直线 y=x，y=x+a，y=a，y=3a(a>0)围成；

(4) d d
D

xy x y∫∫ ，其中 2 2 2 2{( , ) | 0, 1, 2 }D x y y x y x y x= ≥ + ≥ + ≤ ．

解答：(1)
2 22 2 3

12 21 1

9( )
4

x

xD

x xd dx dy x x dx
y y

σ = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

注：本小题与第 11 大题第（1）小题重复．

(2)
2 2 2 21 1

2
2 2 2 2 20 0 0

1 1 2 ( 2)d 1
1 1 2 1 8D D

x y x rd d rdr rdr
x y y r r

π π π π
σ σ θ

− − − −
= = − =

+ + + +∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3)
32 2 2 2 2

0
( ) ( ) 14

a x

x a
D

x y dxdy dy x y dx a
+

+ = + =∫∫ ∫ ∫ ；

(4)
2cos 3 53 3

0 1 0

1 9sin cos (4cos sin sin cos )
4 16D

xydxdy d r dr d
π πθ
θ θ θ θ θ θ θ θ= = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ．
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所属章节：第九章第二节

难度：二级

21．用适当的变量变换，计算下列二重积分：

(1) 2 2sin(9 4 )d d
D

x y x y+∫∫ ，中 D是椭圆形闭区域 2 29 4 1x y+ ≤ 位于第一象限内的部分；

(2) 2 2d d
D

x y x y∫∫ ，D是由双曲线 xy=1，xy=2 与直线 x=y，x=4y所围成的在第一象限内的闭区

域；

(3)
2 2

2 2( )d d
D

x y x y
a b

+∫∫ ，D是椭圆形闭区域
2 2

2 2 1x y
a b

+ ≤ ；

(4) e d dx y

D

x y+∫∫ ，D 是闭区域|x|+|y|≤1；

(5) 3 2( ) cos ( )d d
D

x y x y x y+ −∫∫ ，其中 D是以(π，0)，(3π，2π)，(2π，3π)，(0，π)为顶点的平行

四边形；

参考答案：(1) π (1 cos1)
24

− (提示：作变换
1 1cos , sin
3 2

x r y rθ θ= = )；

(2) 7 ln 2
3

(提示：作变换 , yxy u v
x

= = )；

(3) 1 π
2
ab (提示：作变换 cos , sinx ar y brθ θ= = )；

(4) 1e e−− (提示：作变换 ,x y u x y v+ = − = )；

(5) 78π5(提示：作变换 ,x y u x y v+ = − = )

解答：(1) 作变换
1 1cos , sin
3 2

x r y rθ θ= = ，则
1
6

J r= ，

12 2 22
0 0

1sin(9 4 )d d sin (1 cos1)
6 24D

x y x y d r rdr
π π
θ+ = ⋅ = −∫∫ ∫ ∫ ；

(2) 作变换 , yxy u v
x

= = ，则
1
2

J
v

= ，

2 12 2 2
11
4

1 7d d ln 2
2 3D

x y x y du u dv
v

= =∫∫ ∫ ∫ ；

(3) 作变换 cos , sinx ar y brθ θ= = ，则 J abr= ，

2 2 2 1 3
2 2 0 0

1( )d d
2D

x y x y d abr dr ab
a b

π
θ π+ = =∫∫ ∫ ∫ ；

(4) 作变换 ,x y u x y v+ = − = ，则
1
2

J = ，
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1 1 1

1 1

1e d d
2

x y u

D

x y du e dv e e+ −

− −
= = −∫∫ ∫ ∫ ；

(5) 作变换 ,x y u x y v+ = − = ，则
1
2

J =

5 23 2 3 2 51( ) cos ( )d d cos 39
2D

x y x y x y du u v dv
π π

π π
π+ − = ⋅ =∫∫ ∫ ∫ ．

（原参考答案有误？）

所属章节：第九章第二节

难度：三级

22．利用二重积分求下列平面区域的面积：

(1) D由曲线 e , ex xy y −= = 及 x =1 围成；

(2) D由曲线 y=x+1，y2= –x–1 围成；

(3) D由双纽线 2 2 2 2 2( ) 4( )x y x y+ = − 围成；

(4) {( cos , sin ) | 2 4sin }D r r rθ θ θ= ≤ ≤ ；

(5) 1{( cos , sin ) | 1 cos }
2

D r r rθ θ θ= ≤ ≤ + ；

(6) D由曲线 2 2 2 3( ) 2 ( 0)x y ax a+ = > 围成；

(7) D由曲线 y=x3，y=4x3，x=y3，x=4y3所围成的第一象限部分

参考答案：(1) 1e e 2−+ − ；(2) 1
6
；(3) 4；(4) 4π 2 3

3
+ ；(5) 5π 7 3

6 8
+ ；(6) 25π

8
a ；(7) 1

8

解答：(1)
1 1 1

0 0
( ) 2

x

x

e x x

e
D

A dxdy dx dy e e dx e e
−

− −= = = − = + −∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
20 1 0 2

1 1 1

1( )
6

y

y
D

A dxdy dy dx y y dx
− −

− − −
= = = − − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3) 双纽线 2 2 2 2 2( ) 4( )x y x y+ = − 用极坐标表示 2 4cos 2r θ= ，

2 cos 2
4 4

0 0 0
4 8 cos 2 4

D

A dxdy d rdr d
π πθ
θ θ θ= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
4sin

2 2
2

6 6

2 (4 8cos 2 )
D

A dxdy d rdr d
π πθ

π πθ θ θ= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫
4π 2 3
3
+ ；

(5)
2 21 cos
3 3

10 0
2

52 ( 4cos cos 2 )
2D

A dxdy d rdr d
π πθ
θ θ θ θ

+
= = = + + =∫∫ ∫ ∫ ∫

5π 7 3
6 8
+ ；
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(6) 曲线 2 2 2 3( ) 2 ( 0)x y ax a+ = > 用极坐标表示 32 cosr a θ= ，

32 cos 2 62 2
0 0 0

2 4 cos
a

D

A dxdy d rdr a d
π πθ
θ θ θ= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ 25π

8
a ；

(7)

4sin
2 2

2
6 6

2 (4 8cos 2 )
D

A dxdy d rdr d
π πθ

π πθ θ θ= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫
1
8

？

所属章节：第九章第二节

难度：二级

23．利用二重积分求下列各题中的立体Ω的体积：

(1) Ω为第一象限中由圆柱面 y2+z2=4 与平面 x=2y，x=0，z=0 所围成；（注：象限应为卦限？）

(2) Ω由平面 y=0，z=0，y=x及 6x+2y+3z=6 围成；

(3) 2 2 2 2{( , , ) | 1 1 }x y z x y z x yΩ = + ≤ ≤ + − − ；

(4) 2 2 2{( , , ) | 1 , 1 1x y z x y z zΩ = + ≤ + − ≤ ≤ ；

参考答案：(1) 16
3
；(2) 1

4
；(3) 7π

6
；(4) 8π

3

解答：(1)
2 2 22 2 2

0 0 0

164 4 2 4
3

y

D

V y dxdy dy y dx y y dy= − = − = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2) 2 1(2 2 )
3 4D

V x y dxdy= − − =∫∫ ；

(3)
2 12 2 2 2 2 2

0 0

7[(1 1 ) ( )] (1 1 )
6D

V x y x y dxdy d r r rdr
π πθ= + − − − + = + − − =∫∫ ∫ ∫ ；

(4)
2 22 2 2 2

0 1

8( 2) 2 2 1 4 2 1
3

xyD

V x y dxdy d r rdr
π

π π θ π= ⋅ − + − = − − ⋅ =∫∫ ∫ ∫

所属章节：第九章第二节

难度：二级

24．设 f(x)在[0，1]上连续，D由点(0，0)、(1，0)、(0，1)为顶点的三角形区域，证明：

1

0
( )d ( )d

D

f x y uf u uσ+ =∫∫ ∫

解答：将二重积分化为二次积分，再用积分变换 u=x+y，然后交换积分顺序
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1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0
( )d ( ) ( ) ( ) ( )d

x u

x
D

f x y dx f x y dy dx f u du du f u dx uf u uσ
−

+ = + = = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

25．设 f(x)连续，证明：
2 2

2 2

2
1

( )d d ( ) 2 d
x y

f x y x y f u u u
−

+ ≤

+ = −∫∫ ∫

解答：作变量变换
1 1( ), ( )
2 2

x u v y u v= − = + ，则
1
2

J = ，

2

2
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2
1 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) 2
2 2

u

u
x y u v

f x y dxdy f u dudv du f u dv f u u du
−

− − − −
+ ≤ + ≤

+ = = = −∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

26．设 f(x)在[a，b]上连续，证明： ( )2
2( )d ( ) ( )d

b b

a a
f x x b a f x x≤ −∫ ∫

解答：设区域 {( , ) | , }D x y a x b a y b= ≤ ≤ ≤ ≤ ，则

2( ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b b

a a a a a
f x dx f x dx f x dx f x dx f y dy= ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ( ) ( )

D

f x f y dxdy= ∫∫

2 2
2 2( ) ( ) 1 1( ) ( )

2 2 2D D D

f x f y dxdy f x dxdy f y dxdy+
≤ = +∫∫ ∫∫ ∫∫

2 2 2( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a
D

f x dxdy dx f x dy b a f x dx= = = −∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

27．设 f(x)在[a，b]上连续，f(x)>0，证明： 21( )d d ( )
( )

b b

a a
f x x x b a

f x
≥ −∫ ∫

解答：设区域 {( , ) | , }D x y a x b a y b= ≤ ≤ ≤ ≤ ，则

1 1 ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

b b b b

a a a a
D

f xf x dx dx f x dx dy dxdy
f x f y f y

= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ ，

1 1 ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

b b b b

a a a a
D

f yf x dx dx f y dy dx dxdy
f x f x f x

= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫∫ ，
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所以 21 1 ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 2 ( ) ( )

b b

a a
D D

f x f xf x dx dx dxdy dxdy b a
f x f y f y

= + ≥ = −∫ ∫ ∫∫ ∫∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

28．在曲线族 y=c(1–x2)(c>0)中试选一条曲线，使这条曲线和它在(–1，0)及(1，0)两点处的法

线所围成的图形面积最小

解答：曲线在(1，0)处的法线为
1 1
2 2

y x
c c

= − ，由对称性知所围图形面积为

21 (1 )

1 10
2 2

4 12
3 2

c x

x
c c

A dx dy c
c

−

−
= = +∫ ∫ ，

令 0dA
dc

= ，得唯一驻点
6

4
c = （负值舍去）

又由于该实际问题的最小值存在，故当
6

4
c = 时，所围图形面积最小，为

2 6
3

．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

29．设 f(x)是连续函数，区域 D由 y=x3，y=1，x= –1 围成，计算二重积分
2 2[1 ( )]d d

D

x yf x y x y+ +∫∫
解答：将 D分成两块，记为

{ } { }3 33 3
1 2( , ) ,0 1 , ( , ) , 1 0D x y y x y y D x y x y x x= − ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ − − ≤ ≤ ，

则由函数的奇偶性与积分区域的对称性得

1 2

2 2 2 2 2 2[1 ( )] [1 ( )] [1 ( )]
D D D

x yf x y dxdy x yf x y dxdy x yf x y dxdy+ + = + + + + +∫∫ ∫∫ ∫∫
3

2

0

1 0

22
5

x

D

xdxdy dx xdy
−

−
= = = −∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

30．设 f(x)、g(x)在[0，1]上连续且都是单调减少的，试证：
1 1 1

0 0 0
( ) ( )d ( )d ( )df x g x x f x x g x x≥∫ ∫ ∫

解答：设 {( , ) | 0 1,0 1}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ，则

1 1 1

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

D D

I f x g x dx f x dx g x dx f x g x dxdy f x g y dxdy= − = −∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫∫
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( )[ ( ) ( )]
D

f x g x g y dxdy= −∫∫ ，

类似地有 ( )[ ( ) ( )]
D

I f y g y g x dxdy= −∫∫ ，两式相加，并利用条件 f(x)、g(x)在[0，1]上连续且都

是单调减少的，就有

2 [ ( ) ( )][ ( ) ( )] 0
D

I f x f y g x g y dxdy= − − ≥∫∫ ，

所以 0I ≥ ，即
1 1 1

0 0 0
( ) ( )d ( )d ( )df x g x x f x x g x x≥∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

31．设 f(x)在[0，1]上连续，并设
1

0
( )df x x A=∫ ，求

1 1

0
d ( ) ( )d

x
x f x f y y∫ ∫

解答：设 {( , ) | 0 1,0 1}D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ ，则

1 1 1 1

0 0 0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y x

x
dx f x f y dy dy f x f y dx dx f x f y dy= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

1 1 1

0 0 0

1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ]
2

x

x
dx f x f y dy dx f x f y dy= +∫ ∫ ∫ ∫

1 1 2

0 0

1 ( ) ( ) ( ) ( )
2 D

f x f y dxdy f x dx f y dy A= = ⋅ =∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第二节

难度：三级

32．至少利用三种不同的积分次序计算三重积分 2( )dx yz v
Ω

+∫∫∫ ，其中Ω=[0，2]×[–3，0]×[–1，

1]

解答：
2 0 1 2 0 22 2 2 2

0 3 1 0 3 0
( ) ( ) 2 6 16x yz dv dx dy x yz dz dx x dy x dx

Ω
− − −

+ = + = = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ，

类似
0 2 12 2

3 0 1
( ) ( ) 16x yz dv dy dx x yz dz

Ω
− −

+ = + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

1 0 22 2

1 3 0
( ) ( ) 16x yz dv dz dy x yz dx

Ω
− −

+ = + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第三节

难度：一级

33．将三重积分 ( , , )df x y z v
Ω
∫∫∫ 化为累次积分(三次积分)，其中积分区域Ω分别是：

(1) 2 2 2 2: , 0x y z R zΩ + + ≤ ≥ ；
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(2) Ω由 x2+y2=4，z=0，z=x+y+10 所围成；

(3) 2 2 2 2 2: 2,x y z z x yΩ + + ≤ ≥ +

(4) Ω：由双曲抛物面 z=xy及平面 x+y–1=0，z=0 所围成的闭区域

解答：(1)
2 2 2 2 2

2 2 0
d d ( , , )d

R R x R x y

R R x
x y f x y z z

− − −

− − −∫ ∫ ∫ ；

(2)
2

2

2 4 10

2 4 0
d d ( , , )d

x x y

x
x y f x y z z

− + +

− − −∫ ∫ ∫ ；

(3)
2 2 2

2 2 2

1 1 2

1 1
d d ( , , )d

x x y

x x y
x y f x y z z

− − −

− − − +∫ ∫ ∫ ；

(4)
1 1

0 0 0
d d ( , , )d

x xy
x y f x y z z

−

∫ ∫ ∫
所属章节：第九章第三节

难度：二级

34．计算下列三重积分：

(1) dy v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是在平面 z=x+2y下放，xOy平面上由 y=x2、y=0 及 x=1 围成的平面区域上

方的立体；

(2) e dx y z v
Ω

+ +∫∫∫ ，其中Ω是在平面 x+y+z=1 与三个坐标面围成；

(3) sin( )d d dx y z x y z
Ω

+∫∫∫ ，其中

π{( , , ) | 0 ,0 }
2

x y z x y z yΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ −

(4) dz v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是第一象限中由曲面 y2+z2=9 与平面 x=0、y=3x和 z=0 所围成的空间立体；

(5) 2 2 2 d d d
1

xyz x y z
x y zΩ + + +∫∫∫ ，其中 2 2 2{( , , ) | 0, 0, 1}x y z x z x y zΩ = ≥ ≥ + + ≤ ；

(6) d d dx x y z
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是由抛物面 x=4y2+4z2 与平面 x=4 围成

参考答案：(1) 5
28

；(2) e 1
2
− ；(3) π 1

4 2
− ；(4) 27

8
；(5) 0；(6) 16 π

3

解答：(1) 5
28

；

(2) e 1
2
− ；

(3) π 1
4 2
− ；

(4) 27
8
；

(5) 0；
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(6) 16 π
3

所属章节：第九章第三节

难度：二级

35．用截面法(先算二重积分后算单积分)解下列三重积分问题：

(1) 计算三重积分 sin dz v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是由锥面 2 2z x y= + 和平面 z=π围成；

(2) 设Ω是由单叶双曲面 x2+y2–z2=R2和平面 z=0，z=H围成，试求其体积；

(3) 已知物体Ω的底面是 xOy平面上的区域 2 2 2{( , ) | }D x y x y R= + ≤ ，当垂直于 x轴的平面与

Ω相交时，截得的都是正三角形，物体的体密度函数为 ( , , ) 1 xx y z
R

ρ = + ，试求其质量；

(4) 试求立体
2 2

2 2( , , ) 1x yx y z z
a b

Ω
⎧ ⎫

= + ≤ ≤⎨ ⎬
⎩ ⎭

的形心坐标

参考答案：(1) π2–4π；(2) 2 31π π
3

R H H+ ；(3) 34 3
3

R ；(4) 20,0,
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

解答：(1) 2 3

0 0
sin d sin sin 4

zD

z v zdz dxdy z z dz
π π

Ω

π π π= = ⋅ = −∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ；与原参考答案不同

(2) 2 2 2 3

0 0

1( )
3

z

H H

D

V dv dz dxdy R z dz R H Hπ π π
Ω

= = = + = +∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ；

(3) 2 2 34( , , ) (1 ) (1 ) 3( ) 3
3

x

R R

R R
D

x xm x y z dv dx dydz R x dx R
R R

ρ
− −

Ω

= = + = + ⋅ − =∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ；

(4) 由对称性， 0x y= = ，

1 1

0 0

1
2

zD

V dv dz dxdy abzdz abπ π
Ω

= = = =∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ，

1 1 2

0 0

1 1 1 2
3

zD

z zdv zdz dxdy abz dz
V V V

π
Ω

= = = =∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ，即所求形心坐标为
20,0,
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

．

所属章节：第九章第三节

难度：二级

36．利用柱面坐标计算下列三重积分：

(1) 2 2( )dx y v
Ω

+∫∫∫ ，其中 2 2{( , , ) | 4, 1 2}x y z x y zΩ = + ≤ − ≤ ≤ ；

(2) 3 2( )d d dx xy x y z
Ω

+∫∫∫ ，其中Ω由柱面 x2+(y–1)2=1 及平面 z=0，z=2 所围成；
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(3) 2 2 dx y v
Ω

+∫∫∫ ，其中 2 2{( , , ) | 0 9 }x y z z x yΩ = ≤ ≤ − − ；

(4) d d dy x y z
Ω
∫∫∫ ，其中 2 2{( , , ) |1 4,0 2}x y z y z x zΩ = ≤ + ≤ ≤ ≤ + ；

(5) dxy v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω为 z≥0 上平面 y=0、y=z及柱面 x2+z2=1 围成

解答：(1)
2 2 2 22 2 2 3

0 0 1 0
( )d 2 3 24x y v d rdr r dz r dr

π

Ω

θ π π
−

+ = = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2) 由于被积函数、积分区域关于 x为奇，故 3 2( )d d d 0x xy x y z
Ω

+ =∫∫∫ ；

(3)
22 3 9 32 2 2 4

0 0 0 0

324d 2 (9 )
5

r
x y v d rdr rdz r r dr

π

Ω

πθ π
−

+ = = − =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4) d d d 0y x y z
Ω

=∫∫∫ ；

(5) d 0xy v
Ω

=∫∫∫
所属章节：第九章第四节

难度：三级

37．利用球面坐标计算下列三重积分：

(1)
2 2 2

e dx y z v
Ω

+ +∫∫∫ ，其中 2 2 2 2: x y z aΩ + + ≤ ；

(2)
2 2 2 2( )e dx y zx v

Ω

+ +∫∫∫ ，其中Ω是第一象限中球面 2 2 2 1x y z+ + = 与球面 2 2 2 4x y z+ + = 之间的部

分； 卦限？

(3) 2dy v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是单位球体在第五象限部分；

(4)
2 2 2

2 2 2

sin(1 ) d
1

x y z v
x y zΩ

+ + +
+ + +∫∫∫ ，其中Ω是 2 20 1z x y≤ ≤ − − ；

(5) 2 2 2 dx y z v
Ω

+ +∫∫∫ ，其中Ω是锥面
π
6

ϕ = 上方与上半球面ρ=2 所围立体

解答： (1)
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0
e d sin 4 4 ( 2 2) 8

a ax y z r r av d d e r dr r e dr e a a
π π

Ω

θ ϕ ϕ π π π+ + = = = − + −∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
2 2 2 2 42( ) 22 2

0 0 1
e d sin cos sinx y z rx v d d r e r dr

π π

Ω

θ ϕ ϕ θ ϕ+ + = ⋅∫∫∫ ∫ ∫ ∫

16 16
22 2

0 0
cos sin

4 16
e e e ed d

π π

θ θ ϕ ϕ π
− −

= =∫ ∫ ；
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(3)
12 2 2 2 2 2 32 2

0 0 0
2 2

1d sin sin sin sin sin
5 30

y v d d r r dr d d
π ππ π

π π
Ω

π
θ ϕ ϕ θ ϕ θ θ ϕ ϕ= ⋅ = ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4)
2 2 2 32 1 22

2 2 2 20 0 0

ln(1 ) d ln(1 )sin cos
1 1

z x y z rv d d r dr
x y z r

ππ

Ω

θ ϕ ϕ ϕ
+ + +

= +
+ + + +∫∫∫ ∫ ∫ ∫

2 2
0

1 12 (ln 2 ln 2) sin cos
2 4

d
π

π ϕ ϕ ϕ= − − ∫ 2(4ln 2 2 ln 2)
4
π

= − − ；

(5)
2 22 2 2 36 6

0 0 0 0
d sin 8 sin 4(2 3)x y z v d d r dr d

π ππ

Ω

θ ϕ ϕ π ϕ ϕ π+ + = = = −∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第四节

难度：三级

38．将下列三次积分化为柱面坐标或球面坐标下的三次积分，再计算积分值，并画出积分区

域图：

(1)
2 2 2

2 2 2

1 1 2 2 2 3/2

1 1
d d ( ) d

x x y

x x y
x y x y z

− − −

− − − +
+∫ ∫ ∫ ；

(2)
2 2 2

2 2

1 1

0 0
d d d

y x y

x y
y x xyz z

− +

+∫ ∫ ∫ ；

(3)
2 2 2

2

3 9 9 2 2 2

3 9 0
d d d

x x y

x
x y z x y z z

− − −

− − −
+ +∫ ∫ ∫ ；

(4)
2 2 2

2 2

3 9 18 2 2 2

0 0
d d ( )d

y x y

x y
y x x y z z

− − −

+
+ +∫ ∫ ∫ ；

参考答案：(1) 8π
35

；(2) 1
96

；(3) 243 π
5

；(4) 486( 2 1) π
5

−

解答：本题图略

(1) 用柱面坐标，

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 12 2 3/ 2 3 4 6

1 1 0 0 0

8d d ( ) d 4 ( )
35

x x y r

x x y r
x y x y z d rdr r dz r r dr

π
θ π π

− − − −

− − − +
+ = = − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2) 用柱面坐标，

2 2 2

2 2 2

1 1 1 22 2
0 0 0 0 0

1 1d d d sin cos sin cos
48 96

y x y r

x y r
y x xyz z d rdr r dz d

π π

θ θ θ θ θ θ
− +

+
= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3) 用球面坐标，

2 2 2

2

3 9 9 2 32 2 2 42 2
3 9 0 0 0 0 0

243 243d d d sin cos sin 2
5 5

x x y

x
x y z x y z z d d r dr d

π ππ
θ ϕ ϕ ϕ π ϕ ϕ π

− − −

− − −
+ + = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

；

(4) 用球面坐标，
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2 2 2

2 2

3 9 18 3 22 2 2 42 4
0 0 0 0 0

486( 2 1)d d ( )d sin
5

y x y

x y
y x x y z z d d r dr

π π

θ ϕ ϕ π
− − −

+

−
+ + = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第四节

难度：三级

39．选择适当坐标计算下列三重积分：

(1) 2 dz v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω由柱面 x2+y2=8，椭圆锥面 2 22z x y= + 及平面 z=0 所围成；

(2) ( )dx y v
Ω

+∫∫∫ ，其中 2 2{( , , ) |1 1 1 }x y z z x yΩ = ≤ ≤ + − − ；

(3) dz v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω由曲面 2 2 2 2 2 2 22 , ( )z x y x y x y= + + = − 及平面 z=0 所围成；

(4) 2 2 2
2 2 2

1 dx y z v
x y zΩ

⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫∫∫ ，其中Ω由曲面 2 2 2 2 2 2, 3 3z x y z x y= + = + 及平面 z=1 所

围成；

(5) 2dz v
Ω
∫∫∫ ，其中Ω是两个球体 2 2 2 2x y z R+ + ≤ 与 2 2 2 2x y z Rz+ + ≤ 的公共部分

解答：

(1) 用柱面坐标，

22 2 2 1 sin 2 2

0 0 0 0
2 d 2 16 (1 sin ) 48

r
z v d rdr zdz d

π θ π

Ω

θ θ θ π
+

= = + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2) 用柱面坐标，

22 1 1 1

0 0 1
( )d (sin cos ) 0

r
x y v d rdr r dz

π

Ω

θ θ θ
+ −

+ = + =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(3) 用柱面坐标，

21cos 2
4 2

0 0
4

1d 2
38

r
z v d rdr zdz

π θ

π
Ω

θ
−

= =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(4) 用球面坐标，

122 2 2 24 cos
2 2 2 20 0

6

1 1d [ ] sinx y z v d d r r dr
x y z r

ππ
ϕ

π
Ω

θ ϕ ϕ
⎛ ⎞

+ + + = + ⋅⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∫∫∫ ∫ ∫ ∫

9 2 4 3 (ln3 ln 2)
27

π π
−

= + − ；

(5) 用柱面坐标，两球面的公共部分在 xOy面上的投影 222 )
2
3( Ryx ≤+ ，在柱面坐标下积分区

域可表示为

2222 ,
2
30 ,20 : ρρρπθ −≤≤−−≤≤≤≤Ω RRzRRR ，
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所以
2 2

2 2

322 22
0 0

R R

R R
z dv d d z dz

π ρ

ρ
θ ρ ρ

−

− −
Ω

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫

52
3

0
3222

3
22

480
59])()[(

3
12 RdRRR

R
πρρρρπ =−−−−= ∫ ．

注：本题也可用截面法来计算，分上下两部分，

2 2 22
0

2

d
z z

R R
R

D D

z v dz z dxdy dz z dxdy
Ω

= +∫∫∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫∫

2 2 2 2 22
0

2

(2 ) ( )
R R

Rz Rz z dz z R z dzπ π= − + −∫ ∫

5 5 51 47 59
40 480 480

R R Rπ π π= + = ．

所属章节：第九章第四节

难度：三级

40．利用三重积分求所给立体Ω的体积：

(1) Ω由柱面 x=y2 和平面 z=0 及 x+z=1 围成的立体；

(2) Ω由抛物面 z=x2+y2和 z=18–x2–y2围成的立体；

(3) Ω为圆柱体 r≤acosθ内被球心在原点、半径为 a的球所割下的部分

解答：(1)
1 31 1 1
2 2

0 0 0

8(2 2 )
15

x x

x
V dv dx dy dz x x dz

−

−
Ω

= = = − =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ；

（2）
2

2

2 3 18

0 0
81

r

r
V dv d rdr dz

π
θ π

−

Ω

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ;

（3）
2 2cos 3 3 32 2

0 0 0 0

4 24 (1 sin ) (3 4)
3 9

a a r
V dv d rdr dz a d a

π πθ
θ θ θ π

−

Ω

= = = − = −∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ .

所属章节：第九章第四节

难度：二级

41．设Ω是 Oxyz坐标系中体积为 V=5 的有界闭区域，Ω*为Ω在变换

u=4x+4y+8z，v=2x+7y+4z，w=x+4y+3z
下的有界闭区域，试求Ω*的体积 V*
解答：在变换 u=4x+4y+8z，v=2x+7y+4z，w=x+4y+3z下，

4 4 8
( , , ) 2 7 4 20
( , , )

1 4 3

u v w
x y z

∂
= =

∂
，

所以 V*=20 V=100．
所属章节：第九章第四节
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难度：二级

42．计算三重积分
2 2 2

2 2 2

3/22 2 2

2 2 2

1

1 d d d
x y z
a b c

x y z x y z
a b c

+ + ≤

⎛ ⎞
− + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫∫

解答：作变换 sin cos , sin sin , cosx a y b z cρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ= = = ，则 2 sinJ abcρ ϕ= ，

2 2 2

2 2 2

3/ 22 2 2 2 1 3 2
2 2 2 0 0 0

1

81 d d d 1 sin
9x y z

a b c

x y z x y z abc d d r d abc
a b c

π π
θ ϕ ρ ϕ ρ π

+ + ≤

⎛ ⎞
− + + = − ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第四节

难度：三级

43．计算三重积分
2 2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( )d d d
x a y b z c R

I x y z x y z
− + − + − ≤

= + +∫∫∫

解答：作变换 sin cos , sin sin , cosx a y b z cρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ= + = + = + ，则 2 sinJ ρ ϕ= ，

2 2 2 2 2

0 0 0
( 2 sin cos 2 sin sin 2 cos ) sin

R
I d d a b c a b c d

π π
θ ϕ ρ ϕ θ ρ ϕ θ ρ ϕ ρ ϕ ρ= + + + + +∫ ∫ ∫

5 3 2 2 24 4 ( )
5 3
R R a b cπ π= + + + ．

所属章节：第九章第四节

难度：三级

44．计算平面 6x+3y+2z=12 在第一象限中的部分的面积

参考答案：14

解答：平面方程
36 3
2

z x y= − − ， : 6 3 12, 0, 0D x y x y+ ≤ ≥ ≥ ，投影面积 4，

7
2

dA dσ= ，

7 7 4 14
2 2D

A dσ= = × =∫∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

45．求球面 2 2 2 2x y z a+ + = 含在圆柱面 2 2x y ax+ = 内部的曲面面积

解答：由对称性，设 2 2 2z a x y= − − ， 2 2: , 0D x y ax y+ ≤ ≥ ，则



25

2 2 2

adA dxdy
a x y

=
− −

，

cos 22
2 2 2 2 20 0

4 4 2 ( 2)
a

D

a arA dxdy d dr a
a x y a r

π θ
θ π= = = −

− − −∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

46．计算旋转抛物面 2z=x2+y2被柱面(x2+y2)2= x2–y2所截下部分的曲面面积

解答：柱面投影曲线方程化为 cos 2r θ= ，用极坐标计算曲面面积，

2 2 21 1dA x y d r rdrdσ θ= + + = + ，

cos 22 24
0

4

201 1
9 3D

A r rdrd d r rdr
π θ

π
π

θ θ
−

= + = + = −∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

47．求双曲抛物面 z=y2–x2夹在圆柱面 x2+y2=1 和 x2+y2=4 之间部分的曲面面积

解答：曲面方程 2 2z y x= − ，投影区域为圆环域 2 2:1 4D x y≤ + ≤ ，

2 2 21 4 4 1 4dA x y d r rdrdσ θ= + + = + ，

2 22 2

0 1
1 4 1 4 (17 17 5 5)

6D

A r rdrd d r rdr
π πθ θ= + = + = −∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

48．计算由球面 2 2 2 23 ( 0)x y z a z+ + = > 和旋转抛物面 2 2 2 ( 0)x y az a+ = > 所围成立体的表面积

参考答案： 216 π
3

a

解答：上半曲面方程 2 2 23z a x y= − − ，投影区域为圆环域 2 2 2: 2D x y a+ ≤ ，

2 2 2 2 2

3 3
3 3

a adA d rdrd
a x y a r

σ θ= =
− − −

，

2 2 2
1 2 2 2 20 0

3 3 2 (3 3)
3 3

a

D

a aA rdrd d r dr a
a r a r

π
θ θ π= = = −

− −∫∫ ∫ ∫ ；

类似，下半曲面面积，
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2 2 2 22 2 2
2 0 0

12 ( 3 )
3

a

D

a r a rA rdrd d r dr a
a a

π
θ θ π

+ +
= = = −∫∫ ∫ ∫ ；

所以所求总的曲面面积为 2
1 2

16 π
3

A A a+ = ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

49．求由圆柱面 2 2 9x y+ = 、平面 4y+3z=12 和 4y–3z=12 所围成立体的表面积

解答：该立体表面可分成两块来计算面积，一块为上下底，在两个平面上，由于对称，只计

算上底面积 1A，另一块为侧面，面积记为 2A ，整个立体的表面积 1 22A A A= + ．

先计算 1A ，由于对应曲面方程为
44
3

z y= − ，
40,
3

z z
x y
∂ ∂

= = −
∂ ∂

， xyD 为投影区域，

2 2 51
3x ydA z z dσ= + + = ，所以

1
5 5 9 15
3 3

xy xyD D

A dA dσ π π= = = ⋅ =∫∫ ∫∫ ，

再计算 2A ，由于对应曲面方程之一为 29y x= − ，
2

0,
9

y y x
z x x
∂ ∂ −

= =
∂ ∂ −

， xzD 为投影区域，

2 2

2

31
9

x zdA y y d
x

σ= + + =
−

，所以

3 8

2 23 0

32 2 48
9

xzD

A dA dx dz
x

π
−

= = =
−∫∫ ∫ ∫ ，

于是，总面积为

1 22 30 48 78A A A π π π= + = + = ．

所属章节：第九章第五节

难度：三级

50．设两个圆柱半径相等，轴相互垂直，求它们所围立体的表面积

解答：设两个圆柱面的方程为 2 2 2 2 2 2,x y R x z R+ = + = ，由对称性，只要计算出立体在第一卦

限部分上面部分面积 1A，再乘以 16 即可，

由于 2 2 2 2

2 2
, 1 x y

Rz R x dA z z dxdy dxdy
R x

= − = + + =
−

，所以
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2 2

1

2
1 2 2 2 20 0

16 16 16 16
R R x

D

R RA A dxdy dx dy R
R x R x

−
= = = =

− −∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

51．设平面薄片所占的闭区域 D是由直线 x+y=2，y=x和 x轴所围成，它的面密度ρ(x)=x2+y2，

求该薄片的质量

解答：
1 2 2 2

0

4( , ) ( )
3

y

y
D

m x y dxdy dy x y dxρ
−

= = + =∫∫ ∫ ∫

所属章节：第九章第五节

难度：二级

52．求占有下列区域 D的平面薄片的质量与重心(质心)：
(1) D是以(0，0)，(2，1)，(0，3)为顶点的三角形区域，ρ(x，y)=x+y；
(2) D是第一象限中由抛物线 y=x2与直线 y=1 围成的区域，ρ(x，y)=xy；
(3) D由心脏线 r=1+sinθ所围成的区域，ρ(x，y)=2；

(4) 2 2{( , ) | ( 1) 1}, ( , ) | 1|D x y x y x y y yρ= + − ≤ = + −

解答：(1)
2 3

10
2

( , ) ( ) 6
x

x
D

m x y dxdy dx x y dyρ
−

= = + =∫∫ ∫ ∫ ，

2 3 2
10
2

1 1( , ) 3( )
46D

x

x
dx x xy dx x x y dxdy

m
yρ

−
= == +∫ ∫∫ ∫ ，

2 3 2
10
2

1 1( , ) 3( )
26D

x

x
dx xy y dy y x y dxdy

m
yρ

−
= + ==∫ ∫∫ ∫ ，

即所求平面薄片的质量为 6，质心坐标为
3 3( , )
4 2

；

(2)
2

1 1 1 5

0 0

1 1( , ) ( )
2 6x

D

m x y dxdy dx xydy x x dxρ= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

2

1 1 12 2 6

0 0

41 6 3 (( ), )
7x

D

dx x ydy xx x x y dxd
m

x xy dρ = −= == ∫ ∫∫ ∫∫ ，

2

1 1 2

0

1 ( , 6 3)
4D

x
dxy y x y dxd y

m
xyy dρ= = =∫ ∫∫∫ ，

即所求平面薄片的质量、质心坐标分别为
1
6

m = 、
4 3( , )
7 4

；

(3)
1 sin 22 2
0 0

2

( , ) 4 4 (1 sin ) 3
D

m x y dxdy d rdr d
π πθ

πρ θ θ θ π
+

−
= = = + =∫∫ ∫ ∫ ∫ ，
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由对称性知，
1 ( , ) 0

D

x x x y dxdy
m

ρ= =∫∫ ，

1 sin 2 2 42 2
0 0

2

4 8 5sin (3sin sin1 ( , ) )
3 9 6D

d r dy y x y dxdy r
m

d
π πθ

π θ θ θ θ θ
π

ρ
π

+

−
= + == = ∫∫ ∫ ∫∫ ，

即所求平面薄片的质量、质心坐标分别为
53π, (0, )
6

m = ；

(4) 将区域分为两个部分，记为 2 2
1 {( , ) | ( 1) 1, 1}D x y x y y= + − ≤ ≤ ，此处 ( , ) 1x yρ = ，

2 2
2 {( , ) | ( 1) 1, 1}D x y x y y= + − ≤ ≥ ，此处 ( , ) 2 1x y yρ = − ，故

1 2

4( , ) (2 1)
3D D D

m x y dxdy dxdy y dxdyρ π= = + − = +∫∫ ∫∫ ∫∫ ，

1 ( , ) 0
D

x x x y dxdy
m

ρ= =∫∫ ，

1 2

15 16
12 1

1 1 1( , ) (
6

2 1)
D D D

y y x y dxdy ydxdy y y dxdy
m m m

π
π

ρ= = +
+
+

− =∫∫ ∫∫ ∫∫ ，

即所求平面薄片的质量、质心坐标分别为
4 15π 16π , (0, )
3 12π 16

m +
= +

+
．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

53．求均匀平面薄片 {( cos , sin ) | 2sin 4sin }D r r rθ θ θ θ= ≤ ≤ 绕极轴的转动惯量

解答：
4sin2 2 2 62 2

0 2sin 0

752 sin 60 sin
4D

I y d d r rdr d
π πθ

θ

πµ
µ σ µ θ θ µ θ θ= = = =∫∫ ∫ ∫ ∫

所属章节：第九章第五节

难度：二级

54．求底长为 a，高为 h的等腰三角形薄片，绕其高的转动惯量(设密度为 1)

解答：将高放在 y轴上，以底的中心为原点建立坐标系，问题转化为求密度为 1、占有区域

{( , ) | 0 , ( ) ( )}
2 2
a aD x y y h h y x h y
h h

= ≤ ≤ − − ≤ ≤ − 的物体绕 y轴的转动惯量，即

3 3( )2 2 32
30 0 0

2 ( )
12 48

ah h y h
h

y
D

a a hI x d dy x dx h y dy
h

σ
−

= = = − =∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级
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55．利用三重积分计算下列立体Ω的体积和形心：

(1) 2 2 2 2{( , , ) | 36 3 3 }x y z x y z x yΩ = + ≤ ≤ − − ；

(2) Ω为锥面
π
3

ϕ = 上方和球面ρ=4cosφ下方所围的立体．

参考答案：(1) 162π，(0，0，15)；(2) 10π，(0，2，1)

解答：(1)立体体积为
2

2

2 3 36 3

0 0
162

r

r
V dv d rdr dz

π
θ π

−

Ω

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

由对称性知 0x y= = ，计算得

2

2

2 3 36 3

0 0

1 1 15
r

r
z zdv d rdr zdz

V V
π
θ

−

Ω

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，即质心为(0，0，15)．

(2) 立体体积为
2 4cos 23

0 0 0
sin 10V dv d d r dr

ππ ϕ
θ ϕ ϕ π

Ω

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

由对称性知 0x y= = ，计算得

2 4cos 23
0 0 0

1 1 21cos sin
25

z zdv d d r r dr
V V

ππ ϕ
θ ϕ ϕ ϕ

Ω

= = ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，即质心为
21(0,0, )
25

．

注：此处第二小题答案与原参考答案不同，是否是由于球面坐标的定义不同？

所属章节：第九章第五节

难度：二级

56．求一半径为 a的半球体的质量与重心．假设其上任一点密度与该点到底面之距离成正比．

解答：不妨假设半球体以 2 2 2 2 , 0x y z a z+ + ≤ ≥ 表示，则它的质量为

2 2 42
0 0 0

1cos sin
4

a
M kzdv k d d r r dr k a

ππ
θ ϕ ϕ ϕ π

Ω

= = ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

由对称性知 0x y= = ，

22 2 2 22
0 0 0

1 8cos sin
15

akz kz dv d d r r dr a
M M

ππ
θ ϕ ϕ ϕ

Ω

= = ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

即重心为
8(0,0, )

15
a ．

注：书中涉及的“重心”是否都应该改为“质心”？

所属章节：第九章第五节

难度：二级
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57．设半径为 R的非均匀球体上任一点的密度与球心到该点的距离成正比，若球体的质量为

M，求它对于直径的转动惯量．

解答：不妨假设球体以 2 2 2 2x y z R+ + ≤ 表示，则球体的质量为

22 2 2 2 4

0 0 0
sin

R
M k x y z dv k d d r r dr k R

π π
θ ϕ ϕ π

Ω

= + + = ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

它对于直径的转动惯量为

22 2 2 2 2 3 2 2 6

0 0 0

4( ) sin sin
9

R

zI x y k x y z dv k d d kr r dr k R
π π
θ ϕ ϕ ϕ π

Ω

= + + + = ⋅ =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

两式联立，即得

24
9zI MR= ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

58．求均匀物体： 2 2 2 2 2 22,x y z x y z+ + ≤ + ≥ 关于 Oz轴的转动惯量．

解答：设μ为物体的密度，则

2 22 2 2 2 2 32 2
0 0

4 4

16 2 8( ) 2 sin sin sin
5 3zI x y dv d d r r dr d

π ππ

π πµ µ θ ϕ ϕ ϕ πµ ϕ ϕ πµ
Ω

= + = ⋅ = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

59．设物体所占区域为 2 2 2{( , , ) | , | | }x y z x y R z HΩ = + ≤ ≤ ，其密度为常数．已知Ω关于 x轴及

z轴的转动惯量相等，试证明 : 3 / 2H R = ．

解答：由于密度为常数，不妨设为 1，Ω关于 x轴及 z轴的转动惯量分别为

4 3 222 2 2 2 2

0 0

2( ) ( sin )
2 3

R H

x H

H R H RI y z dv d rdr r z dz
π π
θ θ

−
Ω

= + = + = +∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ,

22 2 2 4

0 0
( )

R H

z H
I x y dv d rdr r dz H R

π
θ π

−
Ω

= + = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ，

由条件知它们相等，建立等式，即可解得

: 3 / 2H R = ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级
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60．求高为 h，半顶角为α，密度为常数μ的均匀圆锥体对位于其顶点的一单位质量质点的引

力

解答：设圆锥体的顶点在下，设为坐标原点， z轴为中心轴，则由对称性知 0x yF F= = ，所求

引力在 z轴上的分量为

2 tan tan

30 0 cot
2 2 2( )

h h

z r

zF k d rdr dz
r z

π α α

α
µ θ=

+
∫ ∫ ∫

2 (1 cos )k hπ µ α= − ．这里取正号，表示方向朝上，k为引力常数．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

61．求一密度为常数ρ的均匀柱体 x2+y2=R2(0≤z≤h)对于位于点 M0(0，0，a)(a>h)处的单位常

数质量的质点的引力

解答：由对称性及立体密度均匀知， 0x yF F= = ，所求引力在 z轴上的分量为

2

30 0 0
2 2 2[ ( ) ]

R h

z
z aF k d rdr dz

r z a

π
ρ θ

−
=

+ −
∫ ∫ ∫

2 2 2 22 [ ( ) ]k h a R R a hπ ρ= − − + − + + ．这里取负号，表示方向朝下，k为引力常数．

所属章节：第九章第五节

难度：三级

62．求一空间闭区域Ω，使三重积分 2 2 2(1 4 9 )d d dx y z x y z
Ω

− − −∫∫∫ 为最大

解答：由于被积函数 2 2 2( , , ) 1 4 9f x y z x y z= − − − ，要使三重积分 2 2 2(1 4 9 )d d dx y z x y z
Ω

− − −∫∫∫ 为

最大，应当 ( , , ) 0f x y z ≥ ，因此要求 2 2 24 9 1x y z+ + ≤ ，设 2 2 2: 4 9 1x y zΩ + + ≤ ，则在Ω内部

( , , ) 0f x y z ≥ ，在Ω外部 ( , , ) 0f x y z ≤ ，对任何其它的空间闭区域 1Ω ，

如果 1Ω ⊂ Ω，

2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 4 9 )d d d (1 4 9 )d d d (1 4 9 )d d dx y z x y z x y z x y z x y z x y z
1 1Ω Ω Ω−Ω

− − − = − − − − − − −∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
2 2 2(1 4 9 )d d dx y z x y z

Ω

≤ − − −∫∫∫ ，

如果 1Ω ⊃ Ω，

2 2 2 2 2 2 2 2 2(1 4 9 )d d d (1 4 9 )d d d (1 4 9 )d d dx y z x y z x y z x y z x y z x y z
1 1Ω Ω Ω −Ω

− − − = − − − + − − −∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫
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2 2 2(1 4 9 )d d dx y z x y z
Ω

≤ − − −∫∫∫ ，

如果 1Ω 与Ω相交或相离，也有类似结果．

所以所求空间区域就是 2 2 2: 4 9 1x y zΩ + + ≤ ．

所属章节：第九章第五节

难度：三级

63．求曲面 1x y z+ + = 和坐标面围成的立体区域之体积

解答：所求立体体积为

2 2 21 (1 ) (1 ) 1 (1 ) 12 4

0 0 0 0 0 0

1 1d d d (1 ) (1 )
6 90

x x y x
V x y z dx dy dz dx x y dy x dx

− − − −

Ω

= = = − − = − =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：二级

64．设 f(x)是连续函数，而
2 2 2 2

2 2 2( ) ( )d d d
x y z t

F t f x y z x y z
+ + ≤

= + +∫∫∫ ，求 F'(t)

解答：
2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0
( ) ( )d d d ( ) sin 4 ( )

t t

x y z t

F t f x y z x y z d d f r r dr f r r dr
π π
θ ϕ ϕ π

+ + ≤

= + + = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ,

求导得 2 2( ) 4π ( )F t t f t′ = ．

所属章节：第九章第五节

难度：三级

65．设 f(x)是连续函数， 2 2 2( ) [ ( )]d d dF t z f x y x y z
Ω

= + +∫∫∫ ，其中 2 2 2: 0 ,z h x y tΩ ≤ ≤ + ≤ ，求
d ( )

d
F t
t

解答：利用柱面坐标将三重积分化为三次积分，

22 2 2 2 2 3 2

0 0 0 0

1( ) [ ( )]d d d [ ( )] 2 [ ( )
3

t h t
F t z f x y x y z d rdr z f r dz h f r rdr

π

Ω

θ π= + + = + = +∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ，

所以，
( )dF t
dt

3
22π ( )

3
ht hf t
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥
⎣ ⎦

．

所属章节：第九章第五节

难度：三级

66．求极限
2 2 2 2

2 2 2
4

1lim d d d
t

x y z t

x y z x y z
t→+∞

+ + ≤

+ +∫∫∫
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解答：利用球面坐标将三重积分化为三次积分，再取极限

2 2 2 2

22 2 2 3
4 4 0 0 0

1 1lim d d d lim sin
t

t t
x y z t

x y z x y z d d r dr
t t

π π
θ ϕ ϕ π

→+∞ →+∞
+ + ≤

+ + = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第九章第五节

难度：三级
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第 10101010章 曲线积分与曲面积分

1．计算下列对弧长的曲线积分：

(1) sin d
C
x y s∫ ，其中 C 为

3x t
y t
=⎧

⎨ =⎩
，(0≤t≤1)；

(2) 2 2( )d
C
x y s+∫Ñ ，其中 C为圆周

cos
sin

x a t
y a t
=⎧

⎨ =⎩
，(0≤t≤2π)；

(3) 2d
C
y s∫ ，其中 C为摆线

( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t
= −⎧

⎨ = −⎩
的第一拱(0≤t≤2π)；

(4) d
C
y s∫ ，其中 C为抛物线 y2=2x上由点(0，0)到点(2，2)之间的一段弧；

(5) ( )d
C
x y s+∫ ，其中 C为以 O(0，0)，A(1，0)，B(0，1)为顶点的三角形的边界；

(6) 2 2d
C
x y s+∫ ，其中 C为圆周 x2+y2=ax(a>0)；

(7) d
C
z s∫ ，其中 C为圆锥螺线

cos
sin

x t t
y t t
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

从 t =0 到 t =1 的一段；

(8) 2d
C
x s∫ ，其中 C为圆周

2 2 2 4

3

x y z

z

⎧ + + =⎪
⎨

=⎪⎩

解答：(1)
 1  1  12 2 1

0 0  0  0
sin d 3 sin 3 1 3 10 sin 3 10( cos cos )

C
x y s t t dt t tdt t t tdt= + = = − +∫ ∫ ∫ ∫

3 10(sin1 cos1)= − ；

(2)
22 2 2 2 2 3

0
( )d ( sin ) ( cos ) 2

C
x y s a a t a t dt a

π
π+ = − + =∫ ∫Ñ ；

(3)
2 22 2 2 2 2 3 5

0 0
d (1 cos ) ( cos ) ( sin ) 16 sin

2C

ty s a t a a t a t dt a dt
π π

= − − + =∫ ∫ ∫
3 5 3

0

25632 sin
15

a d a
π

θ θ= =∫ ；

(4)
32 2 2 2 22

00

1 1d 1 (1 ) (5 5 1)
3 3C

y s y y dy y= + = + = −∫ ∫ ；

(5) C可以分割为三条直线 : 0(0 1)OA y x= ≤ ≤ ，

: 0(0 1)OB x y= ≤ ≤ ，
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: 1 (0 1)BA y x x= − ≤ ≤

( )d
C
x y s+∫ = ( )d

OA
x y s+∫ + ( )d

OB
x y s+∫ + ( )d

AB
x y s+∫

1 1 1

0 0 0
( 1 ) 2xdx ydy x x dx= + + + −∫ ∫ ∫

2 1= + ；

(6) C为圆周 x2+y2=ax(a>0)；化为参数方程

cos
2 2

sin
2

a ax t

ay t

⎧ = +⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

，(0≤t≤2π)，

2 22 22 2 2 2

0 0 0

(1 cos )d cos cos 2
2 2 2 2 2C

a t a a t tx y s dt dt a dt a
π π π+

+ = ⋅ = = =∫ ∫ ∫ ∫ ；

(7)
1 2 2

0
d (cos sin ) (sin cos ) 1

C
z s t t t t t t t dt= − + + +∫ ∫

31 2 2 12
00

1 12 (2 ) (3 3 2 2)
3 3

t t dt t= + = + = −∫ ；

(8) C可以表示为参数方程 [ ]
cos
sin ; 0, 2

3

x
y

z

θ
θ θ π

⎧ =
⎪

= ∈⎨
⎪ =⎩

22 2 2 2

0
d cos sin cos

C
x s d

π
θ θ θ θ π= + =∫ ∫ ．

所属章节：第十章第一节

难度：一级

2．已知半圆形状铁丝
cos
sin

x a t
y a t
=⎧

⎨ =⎩
(0≤t≤π)其上每一点的线密度等于该点的纵坐标，求此铁丝

的质量

解答： 2 2 2

0
d sin ( sin ) ( cos ) 2

C
m y s a t a t a t dt a

π
= = + =∫ ∫

所属章节：第十章第一节

难度：一级

3．已知螺旋线

cos
sin

x a t
y a t
z bt

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

(b>0)上各点的线密度等于该点到原点的距离的平方，试求 t从 0 到
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2π一段弧的质量

解答：
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 2

0

8( )d ( ) (2π π )
3C

m x y z s a b t a b dt a b a b
π

= + + = + + = + +∫ ∫
所属章节：第十章第一节

难度：二级

4．求摆线
( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t
= −⎧

⎨ = −⎩
的第一拱(0≤t≤2π)关于 Ox轴的转动惯量(设其上各点的密度与该点

到 x轴的距离成正比，比例系数为 k)

解答：
72 23 3 2 2 2 2 3 2

0 0
d (1 cos ) (1 cos ) sin 2 (1 cos )

C
I ky s k t a t a tdt ka t dt

π π
= = − − + = −∫ ∫ ∫

23 7 4

0

102464 sin
2 35
tka dt ka

π
= =∫

所属章节：第十章第一节

难度：二级

5．计算下列对坐标的曲线积分：

(1) d d
C
y x x y+∫ ，其中 C为圆弧

cos π, (0 )
sin 4

x a t
t

y a t
=⎧

≤ ≤⎨ =⎩
，依参数 t增加方向绕行；

(2) (2 )d ( )d
C

a y x a y y− − −∫ ，其中 C为摆线
( sin )
(1 cos )

x a t t
y a t
= −⎧

⎨ = −⎩
自原点起的第一拱；

(3) d
C
x y∫ ，其中 C为 x+y=5 上由点 A(0，5)到点 B(5，0)的一直线段；

(4)
C
xydx∫Ñ ，其中 C 为圆周 2 2 2( ) ( 0)x a y a a− + = > 及 x 轴所围成的在第一象限内的区域的整

个边界(按逆时针方向绕行)

解答：(1) ( )
2

24 4
0 0

d d sin ( cos ) cos sin cos 2
2C

ay x x y a td a t a td a t a tdt
π π

+ = + = =⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫ ∫

(2) (2 )d ( )d
C

a y x a y y− − −∫
2 2

0
[(2 cos ) ( sin ) ( cos ) ( (1 cos ))a a a t d at a t a a a t d a t a

π
π= − + − − − + − =∫

(3)
5

0

25d (5 )
2C

x y xd x= − = −∫ ∫
(4) C分成两部分在 2

1
2 2( ) ( 0): x a y a aC − + = > 在 x 轴的上部逆时针方向， 2C 是从原点

指向 (2 ,0)a ，则
1 2

0 22 2 3

2 0

π( ) 0
2

a

C C C a
xydx xydx xydx x a x a dx x dx a= + = − − + ⋅ = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ �

所属章节：第十章第二节

难度：一级
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6．计算 2 2( )d d
OA
x y x xy y− +∫ ，其中 O为坐标原点，点 A的坐标为(1，1)：

(1) OA为直线段 y=x；
(2) OA为抛物线段 y=x2；

(3) OA为 y=0，x=1 的折线段

解答：(1)
12 2 2

0

1( )d d
3OA

x y x xy y x dx− + = =∫ ∫ ；

(2) ( )12 2 2 4 3 2

0

8( )d d ( )
15OA

x y x xy y x x dx x d x⎡ ⎤− + = − − =⎣ ⎦∫ ∫ ；

(3) 设点 B的坐标为(1，0)，则 OA分为两段
1 12 2 2

0 0

5( )d d
6OA OB BA

x y x xy y x dx ydy− + = + = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第十章第二节

难度：一级

7．计算 22 d d
AB

xy x x y+∫ ，其中点 A、B的坐标分别为 A(0，0)，B(1，1)：

(1) AB为直线段 y=x；
(2) AB为抛物线段 y=x2；

(3) AB为 y=0，x=1 的折线段

解答：(1)
12 2 2

0
2 d d (2 ) 1

AB
xy x x y x dx x dx+ = + =∫ ∫ ；

(2)
12 3 2 2

0
2 d d [2 ( )] 1

AB
xy x x y x dx x d x+ = + =∫ ∫ ；

(3) 设点 C的坐标为(1，0)，则 AB分为两段
1 12

0 0
2 d d 0 1 1

AB AC CB
xy x x y dx dy+ = + = + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第十章第二节

难度：一级

8．计算下列曲线积分：

(1) 2 2 2( )d 2 d d
L
y z x yz y x y− + −∫ ，其中 L依参数增加方向绕行的曲线段 2

3

x t
y t
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

(0≤t≤1)；

(2) d d ( 1)d
L
x x y y x y z+ + + −∫ ，L为从点 A(1，1，1)到点 B(2，3，4)的一直线段；

解答：(1)
12 2 2 4 6 6 4

0

1( )d 2 d d ( 4 3 )
35L

y z x yz y x z t t t t dt− + − = − + − =∫ ∫ ；

(2)此时 L 写作参数方程

1
2 1  (0 1)
3 1

x t
y t t
z t

= +⎧
⎪ = + ≤ ≤⎨
⎪ = +⎩
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1

0
d d ( 1)d ( 1 4 2 9 3) 13

L
x x y y x y z t t t dt+ + + − = + + + + + =∫ ∫ ．

所属章节：第十章第二节

难度：一级

9．一力场由沿横轴正方向的常力 FFFF所构成。试求当一质量为 m的质点沿圆周 x2+y2=a2(a>0)
按逆时针方向移过位于第一象限那一段圆弧时场力所作的功

解答： 2
0

d cos
L

x da t a
π

= = −∫ ∫F F FF F FF F FF F F ．

所属章节：第十章第二节

难度：一级

10．设有力场的力，其大小与作用点到 Oz轴的距离成反比(比例系数为 k)，方向垂直且朝着

Oz轴，试求当一质点沿圆周

cos
1
sin

x t
y
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

从点(1，1，0)到点(0，1，1)时力所作的功．

注：本题已改动，否则点不在圆周上．

解答:由题目可知
2 2 2 2 2 2

( , ,0)k x y
x y x y x y+ + +

F =F =F =F = .当一质点沿圆周

cos
1
sin

x t
y
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

从点(1，1，0)

到点(0，1，1)时， y为常数， 0dy = ，此时力所作的功为：

0 2 02
12 22 2 2 2 0 1

cos 1 1d cos ln(1 ) ln 2
1 cos 1 2 2L

k x k t ktx d t dt k t k
t tx y x y

π

⋅ = = − = − + =
+ ++ +

∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第十章第二节

难度：三级

11．把对坐标的曲线积分 ( , )d ( , )d
C
P x y x Q x y y+∫ 化成对弧长的曲线积分，其中 C为：

(1) 在 xOy平面内沿直线 y=x从点(0，0)到点(1，1)；
(2) 在 xOy平面内沿抛物线 y=x2从点(0，0)到点(1，1)；

解答：(1) ( , )d ( , )d
C C
P x y x Q x y y ds+ = ⋅∫ ∫ F nF nF nF n ， nnnn为 y=x的单位法向量，

2 2( , )
2 2

=nnnn ，

1( , )d ( , )d ( ( , ) ( , ))ds
2C C C

P x y x Q x y y ds P x y Q x y+ = ⋅ = +∫ ∫ ∫F nF nF nF n ；

(2) nnnn为 2y x= 的单位法向量，
2 2

1 2( , )
1 4 1 4

x
x x

=
+ +

nnnn ，
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2

( , ) 2 ( , )( , )d ( , )d ds
1 4C C C

P x y xQ x yP x y x Q x y y ds
x

+
+ = ⋅ =

+
∫ ∫ ∫F nF nF nF n ．

所属章节：第十章第二节

难度：二级

12．设 L为曲线 2

3

x t
y t
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

上相应于 t从 0到 1的曲线段，试把对坐标的曲线积分 d d d
L
P x Q y R z+ +∫

化成对弧长的曲线积分

解答：nnnn为曲线 L 2

3

x t
y t
z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

的单位法向量，

2

2 4 2 4 2 4 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ),
1 4 9 1 4 9 1 4 9 1 4 9 1 4 9 1 4 9

t t x y
t t t t t t x y x y x y

= =
+ + + + + + + + + + + +

nnnn

2L 2

2 3d d d d
1 4 9L L

P xQ yRP x Q y R z ds S
x y

+ +
+ + = ⋅ =

+ +
∫ ∫ ∫F nF nF nF n ．

所属章节：第十章第二节

难度：二级

13．设闭曲线 C为正向圆周 x2+y2=4，试就函数 P=2x–y，Q=x+3y验证格林公式的正确性

解答：格林公式 ( , )d ( , )d ( )
C

D

Q PP x y x Q x y y dxdy
x y

∂ ∂
+ = −

∂ ∂∫ ∫∫ ，

由于
2 2

0 0
( 2 (4cos 2sin )(2 - ) cos 2 (2cos 6sin ) sin3 )

C
dx dy dy dx x y

π π
θ θ θ θ θ θ+ = − + −+∫ ∫ ∫

2

0
2 (2 10sin cos ) 8d

π
θ θ θ π= − =∫ ，

( ) 2 8
D D

Q P dxdy dxdy
x y

π∂ ∂
− = =

∂ ∂∫∫ ∫∫ ，

所以格林公式正确．

所属章节：第十章第三节

难度：一级

14．试利用格林公式计算下列曲线积分：

(1) 2 31( 2 )
3C

x y y dx x x dy⎛ ⎞− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫Ñ ，其中 C以 x=1、y=x及 y=2x为边的三角形正向边界；

(2) 2 2

C
xy dy x ydx−∫Ñ ，C为正向圆周 x2+y2=a2；
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(注：本题已改动，否则结果为 0)

(3) ( )d ( )d
C
x y x x y y+ − −∫� ，C 为椭圆周

2 2

2 2 1x y
a b

+ = ，取正向

解答：(1) 2 31 1 1 1( 2 ) 1 2 1 1
3 2 2 2C

D

x y y dx x x dy dxdy⎛ ⎞− + − = = × × − × × =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫∫Ñ ，D为 C 所围区域；

(2)
22 2 2 2 3 4

0 0

1( ) π
2

a

C
D

xy dy x ydx x y dxdy d d a
π
θ ρ ρ− = + = =∫ ∫∫ ∫ ∫Ñ ，D为 C 所围区域；

(3) ( )d ( )d 2 2
C

D

x y x x y y dxdy abπ+ − − = − = −∫ ∫∫Ñ ，D为 C 所围区域．

所属章节：第十章第三节

难度：一级

15．利用曲线积分，求下列曲线所围图形的面积：

(1) 星形线
3

3

cos

sin

x a t
y a t

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
；

(2) 椭圆 9x2+16y2=144；
(3) 圆 x2+y2=2ax

解答：(1)
2 2 22 3 3 3 3 2 2 2

0 0 0

1 1 3 3d d { cos sin sin cos } sin cos
2 2 2 8C

x y y x a td t td t t tdt a
π π π

π− = − = =∫ ∫ ∫ ∫Ñ ；

(2) 椭圆 9x2+16y2=144 化为参数方程
4cos
3sin

x t
y t
=⎧

⎨ =⎩
,

2 2 2

0 0 0

1 d d 6{ cos sin sin cos } 6 12
2 C

x y y x td t td t dt
π π π

π− = − = =∫ ∫ ∫ ∫Ñ ；

(3) 圆 x2+y2=2ax化为参数方程
cos
sin

x a t a
y a t
= +⎧

⎨ =⎩
,

22 2 2 2

0 0 0

1 d d { ( cos ) sin sin ( cos )} (1 cos )
2 2 2C

a ax y y x a t a d t a td a t a t dt a
π π π

π− = + − + = + =∫ ∫ ∫ ∫Ñ ．

所属章节：第十章第三节

难度：二级

16．验证下列曲线积分在 xOy 平面内与路径无关，并计算它们的积分值：

(1)
(2,2)

(1,1)
( )d ( )dx y x x y y+ + −∫ ；

(2)
(3,4) 2 3 2 2

(1,2)
(6 )d (6 3 )dxy y x x y xy y− + −∫ ；

(3)
(1,2) 4 2 3

(0,0)
(2 1)d ( 4 )dxy y x x xy y− + + −∫
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解答：(1) 因为 1Q P
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
，则曲线积分在 xOy 平面内与路径无关，此时可选取 , [1, 2],y x x= ∈

(2,2) 2

(1,1) 1
( )d ( )d 2 3x y x x y y xdx+ + − = =∫ ∫ ；

(2) 因为 212 3Q P xy y
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
，则曲线积分在 xOy 平面内与路径无关，此时可选取

1, [1, 2],y x x= + ∈

(3,4) 22 3 2 2 2 3 2 2

(1,2) 1
(6 )d (6 3 )d {6 ( 1) ( 1) 6 ( 1) 3 ( 1) }xy y x x y xy y x x x x x x x dx− + − = + − + + + − +∫ ∫
2 2 2

1
( 1){6 3 ( 1) ( 1) } 236x x x x x dx= + + + − + =∫ ;

(3) 因为 32 4Q P x y
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
，则曲线积分在 xOy 平面内与路径无关，此时选取 2 , [0,1],y x x= ∈

(1,2) 14 2 3 2 4 2 4

(0,0) 0
(2 1)d ( 4 )d {4 16 1 2 64 } 15xy y x x xy y x x x x dx− + + − = − + + − = −∫ ∫ ．

所属章节：第十章第四节

难度：二级

17．利用格林公式计算下列曲线积分：

(1) (2 4)d (3 5 6)d
C

x y x x y y− + + + −∫� ，其中 C 为三顶点分别为(0，0)，(3，0)，(3，2)三角形

正向边界；

(2)
3

2( 3 e )d sin d
3

x

C

xx y x x y y y
⎛ ⎞

+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ，其中 C是沿摆线
sin

1 cos
x t t
y t
= −⎧

⎨ = −⎩
从点(0，0)到点(π，2)的

一段弧；

(3) (e sin )d (e cos )dx x

C
y my x y m y− + −∫ ，其中 C为上半圆周 2 2x y ax+ = ，取逆时针方向．

注：本小题已加了条件．

解答：

(1)
D

(2 4)d (3 5 6)d 4 12
C

x y x x y y dxdy− + + + − = =∫ ∫∫Ñ ，D为 C 所围区域；

(2)
3

2( 3 e )d sin d
3

x

C

xx y x x y y y
⎛ ⎞

+ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

1 1

3 3
2 2( 3 e )d sin d ( 3 e )d sin d

3 3
x x

C C C

x xx y x x y y y x y x x y y y
+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + − − + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫Ñ ，

其中 1 : , [0, 2]
2

C x y yπ
= ∈ 方向从点(π，2)到点(0，0)，由格林公式前一积分为零，故
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原积分
1

3 3 3 222 3 2
0

3( 3 e )d sin d {( ) sin }
3 8 24 4

x

C

xx y x x y y y x e y y dy
ππ π π⎛ ⎞

= − + + − = + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫

π 323e (π 1) 3 π 2cos 2 sin 2
3

= − + + + − ；

(3) (e sin )d (e cos )dx x

C
y my x y m y− + −∫

1 1

(e sin )d (e cos )d (e sin )d (e cos )dx x x x

C C C
y my x y m y y my x y m y

+
= − + − − − + −∫ ∫Ñ

其中 1 : 0, [0, 2 ]C y x a= ∈ 方向从点[2 ,0]a 到点(0，0)，记D为 1C C+ 所围区域，则由格林公式

原积分 2 2

0

1
0

8
a

D

mdxdy dy m aπ= + =∫∫ ∫ ．

所属章节：第十章第三节

难度：二级

18．计算曲线积分 2 2

d d
C

y x x y
x y

− +
+∫� ：

(1) C为任一按段光滑的、不包含原点的闭曲线；

(2) C 为椭圆
2

2 1
4
x y+ = ，取正向；

解答：(1) 由于当 2 2 0x y+ ≠ 时， 2 2 2 2( ) ( )y x
y xx y x y
∂ − ∂

=
∂ ∂+ +

，故由格林公式

2 2

d d 0 0
C

D

y x x y dxdy
x y

− +
= =

+∫ ∫∫Ñ

(2)
1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2

d d d d d d d d
C C C C C

y x x y y x x y y x x y y x x y
x y x y x y x y+

− + − + − + − +
= − = −

+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  ，其中 2 2 2
1 :C x y ε+ =

取负向，由于 1 : cos , sinC x t y tε ε= = ，所以

2 2

d d
C

y x x y
x y

− +
+∫�

2 2 2 22

20

sin cos 2t t dt
π ε ε

π
ε
+

= =∫ ．

所属章节：第十章第三节

难度：三级

19．验证下列 P(x，y)dx+Q(x，y)dy在全平面内是某个函数 u(x，y)的全微分，并求此原函数

u(x，y)：

(1) ( 2 )d (2 )dx y x x y y+ + + ；
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(2) 2 2 2 2( 2 )d ( 2 )dx xy y x x xy y y+ − + − − ；

(3) 4 3 2 2 4( 4 )d (6 5 )dx xy x x y y y+ + + ；

注：本小题已作改动，原来题中 4 3 2 2 4( 4 )d (6 5 )dx xy x x y y y+ + − ，与参考答案
5

2 3 52
5
x x y y C+ + +

不相符．也可以改动答案为
5

2 3 52
5
x x y y C+ − + ．

(4) e cos d e sin dx xy x y y− ；

解答：(1) 2Q P
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, P(x，y)dx+Q(x，y)dy在全平面内是 u(x，y)的全微分.

2 2

0
( , ) ( 2 ) 2 ( ), 2 ( ) 2 , ( )

2 2
x x u yu x y x y dx xy y x y x y y C

y
ϕ ϕ ϕ

∂ ′= + = + + = + = + = +
∂∫

则 2 21( , ) ( ) 2
2

u x y x y xy C= + + +

(2) 2 2Q P x y
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
, P(x，y)dx+Q(x，y)dy在全平面内是 u(x，y)的全微分.

3
2 2 2 2 2 2 2

0
( , ) ( 2 ) ( ), 2 ( ) 2

3
x x uu x y x xy y dx x y xy y x xy y x xy y

y
ϕ ϕ

∂ ′= + − = + − + = − + = − −
∂∫ ，

3

( )
3
yy Cϕ = − + ，则

3 31( , ) ( ) ( )
3

u x y x y xy x y C= − + − + ；

(3) 212Q P xy
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
, P(x，y)dx+Q(x，y)dy在全平面内是 u(x，y)的全微分.

5
4 3 2 3 2 2 2 2 4 5

0
( , ) ( 4 ) 2 ( ), 6 ( ) 6 5 , ( )

5
x x uu x y x xy dx x y y x y y x y y y y C

y
ϕ ϕ ϕ

∂ ′= + = + + = + = + = +
∂∫

则
5

2 3 5( , ) 2
5
xu x y x y y C= + + + ；

(4) sinxQ P e y
x y

∂ ∂
= = −

∂ ∂
, P(x，y)dx+Q(x，y)dy在全平面内是 u(x，y)的全微分.
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0
( , ) cos cos ( ), sin ( ) sin , ( )

x x x x xuu x y e ydx e y y e y y e y y C
y

ϕ ϕ ϕ∂ ′= = + = − + = − =
∂∫

则 ( , ) e cosxu x y y C= + ．

所属章节：第十章第四节

难度：二级

20．设有力场 FFFF=(x+y2)iiii+(2xy–8)jjjj，证明质点在此力场内移动时，场力所作的功与路径无关，

只与起终点有关

解答：由于 2Q P y
x y

∂ ∂
= =

∂ ∂
，利用格林公式知场力所作的功与路径无关, 只与起终点有关．

所属章节：第十章第四节

难度：二级

21．计算下列曲面积分

(1) d
S

xyz S∫∫ ，其中 S为平面 1
2
zx y+ + = 在第一卦限的部分；

(2) d
S

x S∫∫ ，其中 S为球面 2 2 2 2x y z R+ + = 在第一卦限的部分；

(3) 2 2 d
S

x y S+∫∫ ，其中 S为单位球面 2 2 2 1x y z+ + = ；

(4) ( )2 2 d
S

x y S+∫∫ ，其中 S为锥面 2 2z x y= + 及平面 z=1 所围区域的整个边界曲面；

解答：(1) 2 2 2 , 2, 2, {( , ) 1, 0, 0}x y xyz x y z z D x y x y x y= − − = − = − = + ≤ ≥ ≥

1 1

0 0

1d 3 (2 2 2 ) 6 (1 )
20

xy

x

S D

xyz S xy x y dxdy dx xy x y dy
−

= − − = − − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ；

(2)

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
, , , {( , ) , 0, 0}x y xy

x yz R x y z z D x y x y R x y
R x y R x y

− −
= − − = = = + ≤ ≥ ≥

− − − −
，

2 4
2

2 2 2 2 20 0

cosd
4

xy

R

S D

xR Rx S dxdy R d d
R x y R

π ρ θ πθ ρ
ρ

= = =
− − −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ；

(3) 2 2 2 2

2 2 2 2
1 , , , {( , ) 1}

1 1
x y xy

x yz x y z z D x y x y
x y x y
− −

= − − = = = + ≤
− − − −
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2 2 22 12 2 2

2 2 20 0
d 2 2

1 1xyS D

x y
x y S dxdy d d

x y

π ρ
θ ρ π

ρ

+
+ = = =

− − −
∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ；

(3)将 S分为两个曲面 1 2,S S . 1S 为锥面 2 2z x y= +

2 2 2 2

2 2 2 2
, , , {( , ) 1}x y xy

x yz x y z z D x y x y
x y x y

= + = = = + ≤
+ +

( ) ( )
1

2 12 2 2 2 3

0 0

2d 2 2
2

xyS D

x y S x y dxdy d d
π
θ ρ ρ π+ = + = =∫∫ ∫∫ ∫ ∫

2S 为平面 z=1， 2 21, 0, 0, {( , ) 1}x y xyz z z D x y x y= = = = + ≤ .

( ) ( )
1

2 12 2 2 2 3

0 0

1d
2

xyS D

x y S x y dxdy d d
π
θ ρ ρ π+ = + = =∫∫ ∫∫ ∫ ∫

( )2 2 1d ( 2 1)π
2S

x y S+ = +∫∫ ．

所属章节：第十章第五节

难度：二级

22．设半径为 R的球面上每点的密度等于该点到某一定直径的距离的平方，求此球面的质量

解答：将直径设为 Z轴, 球心为原点,球的方程为 2 2 2z R x y= − − ，

2 2 2 2 2 2
,x y

x yz z
R x y R x y

− −
= =

− − − −
,

球面的质量为 ( )2 2 d
S

x y S+∫∫ ，

( )
2 2 322 2 4

2 2 2 2 20 0

8d 2 2 π
3

xy

R

S D

x yx y S R dxdy R d d R
R x y R

π ρθ ρ
ρ

+
+ = = =

− − −
∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第十章第五节

难度：二级

23．求球面 2 2 2z a x y= − − 含在柱面 2 2 0x y ax+ − = 内部的面积

解答： 2 2 2

2 2 2 2 2 2
, , .x y

x yz a x y z z
a x y a x y

− −
= − − = =

− − − −
2 2{( , ) }xyD x y x y ax= + ≤

cos 22
2 2 2 2 20

2

d ( 2)
xy

a

S D

aS dxdy a d d a
a x y a

π θ

π
ρθ ρ π
ρ−

= = = −
− − −

∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ．
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所属章节：第十章第五节

难度：二级

24．求旋转抛物面 2 21 ( )
2

z x y= + 被平面 z=2 所截部分的质心位置，假设其上各点的密度与该

点到 z轴的距离平方成正比．

解答：由旋转抛物面 2 21 ( )
2

z x y= + 的对称性，质心位置在 z轴，

2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

1 ( ) 1( ) 2 2(125 5 1)
7(25 5 1)( ) ( ) 1

xy

xy

DSz

S D

k x y x y dxdyk z x y dS
Mz
M k x y dS k x y x y dxdy

+ + ++
−

= = = =
++ + + +

∫∫∫∫

∫∫ ∫∫
% ，

其中 2 2:{( , ) 4}xyD x y x y+ ≤ ．

所属章节：第十章第五节

难度：二级

25．计算下列曲面积分

(1) 2d d
S

z x y∫∫ ，其中 S为平面 1x y z+ + = 位于第一象限部分的上侧；

(2) d d d d d d
S

x y z y z x z x y+ +∫∫� ，其中 S为球面 2 2 2 2x y z R+ + = 的外侧；

(3) 3 2( )d d 2 d d d d
S

x yz y z x y z x z x y− − +∫∫� ，其中 S为柱面 2 2 2x y R+ = (0≤z≤1)的外侧；

（此题的柱面是否封闭？若是，则答案有误，若不是，则题目中积分符号上的圆圈不对；以

下按封闭解答）

(4) 2 2d d d d d d
S

xz y z x y z x y z x y+ +∫∫� ，其中 S为 2 2 2 2, 1, 0, 0, 0z x y x y x y z= + + = = = = 在第一象限

中所围立体的表面的外侧；

解答：

(1)
1 12 2 2

0 0

1d d (1 ) (1 )
12

xy

x

S D

z x y x y dxdy dx x y dy
−

= − − = − − =∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ；

(2)由 S的对称性可知，

2 2 2d d d d d d 3 6 R
S S D

x y z y z x z x y zdxdy x y dxdy+ + = = − −∫∫ ∫∫ ∫∫ 

2 2 2 2

0 0
6 4

R
d R r rdr R

π
θ π= − =∫ ∫ ；

(3) 3 2 2( )d d 2 d d d d ( 1)
S

x yz y z x y z x z x y x dxdydz
Ω

− − + = +∫∫ ∫∫∫Ò
2 1 2 2 4 2

0 0 0

π( cos 1) π
4

R
d dr r rdz R R

π
θ θ= + = +∫ ∫ ∫ ；
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(4)
212 2 2 2 22

0 0 0
d d d d d d ( ) ( )

8
r

S

xz y z x y z x y z x y z x y dxdydz d dr z r dz
π πθ

Ω

+ + = + + = + =∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫Ò ．

所属章节：第十章第六节

难度：二级

26．利用高斯公式计算下列曲面积分

(1) 2 2 2d d d d d d
S

x y z y z x z x y+ +∫∫ ，其中 S是由 x=0，y=0，z=0, 1x y z+ + = 所围立体表面的外侧；

(2) ( )d d ( )d d
S

x y z y z x y x y− + −∫∫� ，其中 S为 2 2 1x y+ = ，z=0 及 z=3 所围立体表面的外侧；

(3) d d d d ( 1)d d
S

x y z y z x x y z x y+ + + + +∫∫ ，其中 S为上半球面 2 2 2z a x y= − − 的上侧；

(4) 2 2( )d d ( )d d 2 d d
S

x yz y z y zx z x z x y− + − +∫∫ ，其中 S为锥面 2 21z x y= − + 被 z=0 所截部分的

上侧．

注：(3)(4)两题积分符号上的圆圈已去掉，由于所涉曲面不封闭。

解答：

(1) 2 2 2 1d d d d d d (2 2 2 ) 6
4S

x y z y z x z x y x y z dxdydz xdxdydz
Ω Ω

+ + = + + = =∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ ；

(2)
2 1 3

0 0 0

9( )d d ( )d d ( ) ( sin )
2S

x y z y z x y x y y z dxdydz d dr r z rdz
π
θ θ π

Ω

− + − = − = − = −∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫Ò ；

(3) d d d d ( 1)d d
S

x y z y z x x y z x y+ + + + +∫∫

1 1

d d d d ( 1)d d d d d d ( 1)d d
S S S

x y z y z x x y z x y x y z y z x x y z x y
+

= + + + + + − + + + + +∫∫ ∫∫Ò

3 (1 )
xyD

dxdydz x y dxdy
Ω

= + + +∫∫∫ ∫∫ 3 22 a aπ π= + ，

其中 1S 为平面 2 2 20,z x y a= + ≤ 的下侧；

(4) 2 2( )d d ( )d d 2 d d
S

x yz y z y zx z x z x y− + − +∫∫

1 1

2 2 2 2( )d d ( )d d 2 d d ( )d d ( )d d 2 d d
S S S

x yz y z y zx z x z x y x yz y z y zx z x z x y
+

= − + − + − − + − +∫∫ ∫∫Ò

22 ( 1) 0
3

xyD

x y dxdydz dxdy π

Ω

= + + + =∫∫∫ ∫∫

其中 1S 为平面 2 20, 1z x y= + ≤ 下侧．
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所属章节：第十章第六节

难度：二级

27．利用斯托克斯公式计算曲线积分 2 2 2 2 2(e )d (e )d (e )dx y z

L

x y z x y z y yz z+ + − + +∫� ，其中 L为

正向圆周
2 2 2

0
y z R
x

⎧ + =
⎨

=⎩

解答：

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

: 0

(e )d (e )d (e )d ( ) 2 2x y z

L y z R
x

x y z x y z y yz z y z dydz x y zdxdz x yz dxdy
⎧ + =Σ ⎨ =⎩

+ + − + + = + + −∫ ∫∫Ñ

2 2 2

2
2 2

:

( )
2

xyD y z R

Ry z dydz π

+ =

= + =∫∫ ．

所属章节：第十章第六节

难度：二级

28．求向量场 AAAA穿出所给曲面的通量：

(1) AAAA=x3iiii+y3jjjj+z3kkkk，S为 x2+y2+z2=a2；

(2) AAAA=2xiiii+y2jjjj+z2kkkk，S为柱面 x2+y2=a2，z=0，z=h所围立体的全表面

解答：(1)
22 2 2 4 5

0 0 0

12(3 3 3 ) 3 sin π
5

a
x y z dxdydz d d r dr a

π π
θ ϕ ϕ

Ω

Φ = + + = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ；

(2)
2 2

0 0 0
(2 2 2 ) (2 2 sin 2 ) 2π (1 )

a h
y z dxdydz d dr r z rdr h h a

π
θ θ

Ω

Φ = + + = + + = +∫∫∫ ∫ ∫ ∫ ．

所属章节：第十章第七节

难度：二级

29．求下列向量场的散度 div AAAA：
(1) AAAA=x3iiii+y3jjjj+z3kkkk在点(1，0，–1)处的散度；

(2) AAAA=x2yiiii+xyzjjjj–yz2kkkk在点(1，–1，1)处的散度；

(3) AAAA=x2yziiii+xy2zjjjj+xyz2kkkk在任一点的散度；

(4) AAAA=x2yz3(xziiii–y2jjjj+2x2ykkkk)在任一点的散度

解答：(1) 2 2 23 3 3( ) 6M Mdiv xA y z+= + = ；

(2) 3 2( ) 1M Mxy xzdivA yz+ −= = ；

(3) 2 622xyz xyz xyzd xv zi A y= =+ + ；

(4) 2 4 2 2 3 4 2 2 2 2 2 23 6 3 ( 2 )3x yz x y z x ydi z x yz z yz x yvA = − +=− + ．

所属章节：第十章第七节



98

难度：二级

30．求向量场 AAAA= –yiiii+xjjjj+Ckkkk(C为常数)沿下列闭曲线 C的环量Γ：
(1) C：圆周 x2+y2=R2，z=0 的正向；

(2) C：圆周(x–2)2+y2=R2，z=0 的正向

解答：(1) 2

S

= 2 2
S

ds dxdy R
x y z
y x C

π
∂ ∂ ∂

Γ ⋅ = =
∂ ∂ ∂
−

∫∫ ∫∫

i j ki j ki j ki j k

nnnn ,其中 S圆周 x2+y2=R2，z=0 的平面；

(2) 2

S

= 2 2
S

ds dxdy R
x y z
y x C

π
∂ ∂ ∂

Γ ⋅ = =
∂ ∂ ∂
−

∫∫ ∫∫

i j ki j ki j ki j k

nnnn , 其中 S圆周(x–2)2+y2=R2，z=0 的平面．

所属章节：第十章第七节

难度：二级

31．求下列向量场 AAAA的旋度 rot AAAA：
(1) AAAA=y2iiii+z2jjjj+x2kkkk；
(2) AAAA=x2iiii+y2jjjj+z2kkkk；
(3) AAAA=xcosziiii+ylnxjjjj–z2kkkk；
(4) AAAA=3xz2iiii–yzjjjj+(x+2z)kkkk

解答：(1)

2 2 2

2 ( )rot A
x y z
y x

x y

z

z∂ ∂ ∂
= = − +
∂ ∂ ∂

+

i j ki j ki j ki j k

i j ki j ki j ki j k ；

(2)

2 2 2

 rot A
x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= =
∂ ∂ ∂

i j ki j ki j ki j k

0000 ；

(3)

2

 

cos ln

sinrot A
x y z

x z y x

yx z
x

z

−
∂ ∂ ∂

=
∂

+=
∂ ∂

−

i ji ji ji j

jjjj

kkkk

kkkk；

(4)

2

( 

3 2

6 1)rot A
x y z
xz

y x

y x

z

z z

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂
− +

+ −

i j ki j ki j ki j k

i ki ki ki k．

所属章节：第十章第七节
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难度：二级

32．设 rrrr=xiiii+yjjjj+zkkkk，r=|rrrr|，f(r)为可微函数，试求：

(1) div[f(r)rrrr]；
(2) rot[f(r)rrrr]

解答：(1) 2 2 2( ) ( ) ( )[ ( ) ] ( ) ( ) 3( ) ( ) ( )f r f r f rdiv f r x f r y f r z f r
r r

rf r f
r

r
′ ′ ′

= + + + ′ ++ + =rrrr ；

(2)  [ ( ) ]

( ) ( ) ( )

rot f r
x y z

f r x f r y f r z

∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂

iiii

rrrr

j kj kj kj k

0000．

所属章节：第十章第七节

难度：二级


	一诺整理
	http:/
	第一章函数

