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第 7 章 向量代数与空间解析几何 

 

7.1  向量及其运算 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 空间直角坐标系 

过空间一点O，作三条互相垂直的数轴，三条数轴按右手规则确定方向，这

样确定的坐标系称为空间直角坐标系. 

注：在空间直角坐标系中，空间一点可用三个坐标表示，即 )  ( zyxM ，， . 

2. 向量 

既有大小又有方向的量称为向量. 

3. 向量运算 

(1) 加法：在空间取一点O，作 aOA ， bOB  ，以 OBOA   ， 为边构成一个

平行四边形OACB，则称向量OC为向量 a与b的和，记为 baOC  . 

(2) 减法：在上述加法定义中，向量 BA称为向量 a与b的差，即 baBA  . 

(3) 数乘： a 定义为：(1) aa   ，(2)当 0 时 a 的方向与 a相同，当

0 时 a 的方向与 a相反. 

注： abba // . 

(4) 运算规律： 

① abba  ；         ② )()( cbacba  ； 

③ aa  0 ；            ④ 0)(  aa ； 

⑤ aa 1 ；             ⑥ aa )()(   ； 
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⑦ aaa   )(  ；  ⑧ baba   )( . 

4. 向量夹角 

在空间取一点O，作 aOA ， bOB  ，则不超过 的 AOB 称为向量 a与b

的夹角. 

5. 投影 

(1) 投影：数 cosa 称为向量 a在有向轴 u上的投影(其中为向量 a与轴 u

的夹角)，记为 auPrj ，即 cosPrj aau  . 

(2) 投影性质 

① baba uuu PrjPrj)(Prj  ；    ② aa uu Prj)(Prj   . 

6. 向量坐标 

设向量 a 在三个坐标轴上的投影分别为 zyx aaa   ，， ，则向量 a 表示为

kajaiaa zyx  ，投影 zyx aaa   ，， 称为向量 a的坐标，记为 }  { zyx aaaa ，， . 

注：设空间两点 ），， 111   ( zyxA ， ），， 222   ( zyxB ，则 }  { 121212 zzyyxxAB  ，， . 

7. 模的计算公式 

设 }  { zyx aaaa ，， ，则 222
zyx aaaa  . 

注：空间两点距离 2
12

2
12

2
12 } () (){ zzyyxxd  . 

8. 方向角余弦的计算公式 

设 }  { zyx aaaa ，， ，则 

222
cos

zyx

x

aaa

a


 ，

222
cos

zyx

y

aaa

a


 ，

222
cos

zyx

z

aaa

a


 . 

9. 数量积 

(1) 数量积：数 cosba 称为向量 a与 b的数量积(其中 为向量 a与 b的夹

角)，记为 ba  ，即 cosbaba   
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(2) 规律： 

① abba  ；② )()()( bababa   ；③ cbcacba  )( . 

(3) 有关结论： 

① 
2

aaa  ；       ② abbaba
ba

PrjPrj  ； 

③ 设 0  0  ba ， ，则 0 baba . 

(4) 计算公式：设 }  { zyx aaaa ，， ， }  { zyx bbbb ，， ，则 

zzyyxx babababa  . 

(4) 夹角余弦的计算公式：
222222

cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa




 . 

(5) 投影计算公式：
b

ba
a

b


Prj . 

10. 向量积 

(1) 向量积：设向量 c满足 sinbac  (其中 为向量 a与b的夹角)，且 c垂

直 a与b确定的平面，方向按右手规则从 a转向b，则称向量 c为 a与b的向量积，

记为 bac  . 

(2) 规律： 

① abba  ；② )()()( bababa   ； 

③ cbcacba  )( . 

(3) 有关结论： 

① 0 aa ；       ② 以向量 a，b为边的平行四边形面积 baS  ； 

③ 设 0  0  ba ， ，则 0//  baba . 

(3)计算公式：设 }  { zyx aaaa ，， ， }  { zyx bbbb ，， ，则 
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}   { xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx babababababa

bbb

aaa

kji

ba  ，， . 

11. 混合积 

(1) 混合积：数 cba  )( 称为向量 cba     ，， 的混合积，记为 ]  [ cba ，， . 

(2) 规律： ]  []  []  [ bacacbcba ，，，，，，  . 

(3) 计算公式：设 }  { zyx aaaa ，， ， }  { zyx bbbb ，， ， }  { zyx cccc ，， ，则 

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba ]  [ ，，  

(4) 三个向量共面的条件： 

设 }  { zyx aaaa ，， ， }  { zyx bbbb ，， ， }  { zyx cccc ，， ，则 

cba   ，， 共面 0

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

. 

(5) 体积计算公式： 

① 以 cba   ，， 为棱的平行六面体的体积 cbaV  )( . 

② 以 cba   ，， 为棱的四面体的体积 cbaV  )(
6

1
. 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 设 }3 2 1{ ，，a ， }2 1 1{ ，，b ，则 ________23  ba . 

2. 已知向量 }2 1 1{ ，，a 与 } 3 2{ ，，b 垂直，则 _____ . 

3. 向量 }4 3 4{ ，，a ， }1 2 2{ ，，b ，则 ______Prj a
b

. 

4. 设 )5 1 1(  )3 2 1( ，，，，， BA ，则与 AB平行的单位向量为__________. 

二、计算题 

1. 求与向量 kjia


22  共线且满足 18  xa


的向量 x


.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 设      0  ,2  ,1  ,3  ,1  ,1  ,1  ,3  ,2  cba


，求：(1) bcaacb


)()(  ；

(2) cba


 )( . 
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3. 设 jia


 ， kjb


 2 ，求以 ba


  ， 为边的平行四边形对角线的长度. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 指出非零向量 ba


 , 应分别满足什么条件才能使下列各式成立. 

    (1) baba


   ，(2) baba


   ，(3) baba


  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 已知向量 a同时垂直向量 }8 ,6 ,3{b 及 x轴，且 2a ，求 a . 
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6. 已知 AB的终点坐标为 )4 1 2( ，， ，且 AB在 zyx   ，， 轴上的投影分别为 1 ，

3，2，求点 A的坐标. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 已知 kiOA 3 ， kjOB 3 ，求 OAB 的面积. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 设 ba 3 与 ba 57  垂直， ba 4 与 ba 27  垂直，求向量 a与b的夹角. 
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9. 设     bacba 


  ,5  ,4  ,3  ,1  ,1  ,1 ，问取何值时，c 最小？并证

明当 c 最小时， bc  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 已知 3  3  6  cba ，， ， a与b的夹角为
6


， bcac    ， ，求 ]  [ cba ，， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

试证
2

)(

a

aba
bp


 垂直 a . 
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7.2  曲面与空间曲线 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 曲面方程 

空间曲面的一般方程： 0)  ( zyxF ，， . 

2. 球面方程 

设球面的球心为 ),,( 000 zyx ，半径为 R，则球面方程为 

22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx  . 

3. 旋转曲面方程 

(1) yOz平面上曲线 0)  ( zyf ， 绕 z轴旋转一周所形成的曲面方程为 

0)  ( 22  zyxf ， . 

yOz平面上曲线 0)  ( zyf ， 绕 y轴旋转一周所形成的曲面方程为 

0)  ( 22  zxyf ， . 

(2) zOx平面上曲线 0)  ( xzf ， 绕 x轴旋转一周所形成的曲面方程为 

0) ( 22  xzyf ， . 

zOx平面上曲线 0)  ( xzf ， 绕 z轴旋转一周所形成的曲面方程为 

. 0) ( 22  yxzf ，  

(3) xOy平面上曲线 0)  ( yxf ， 绕 y轴旋转一周所形成的曲面方程为 

0)  ( 22  yzxf ， . 

xOy平面上曲线 0)  ( yxf ， 绕 x轴旋转一周所形成的曲面方程为 

0)  ( 22  zyxf ， . 

特别地，有 

旋转抛物面方程： 22 yxz  . 
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圆锥面方程： 222 yxz  . 

4. 柱面方程 

(1) 准线为 xOy平面上曲线 0)  ( yxf ， ，母线平行 z轴的柱面方程为 

0)  ( yxf ， . 

(2) 准线为 yOz平面上曲线 0)  ( zyf ， ，母线平行 x轴的柱面方程为 

0)  ( zyf ， . 

(3) 准线为 zOx平面上曲线 0)  ( xzf ， ，母线平行 y轴的柱面方程为 

0)  ( xzf ， . 

特别地，有 

圆柱面方程： 222 Ryx  . 

5. 空间曲线方程 

(1) 空间曲线的一般方程：








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

. 

(2) 空间曲线的参数方程：













)(

)(

)(

tz

ty

tx





. 

6. 投影曲线方程 

(1) 设空间曲线 L的一般方程为








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

，且从方程组








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

消

去 z得 0) ( yxH ， ，则曲线 L在 xOy平面上的投影曲线方程为 









         0

0) (

z

yxH ，
. 

(2) 设空间曲线 L的一般方程为








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

，且从方程组








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

消

去 x得 0) ( zyR ， ，则曲线 L在 yOz平面上的投影曲线方程为 









         0

0) (

x

zyR ，
. 

(3) 设空间曲线 L的一般方程为








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

，且从方程组








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

消

去 y得 0) ( xzT ， ，则曲线 L在 zOx平面上的投影曲线方程为 









         0

0) (

y

xzT ，
. 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 球心为 )1 3 2( ，， ，半径为 3 的球面方程为_______________. 

2. 双曲线  

          0

1
2

2

2

2












y
c

z

a

x
绕 z轴旋转一周所形成的曲面方程为____________. 

3. 圆心在原点，半径为 2 的圆的方程为_______________. 

4. 曲线








            1

9222

zy

zyx
在 xOy平面上的投影曲线方程为_______________. 

二、解答题 

1. 求到点 )2 1 1( ，，A 和 )4 1 3( ，，B 距离相等的点的轨迹方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求母线分别平行 x轴， y轴且通过曲线








  0

162
222

222

zyx

zyx
的柱面方程. 
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3. 说明旋转曲面 1
994

222


zyx

是怎样形成的. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求球面 4222  zyx 与平面 1 zx 的交线在 xOy平面上的投影曲

线方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 将曲线的一般方程








          0

4222

zy

zyx 化为参数方程. 
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7.3  平面及其方程 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 法向量 

设非零向量 n垂直平面，则称向量 n为平面 的法向量. 

注：(1) 法向量 n垂直平面内任何向量. 

    (2) 设  ，a b为平面内两个相交向量，则法向量可取为 ban  . 

2. 平面的点法式方程 

设平面过点 )  ( 000 zyxM ，， ，且法向量 }  { CBAn ，， ，则平面 的方程为 

0)()()( 000  zzCyyBxxA . 

上述方程称为平面的点法式方程. 

3. 平面的一般方程 

方程 0 DCzByAx 称为平面的一般方程. 

这时，平面的法向量 }  { CBAn ，， . 

4. 几种特殊平面 

(1) 当 0D 时，平面过原点. 

(2) 当 0A 时，平面平行 x轴. 

(3) 当 0DA 时，平面过 x轴. 

(4) 当 0 BA 时，平面平行 xOy平面. 

类似可得其它情况. 

5. 平面夹角 

(1) 定义：两个平面法向量的夹角称为两个平面的夹角. 

(2) 计算公式：设两个平面的法向量分别为 21    nn， ，则夹角 的余弦为 

21

21cos
nn

nn 
 . 
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特别地，有 

① 2121 //// nn 平面平面 ； 

② 2121 nn  平面平面 . 

6. 距离 

(1) 平面外一点到平面的距离： 

平面外一点 )  ( 0000 zyxP ，， 到平面 0 DCzByAx 的距离为 

222

000

CBA

DCzByAx
d




 . 

(2) 两个平行平面的距离： 

平行平面 01  DCzByAx 与 02  DCzByAx 的距离为 

222

12

CBA

DD
d




 . 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 点 )1 2 1( ，，M 到平面 01022  zyx 的距离为______. 

2. 设平面 012  zyx 与平面 0342  zyx  垂直，则 ______ . 

3. 平面 072  zyx 与平面 0112  zyx 的夹角是_______. 

4. 过点 )2 1 1( ，， 且平行平面 043  zyx 的平面方程为____________. 

二、 计算题 

1. 求过点 )3 2 1(  )1 2 3(  )1 1 2( ，，、，，、，，  CBA 的平面方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 设一平面与平面 122  zyx 平行，且点 )1 1 2( ，， 到该平面的距离为1，

求该平面方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 已知平面过点 )1 3 2(  )5 2 3( ，，，，， NM  ，且平行 z轴，求其方程. 
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4. 已知两点 )1 2 7(  ，，A 和 )10 4 3( ，，B ，一平面通过点 B且垂直于 AB，求其

方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 连接两点 ），， 5 10 3( M 和 ) 12 0( zN ，， 的线段平行平面 0147  zyx ，确

定 N 点的未知坐标 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 自点 )5 3 2( ，，P 分别向各坐标面作垂线，求过三个垂足的平面方程. 
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7. 确定 k ，使点 )1 2 1( ，，M 到平面 022  kzyx 的距离为 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     8. 一平面经过原点及点 )2 3 6( ，，A ，且与平面 824  zyx 垂直，求其方

程. 
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7.4  空间直线及其方程 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 方向向量 

设非零向量 s平行直线 L，则称向量 s为空间直线 L的方向向量. 

2. 直线的标准式方程 

设直线 L过点 )  ( 000 zyxP ，， ，且方向向量 }  { nmls ，， ，则直线 L的方程为 

n

zz

m

yy

l

xx 000 






. 

上述方程称为直线 L的标准式方程或对称式方程. 

由标准式方程可得，过点  )  ( 1111 ，，， zyxP )  ( 2222 zyxP ，， 的直线方程为 

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx














. 

3. 直线的参数方程 

方程













ntzz

mtyy

ltxx

0

0

0

称为直线 L的参数方程. 

这时，直线的方向向量 }  { nmls ，， ，且过点 )  ( 000 zyxP ，， . 

4. 直线的一般方程 

方程








0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
称为直线的一般方程. 

这时，直线的方向向量 21 nns  ，其中 }  { 1111 CBAn ，， ， }  { 2222 CBAn ，， . 

而直线上点的坐标为方程组的一个解. 

5. 直线夹角 

(1) 定义：两条直线方向向量的夹角称为两条直线的夹角 

(2) 计算公式：设两条直线的方向向量分别为 21    ss， ，则夹角 的余弦为 
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21

21cos
ss

ss 
 . 

特别地，有 

① 2121 //// ssLL 直线直线 ； 

② 2121 ssLL 直线直线 . 

6. 直线与平面夹角 

(1) 定义：直线与它在平面内投影的夹角称为直线与平面的夹角. 

(2) 计算公式：设直线 L的方向向量为 s，平面 的法向量为 n，则直线 L与

平面夹角的正弦为 

ns

ns 
sin . 

特别地，有 

① nsL 平面直线 // ； 

② nsL //平面直线 . 

7. 点到直线距离 

直线外一点 )  ( 0000 zyxP ，， 到直线 L：
n

zz

m

yy

l

xx 111 






的距离为 

s

sPP
d




01

. 

其中 )  ( 1111 zyxP ，， 为直线 L上一点， }  { nmls ，， 为直线 L的方向向量. 

8. 两条直线的距离 

(1) 两条平行直线的距离 

设 有 两 条 平 行 直 线 1L ：
n

zz

m

yy

l

xx 111 






与 2L ：

n

zz

m

yy

l

xx 222 






，则直线 1L 与 2L 的距离为 
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s

sPP
d




21

 

其中 )  ( 1111 zyxP ，， 为直线 1L 上一点， )  ( 2222 zyxP ，， 为直线 2L 上一点， }  { nmls ，， 为

直线 1L 或 2L 的方向向量. 

(2) 两条异面直线的距离 

设 有 两 条 异 面 直 线 1L ：
1

1

1

1

1

1

n

zz

m

yy

l

xx 






与 2L ：

2

2

2

2

2

2

n

zz

m

yy

l

xx 






，则直线 1L 与 2L 的距离为 

21

2121 )(

ss

ssPP
d




  

其 中 )  ( 1111 zyxP ，， 为 直 线 1L 上 一 点 ， )  ( 2222 zyxP ，， 为 直 线 2L 上 一 点 ，

}  { 1111 nmls ，， 为直线 1L 的方向向量， }  { 2222 nmls ，， 为直线 2L 的方向向量. 

9. 平面束及其方程 

(1) 定义：过一直线的所有平面称为平面束. 

(2) 方程：过直线








0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
的平面束方程为 

0)( 22221111  DzCyBxADzCyBxA  . 

说明：(1) 上述平面束方程不包含第二个平面. 

(2) 当一平面过一直线求其方程时可采用平面束方程. 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 过点 )2 0 1(  )1 2 3( ，，、，，  BA 的直线方程为_______________. 

2. 直线








0423

 022

zyx

zyx
的方向向量 __________s . 

3. 过点 )2 1 4( ，，M 且平行直线
3

1

2

3 


 z
y

x
的直线方程为____________. 

4. 直线
1

1

2

3

2

1 







 zyx
与平面 04  zy 的夹角为_________. 

二、解答题 

1. 一直线过点 )2 1 1( ，，M 且方向向量 s 垂直向量 }1 2 1{  }3 1 2{ ，，、，，  ba ，

求其方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 一直线求过点 )3 1 2( ，，A 且平行于直线








0122

  02

zyx

zyx
，求其标准式方

程及参数方程. 
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3. 求空间直线
76
52



zy
zx 的标准式方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求直线








2

5
 1 zyx

zyx
l： 与直线









153

 43
 2 zy

zy
l： 的夹角. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 一平面过点 )2 1 3( ，，M 及直线








01

01

zyx

zyx
，求其方程. 
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6. 一平面过直线








  04

04

zx

zyx ，且原点到该平面的距离为 2，求其方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求点 )1 1 1(0 ，，P 到直线 
01

         0 



zy

xl： 的距离. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 求直线








01

01

zyx

zyx
在平面 0 zyx 上的投影直线方程. 
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9. 求过点 )3 1 2( ，， 且与直线
12

1

3

1
 







 zyx
垂直相交的直线方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 一直线过点 )1 1 1( ，，P ，且与直线
4

3

1

2

2

1
 1







 zyx
l： 垂直，与直线

32
 2

zy
xl ： 相交，求其方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. 求两直线








042

052
 1 zy

yx
l： 及









042

           0
 2 zx

y
l： 的公垂线方程. 
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12. 设一直线过点 )3,1,2(P 并与 z轴相交，且垂直于直线
1

1

23

1 




 zyz
，求

其参数方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. 求直线
1

2

2

1

2

1
1











 zyx
L： 与

1

1

2

3

2

2
2











 zyx
L： 的距离. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. 求直线








     0

0
 1 z

yx
L： 与直线

1

3

2

1

4

2
 2











 zyx
L： 的距离. 
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第 8 章 多元函数及其应用 

 

 

8.1 多元函数极限与连续 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 二元函数的概念 

(1) 定义：设 D是一个非空平面点集，如果对任意 DyxP ),( ，按照对应法则

f ，存在唯一 Rz 与 ),( yx 对应，则称 f 为定义在D上的函数，记为 ),( yxfz  或

)(Pfz  ，其中平面点集D称为函数的定义域，记为 )( fD .  

而集合 }),( ),({)( DyxyxfzzfZ  ， 称为函数的值域. 

(2) 图形：空间点集 )}(),( ),(),,{( fDyxyxfzzyx  ， 称为函数 ),( yxfz  的

图形. 

函数 ),( yxfz  的图形通常为一个曲面. 

(3) 定义域的求法：先根据表达式有意义列出不等式(组)，再解不等式(组)得定

义域. 

类似可定义 )3( nn 元函数概念. 

2. 二元函数极限 

设二元函数 ) ( yxf ， 的定义域为 D， ) ( 000 yxP ， 是 D的一个聚点，若任意的

0 ，存在 0 ，当 ) () ( 0 ，， PUDyx
o

 ，有 

 |) (| Ayxf ，  

则称 A为函数 ),( yxf 当 ) () ( 000 yxPyxP ，，  时的极限，记为 

Ayxf

yy
xx






) (lim

0

0

， 或 Ayxf
PP




) (lim
0

， . 

说明：定义中 0PP 的方式是任意的，且二元函数极限具有与一元函数极限

类似的性质与运算法则. 
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3. 判断二元函数极限不存在的方法 

(1) 选取 0PP 的两种不同方式，通常取 P沿两条过点 0P 的直线或曲线无限

趋于 0P ，使得按此两种方式函数 ) ( yxfz ， 的极限不同； 

(2) 选取 0PP 的一种方式，通常取 P沿某条过点 0P 的直线或曲线无限趋于

0P ，使得按此方式 ) ( yxfz ， 的极限不存在. 

4. 连续 

设 ) () (lim 00

0

0

yxfyxf
yy
xx

，， 



，则称函数 ) ( yxf ， 在点 ) ( 000 yxP ， 处连续. 

否则称函数 ) ( yxf ， 在点 0P 处不连续， 而点 0P 称为函数 ) ( yxf ， 的间断点. 

注：(1)一切多元初等函数在其定义区域内连续. 

(2)二元函数的间断点有可能为一条曲线. 

5. 有界闭区域上多元连续函数的性质 

(1) 有界定理：设多元函数 )(Pfu  在有界闭区域D上连续，则 )(Pfu  在D

上有界，即存在 0M ，使得 MPf )( . 

(2) 最大值与最小值值定理：设多元函数 )(Pfu  在有界闭区域D上连续，则

)(Pfu  在D上存在最大值与最小值，即存在 DPP 21  ， ，使得 

.)(min)(   )(max)( 21 PfPfPfPf
DPDP 

 ，  

    (3) 介值定理：设多元函数 )(Pfu  在有界闭区域D上连续，则 )(Pfu  在D

上必取得介于最小值m和最大值M 之间的任何值，即对任意 ) ( Mm， ，存在

DP 0 ，使得 )( 0Pf  

6. 求二元函数极限的常用方法 

(1) 极限运算法则. 

(2) 夹逼准则. 

(3) 两个重要极限. 

(4) 无穷小量乘有界函数为无穷小量. 

(5) 等价无穷小替代. 

(6) 初等函数的连续性. 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 极限 ________
)tan(arc

lim

0




 y

xy

y
ax

. 

2. 极限 ________)sin
1

sin
1

(lim 




x
y

y
x

y
x

. 

3. 极限 ________
)eln(

)cos(
lim

0
1







 y

y
x x

yx
. 

4. 函数 _______
2

2
2

2

的间断点为
xy

xy
z




 . 

二、解答题 

1. 求极限
xy

xy

y
x

24
lim

0
0






. 

 

 

 

 

 

 

2. 求极限
22

2

0
0

lim
yx

yx

y
x 



. 
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3. 求极限 yx

x

y
x x








2

)
2

1(lim

0

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 判断极限
22

2

0
0

lim
yx

yxy

y
x 






是否存在.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

证明极限
yx

xy

y
x 






11
lim

0
0

不存在. 
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8.2   偏导数与全微分 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 偏导数 

x

yxfyxxf
yxf

x
x








) () (
lim) ( 0000

0
00

，，
， . 

y

yxfyyxf
yxf

y
y








) () (
lim) ( 0000

0
00

，，
， . 

也可记为
0

0

0

0   
yy
xxy

yy
xxx zz





  、 或

0

0
yy
xxx

f





. 

0

0
yy
xxy

f





，

0

0
yy
xxx

z





. 

0

0
yy
xxy

z





. 

2. 偏导数的几何意义 

二元函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 000 yxP ， 处的偏导数为 ) ( 00 yxf x ， 表示曲面

) ( yxfz ， 被平面 0yy  截得的空间曲线








0

) (

yy

yxfz ，
在点 )) (  ( 00000 yxfyxM ，，，

处切线对 x轴的斜率； ) ( 00 yxf y ， 表示曲面 ) ( yxfz ， 被平面 0xx  所截得的空间

曲线








0

) (

xx

yxfz ，
在点 )) (  ( 00000 yxfyxM ，，， 处切线对 y轴的斜率. 

3. 偏导函数 

如果函数 ) ( yxfz ， 在区域D内任一点 ) ( yxP ， 处对 x，对 y的偏导数都存在，

分别称为函数 ) ( yxfz ， 对 yx  ， 的偏导函数，并分别记为
y

z

x

z








 、 或

y

f

x

f








  、 ，

yx zz   、 ， ) () ( yxfyxf yx ，、，  . 

注：二元函数的偏导数可以推广到 )2( nn 元函数的偏导数. 

4. 偏导数求法 

将其余自变量看成常数，利用一元函数的求导方法对该自变量求导. 
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5. 二阶偏导数 

偏导数
y

z

x

z








 ， 的偏导数 

















x

z

x
， 

















x

z

y
， 

















y

z

x
， 

















y

z

y
称为二阶偏

导数，记为
2

222

2

2

      
y

z

xy

z

yx

z

x

z
















，，， 或 xxz  ， xyz  ， yxz  ， yyz  . 

其中 yxz  ， yyz  称为混合偏导数. 

注：混合偏导数求导顺序从左到右. 

同理可定义其它高阶偏导数，例如 )(
2

2

2

3

x

z

yyx

z













， )(

2

2

3

3

y

z

yy

z













. 

6. 混合偏导数的关系 

如果函数 ) ( yxfz ， 的二阶混合偏导数
yx

z



2

及
xy

z



2

在区域D内连续，则 

xy

z

yx

z








 22

. 

7. 全微分 

设函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 000 yxP ， 的某邻域内有定义，若 

)(oyBxAz   

其中 BA  ， 为常数， 22 )()( yx  ，则称 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 000 yxP ， 处可微，且

yBxA  称为函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 000 yxP ， 处的微分，记为 yBxAz d . 

同理可定义若函数 ) ( yxfz ， 在区域 D内任意一点处的微分，即函数微分. 

8. 可微的条件 

    (1) 若 ) ( yxfz ， 在点 0 0(  )P x y， 处可微，则 ) ( yxfz ， 在点 0 0(  )P x y， 处的连

续. 

    (2) 若 ) ( yxfz ， 在点 0 0(  )P x y， 处可微，则 ) ( yxfz ， 在点 0 0(  )P x y， 处的偏导

数 0 0 0 0(  )  (  )x yf x y f x y ， ， ， 存在，且 0 0 0 0(  )  (  )x yA f x y B f x y  ， ， ， . 
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    (3) 若 ) ( yxfz ， 的偏导数 ) ( ) ( yxfyxf yx ，，，  在点 0 0(  )P x y， 处连续，则

) ( yxfz ， 在点 0 0(  )P x y， 处可微. 

9. 微分计算公式： 

y
y

z
x

x

z
z ddd









 . 

说明：上述公式可推广到 n元函数的微分，例如 )  ( zyxfu ，， ，则 

d d d d
u u u

u x y z
x y z

  
  
  

. 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 设 yxz
2

e ，则 ____________




x

z
. 

2. 设 )ln() ( xyxyxf ， ，则 _________)e 1(  ，xf . 

3. 设 )sin(xyz  ，则 ___________d z . 

4. 设 33 xyyxz  ，则 _____________
2






yx

z
. 

二、计算题 

1. 求曲线













1

2

22

y

yx
z

在点 )1 1 1( ，， 处的切线对于 x轴正向所成的倾角 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 设 )
2

(cos2 2 y
xz  ，求

y

z

x

z








 ， . 
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3. 设 )ln( yxxz  ，求其二阶偏导数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 设 xyyxz esin3  ，求
yx

z




2

3

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 设
x

y
z arctan ，求 zd . 

. 
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6. 设 )0(ln   axau ayzx ，求 ud . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 设 )(tf 为连续函数， 
xy

yz
ttfxyzu

 

 
d)( ，求 ud . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 设 z

y

x
zyxf )()  ( ，， ，求 ），，1 1 1(df  
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9. 讨论函数













0,0

0,
),(

22

22

22

yx

yx
yx

xy

yxf 在点 )0 0( ， 处的可微性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

1. 设
)( 22 yxf

y
z


 ，其中 )(uf 可导，证明：

2

11

y

z

y

z

yx

z

x










. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 设 222 zyxr  ，证明：
rz

r

y

r

x

r 2
2

2

2

2

2

2















. 
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8.3  多元复合函数求导与隐函数求导 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 多元复合函数的求导法则 

(1) 设 )(tu  ， )(tv  ， ) ( vufz ， ，则
t

v

v

z

t

u

u

z

t

z

d

d

d

d

d

d










 . 

上述导数称为全导数. 

(2) 设 ) ( yxu ， 及 ) ( yxv ， ， ) ( vufz ， ，则 

x

v

v

z

x

u

u

z

x

z
























，

y

v

v

z

y

u

u

z

y

z
























. 

(3) 设 ) ( yxu ， ， )  ( uyxfz ，， ，则 

x

u

u

f

x

f

x

z



















，

y

u

u

f

y

f

y

z



















. 

2. 全微分的形式不变性 

设函数 ) ( vufz ， 可微，则 v
v

z
u

u

z
z ddd









 . 

3. 隐函数的求导法则 

(1) 设函数 )(xyy  由方程 0) ( yxF ， 确定，则
y

x

F

F

x

y






d

d
. 

(2) 设函数 ) ( yxzz ， 由方程 0)  ( zyxF ，， 确定，则
z

y

z

x

F

F

y

z

F

F

x

z


















  ， . 

(3) 设函数 )(  )( xzzxyy  ， 由方程组








0)  (

0  (

zyxG

zyxF

，，

，，
确定，则 

zy

zy

zx

zx

GG

FF

GG

FF

x

y










d

d
，

zy

zy

xy

xy

GG

FF

GG

FF

x

z










d

d
 

(4) 设函数 ) (  ) ( yxvvyxuu ，，，  由方程组








0)   (

0   (

vuyxG

vuyxF

，，，

），，，
确定，则 
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vu

vu

vx

vx

GG

FF

GG

FF

x

u













，

vu

vu

xu

xu

GG

FF

GG

FF

x

v













， 

vu

vu

vy

vy

GG

FF

GG

FF

y

u













，

vu

vu

yu

yu

GG

FF

GG

FF

y

v













. 

说明：由于上述(3)与(4)中的隐函数求导或偏导公式其本质是求解以导数或偏

导数为未知量的线性方程组，所以先对每个方程求导或偏导再解方程组. 

4. 求隐函数二阶导数或偏导数的步骤 

(1) 求一阶导数或偏导数. 

(2) 利用导数的运算法则将一阶导数或偏导数求导或偏导得到二阶导数或偏

导数的表达式. 

(3) 把一阶导数或偏导数代入二阶导数或偏导数的表达式. 

5. 抽象复合函数求二阶偏导数的步骤 

(1) 求一阶偏导数. 

(2) 利用导数的运算法则求二阶偏导数的表达式. 

(3) 求一阶偏导数 1 2f f 、 等对自变量的偏导数(类似(1)). 

(4) 整理并合并混合偏导数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 39 

练习题 

 

 

一、填空题 

1. 设
x

y
z  ，而 tyx t cos1e  ， ，则 ___________

d

d

t

z
. 

2. 设
222

e zyxu  ，而 yxz sin2 ，则 ___________




x

u
. 

5. 设函数 )(xyy  由方程 2esin xyy x  确定，则 _____________
d

d

x

y
. 

4. 设函数 ) ( yxzz ， 由方程
y

z

z

x
ln 确定，则 _______________





x

z
. 

二. 解答题 

1. 设 )arctan(xyz  ，且 xy e ，求
y

z

x

z

d

d
 

d

d
， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 设 vuz ln2 ，且 yxv
y

x
u 34  ， ，求

y

z

x

z








， . 
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3. 设 )  ( vuxfz ，， ，且 xyvyxu   2 ， ，其中 f 具有一阶连续偏导数，求 zd . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 设函数 ) ( yxzz ， 由方程 ),(sin yzxyfyxz  确定，其中 f 具有一阶连

续偏导数，求 zd . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 设函数 ) ( yxzz ， 由方程 1345  yzxzz 确定，求.

0
0

0
0

 





 







y
x

y
x y

z

x

z
、 . 
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6. 设 )  ( zyxfu ，， 具有一阶连续偏导， )(xyy  及 )(xzz  分别由方程

2e  xyxy 及 t
t

tzx
x d

sin
e

 

0 


 确定，求
x

u

d

d
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 设 ) (3

x

y
xyfxz ， ，而 ) ( vuf ， 具有二阶连续偏导数，求

yx

z

y

z







 2

2

2

 ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 设函数 )(  )( xzzxyy  ， 由方程组








0)  (

)(

zyxF

yxxfz

，，
确定，

x

z

d

d
求 . 
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9. 设函数 ) ( ) ( yxvvyxuu ，，，  由方程组








1

0

xvyu

yvxu
确定，求

x

v

x

u








 ， 及

y

v

y

u








  ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

1. 设函数 ) ( yxfz ， 由方程 0), (  xzzyyxF ， 确定， )  ( ，，vuF 具有连

续偏导数，且 0 FFv ，证明： 1









y

z

x

z
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 设函数 ) ( yxfz ， 由方程 0) ( 
x

z
y

y

z
x ， 确定，其中 ) ( vu， 具有连续

偏导数，证明： xyz
y

z
y

x

z
x 









. 
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8.4   几何应用与方向导数 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 空间曲线的切线与法平面 

(1) 设空间曲线C的方程为













)(

)(

)(

tz

ty

tx





，则切向量为 )}( )( )( { 000 tttT   ，， . 

曲线C在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的切线方程为 

)()()( 0

0

0

0

0

0

t

zz

t

yy

t

xx

 












. 

曲线C在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的法平面方程为 

      0))(())(())(( 000000  zztyytxxt  . 

(2) 设曲线C的方程为








)(

)(

xz

xy




，则切向量为 )}( )( 1{ 00 xxT   ，， . 

曲线C在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的切线方程为 

)()(1 0

0

0

00

x

zz

x

yyxx

 










. 

曲线C在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的法平面方程为 

               0))(())(()( 00000  zzxyyxxx  . 

(3) 设空间曲线C的方程为








0)  (

0)  (

zyxG

zyxF

，，
，，

，则切向量为 

}  {

000 Myx

yx

Mxz

xz

Mzy

zy

GG

FF

GG

FF

GG

FF
T












 ，，  

曲线C在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的切线方程为 

0
0

0

000

M
yx

yx

Mxz

xz

M
zy

zy

GG

FF

zz

GG

FF

yy

GG

FF

xx




















. 

曲线C在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的法平面方程为 

  0)( )( )( 000

000















zz

GG

FF
yy

GG

FF
xx

GG

FF

Myx

yx

Mxz

xz

Mzy

zy
. 

 

说明：将每个方程两边对 x求导 )(),( 00 xzxy  化为情况(2). 
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2. 曲面的切平面与法线 

(1) 设曲面的方程为 0)  ( zyxF ，， ，则法向量为 

)}  ( )   ( )  ({ 000000000 zyxFzyxFzyxFn zyx ，，，，，，，， 


. 

曲面在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的切平面方程为 

0))(,,())(,,())(,,( 000000000000  zzzyxFyyzyxFxxzyxF zyx . 

曲面在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的法线方程为 

),,(),,(),,( 000

0

000

0

000

0

zyxF

zz

zyxF

yy

zyxF

xx

zyx













. 

(2) 设曲面的方程为 ) ( yxfz ， ，则法向量为 

}1 ) ( ) ({ 0000  ，，，， yxfyxfn yx


. 

曲面在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的切平面方程为 

0)())( ())( ( 0000000  zzyyyxfxxyxf yx ，， . 

曲面在点 )  ( 0000 zyxM ，， 处的法线方程为 

       
1) () (

0

00

0

00

0













 zz

yxf

yy

yxf

xx

yx ，，
. 

3. 方向导数 

(1) 定义：设函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( yxP ， 的某一邻域内有定义，自点 P引射

线 l，当 P沿着 l趋于 P时，若极限


) () (
lim

0

yxfyyxxf ，， 


存在，则称该

极限为函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( yxP ， 沿方向 l的方向导数，其中 22 )()( yx  . 

记为
P
l

f




，即

P
l

f




.

) () (
lim

0 

yxfyyxxf ，， 



 

    类似地，可定义
P
l

f




.

)  ()  (
lim

0 

zyxfzzyyxxf ，，，， 



 

(2) 计算公式：设函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( yxP ， 处可微，则 

 coscos
y

f

x

f

l

f














 

其中    ， 分别为方向 l与 x轴正向、 y轴正向的夹角. 

类似地，有      

 coscoscos
z

f

y

f

x

f

l

f



















. 

其中    ，， 分别为方向 l与 x轴正向、 y轴正向、 z轴正向的夹角. 

4. 梯度 

向量 )},(),,({ 0000 yxfyxf yx
 称为函数 ) ( yxf ， 在点 ) ( 00 yx， 处的梯度，记为

) (grad 00 yxf ， ，即 ) (grad 00 yxf ， )},(),,({ 0000 yxfyxf yx
 . 

类似地，有 )  (grad 000 zyxf ，， )}  ( ) ,(), ,({ 000000000 zyxfzyxfzyxf zyx ，，，，，  . 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 曲线 tztytx 3cos 2sin cos  ，， 在
4


t 处的切线方程为_________. 

2. 曲面 22 yxz  在点 )32 1( ，， 处的切平面方程为________. 

3. 函数 yxyxf 2e ) ( ， 在点 )0 1( ， 处沿方向 }4 3{ ，l 的方向导数 




l

f
______. 

4. 函数
2

 ) (
22 yx

yxf


， 在点 )1 1( ， 处的梯度 _______grad f . 

二、解答题 

1. 求曲线










3

22

xz

xy
在点 )1 2 1( ，， 处的切线与法平面方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求曲线








     2

4
22

222

xyx

zyx
在点 )2 1 1( ，， 处的切线与法平面方程. 
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3. 在曲线 32   tztytx  ，， 上求一点，使得曲线在该点处的切线平行于平面

42  zyx . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求曲面 3e  zxyz 在点 )0 1 2( ，， 处的切平面与法线方程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 在曲面
2

2
2 y
xz  求一点，使得曲面在该点处的切平面平行于平面

022  zyx ，并求切平面方程. 
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6. 设直线








03

     0
  

zayx

byx
l： 在平面 上，而平面 与曲面 22 yxz  相切

于点 5) 2 1( ，， ，求 ba  ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求曲面 163 222  zyx 上点 )3 2 1( ，， 处的切平面与 xOy面的夹角. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 求函数 )ln( 22 zyxu  在点 )1 0 1( ，，A 处沿 A指向点 )3 2 2( ，，B 的方向

导数. 
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9. 求函数 xyzzxyu  32 在点 )1 1 1( ，，P 处沿曲面 42 222  zyx 在点 P

处外法向量方向的方向导数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 求函数 zxyu 2 在点 )2 1 1( ，，P 处的梯度. 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

证明曲面 )0,,,(  azyxazyx 上任一点的切平面在坐标轴上截

距之和为常数. 
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8.5  多元函数极值 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 二元函数极值 

(1) 极大值：设函数 ),( yxf 点 ),( 000 yxP 的某个邻域 )( 0PU 内有定义，若对任

意 )(),( 0PUyx
o

 内，有 

),(),( 00 yxfyxf  ， 

则称 ),( 00 yxf 为函数 ),( yxf 的极大值， ),( 00 yx 称为函数 ),( yxf 的极大值点.  

(2) 极小值：设函数 ),( yxf 点 ),( 000 yxP 的某个邻域 )( 0PU 内有定义，若对任

意 )(),( 0PUyx
o

 内，有 

),(),( 00 yxfyxf  ， 

则称 ),( 00 yxf 为函数 ),( yxf 的极小值， ),( 00 yx 称为函数 ),( yxf 的极小值点. 

函数的极大值与极小值统称为函数的极值. 

2. 取极值的必要条件 

设函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 00 yx， 处可微分，且在点 ) ( 00 yx， 处取极值，则 

0),(  0),( 0000  yxfyxf yx ，  

 

3. 驻点 

方程组








0),(

0),(

yxf

yxf

y

x
的解称为函数 ) ( yxfz ， 的驻点. 

注：对具有偏导函数 ),( yxf ，极值点一定为驻点. 反过来不成立，即驻点不

一定为极值点. 

4. 取极值的充分条件 

设函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 00 yx， 的某个邻域内连续且具有一阶和二阶连续偏
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导数，又 0),(  0),( 0000  yxfyxf yx ， ．令 

),( ),( ),( 000000 yxfCyxfByxfA yyxyxx
 ，， ， 

则  (1) 当 02  ACB 时，函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 00 yx， 处取极值，且

0A 时 ) ( 00 yxf ， 为极大值， 0A 时 ) ( 00 yxf ， 为极小值； 

   (2) 当 02  ACB 时，函数 ) ( yxfz ， 在点 ),( 00 yx 处不取极值； 

   (3) 当 02  ACB ，函数 ) ( yxfz ， 在点 ) ( 00 yx， 处可能取极值，也可能

不取极值，需另作讨论. 

5. 求具有二阶连续偏导数的函数 (  )f x y， 极值的步骤 

(1) 求  ) ( 、，yxf x ) ( yxf y ， ， 

(2) 解方程组







0) (

0) (

yxf

yxf

y

x

，
，

得驻点； 

(3) 求 ) ( ) ( ) ( yxfyxfyxf yyxyxx ，，，，，  ； 

(4) 在每个驻点上判断 2B AC   的符号，确定极值点，并确定是极大值点

还是极小值点； 

(5) 求 ( , )f x y 在每个极值点的函数值得 ( , )f x y 的极值.. 

6. 求连续函数 (  )f x y， 在有界闭区域D上最值的步骤 

(1) 求函数 ) ( yxf ， 在D内的所有驻点处的函数值； 

(2) 求函数 ) ( yxf ， 在D的边界上的最大值和最小值； 

注：转化为求一元函数在闭区间上的最大值与最小值或条件极值. 

(3) 将上述值进行比较，其中最大的就是最大值，最小的就是最小值． 

特别地，在通常遇到的实际问题中，根据问题的性质，知道函数 ) ( yxf ， 的最

大值(最小值)一定在区域D的内部取得，而函数 ) ( yxf ， 在D内只有一个驻点，那

么可以肯定该驻点处的函数值就是函数 ) ( yxf ， 在D上的最大值(最小值). 

7. 条件极值（拉格朗日乘数法）  

(1) 求函数 ) ( yxfz ， 在条件 0) ( yx， 下的条件极值方法： 

① 构造函数 ) () () ( yxyxfyxF ，，，  ； 

② 求 (  ) (  ), (  ) (  )x x x y y yF f x y x y F f x y x y         ， ， ， ， ； 

③ 解方程组














0) (

0) () (

0) () (

yx

yxyxf

yxyxf

yy

xx

，

，，

，，







得可能极值点； 

④ 确定条件极值(类似于确定最值). 

(2) 求函数 (   )u f x y z ，， 在条件 (   ) 0   (   ) 0x y z x y z  ，， ， ，， 下的条件极值方

法： 

① 构造函数 (   ) (   ) (   ) (   )F x y z f x y z x y z x y z   ，， ，， ，， ，， ； 

② 求 (   ) (   ) (   ),x x x xF f x y z x y z x y z      ，， ，， ，，   
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(   ) (   ) (   ),y y y yF f x y z x y z x y z      ，， ，， ，，  

(   ) (   ) (   )z z z zF f x y z x y z x y z      ，， ，， ，，； 

③ 解方程组

(  , ) (  , ) (  , ) 0

(  , ) (  , ) (  , ) 0

(  , ) (  , ) (  , ) 0

(  , ) 0

(  , ) 0

x x x

y y y

z z z

f x y z x y z x y z

f x y z x y z x y z

f x y z x y z x y z

x y z

x y z

 

 

 





    
     


    
 




， ， ，

， ， ，

， ， ，

，

，

得可能极值点； 

④ 确定条件极值(类似于确定最值). 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 函数 22)(4) ( yxyxyxf ， 的极大值为_______.  

2. 函数 xyxyxyxf 3) ( 22 ， 的极小值为_______. 

3. 函数 xyz  在条件 1 yx 下的极大值为________.. 

二、解答题 

1. 求函数 43) ( 33  xyyxyxf ， 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求函数 2233 33) ( yxyxyxf ， 的极值. 
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3. 求函数 yyyxyxf ln)2() ( 22 ， 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 设函数 ) ( yxzz ， 由方程 0182106 222  zyzyxyx 确定，求函数

) ( yxzz ， 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 求二元函数 )4() ( 2 yxyxyxf ， 在直线 6 yx ，x轴和 y轴所围成的

区域D上的最大值和最小值. 
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6. 在曲面 22 yxz  上求一点，使它到点 )33 2 1( ，， 的距离最短，并求最

短距离. 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求函数 2 2 2u x y z   在条件 2 2z x y  和 4x y z   下的最大值与最小

值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 求函数 2222 2) ( yxyxyxf ， 在区域 }0,4),{( 22  yyxyxD 上

的最大值和最小值. 
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第 9 章 重积分 

 

9.1  二重积分的概念与计算 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 二重积分 


D

yxf d) ( ， ii

n

i

if 


 



),(lim

1
0

. 

特别，在直角坐标系下，有 yxyxfyxf

DD

dd) (d) (   ，，  . 

2. 可积的条件 

(1) 设函数 ) ( yxf ， 在闭区域D上的二重积分存在，则 ) ( yxf ， 在D上有界. 

(2) 设函数 ) ( yxf ， 在闭区域D上连续，则 ) ( yxf ， 在D上可积. 

3. 几何意义 


D

yxf d) ( ， 表示以连续曲面 0) (  yxfz ， 为顶，以 xOy平面上的区域D为

底的曲顶柱体体积. 

4. 二重积分的基本性质 

(1)  

D

yxgyxf ]d) () ([ ，，  

DD

yxgyxf  d) (d) ( ，， . 

(2)  

D

yxkf d) ( ， 
D

yxfk d) ( ， . 

(3) 设D由 1D 与 2D 构成，则  

21

d) (d) (d) (

DDD

yxfyxfyxf  ，，， . 

性质 3 称为二重积分的可加性. 

(4)  
D

d ，其中 为区域D的面积. 

(5) 设在D上有 ) () ( yxgyxf ，，  ，则  

DD

yxgyxf  d) (d) ( ，， . 

(6) 设 mM、 分别是 ) ( yxf ， 在闭区域D上的最大值和最小值，则 

 Myxfm

D

  d) ( ， ，其中 为区域D的面积. 
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(7) 设函数 ) ( yxf ， 在闭区域D上连续，则在D上至少存在一点 )  ( ， ，使 

 

D

fyxf ) (d) ( ，， ，其中 为区域D的面积.. 

5. 二重积分的对称性质 

(1) 设积分区域D关于 y轴对称，且 1D 为右半区域，则 

① 当 ),(),( yxfyxf  时，有 0d),( 
D

yxf  ； 

② 当 ),(),( yxfyxf  时，有  

1

d),(d),(

DD

yxfyxf  . 

(2) 设积分区域D关于 x轴对称，且 1D 为上半区域，则 

① 当 ),(),( yxfyxf  时，有 0d),( 
D

yxf  ； 

② 当 ),(),( yxfyxf  时，有  

1

d),(d),(

DD

yxfyxf  . 

(2)设积分区域D关于直线 xy  对称，则 

 

DD

xyfyxf  d),(d),( . 

6. 利用直角坐标计算二重积分 

(1) 设区域 })()() {( 21 bxaxyxyxD  ，，  ( X 型区域)，则 

 d) (

D

yxf ， yyxfx
x

x

b

a
d) (d

)( 

)( 

 

 

2

1




， . 

(2) 设区域 })()() {( 21 dycyxyyxD  ，，  (Y 型区域)，则 

 d) (

D

yxf ， xyxfy
y

y

d

c
d) (d

)( 

)( 

 

 

2

1




， . 

注：(1)先画区域D的图形，再选择积分次序. 

    (2)上述二次积分的积分次序从右到左. 

(3)若区域D既不是 X 型区域也不是Y 型区域，则把区域D分成 X 型区域或

Y 型区域，利用二重积分的可加性求. 

7. 利用直角坐标计算二重积分的步骤 

(1) 根据积分区域D的图形化为二次积分. 

(2) 计算右边定积分(第一个定积分). 

说明：可以只写结果，不写过程. 

(3) 计算左边定积分(第二个定积分)的原函数. 

(4) 计算原函数在上限与下限的函数值的差. 
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    8. 利用极坐标计算二重积分 

(1) 变换公式：  d d )sin cos(dd) ( rrrrfyxyxf

DD

  ，， . 

(2) 积分方法：一般化为先对 r，再对 的二次积分. 特别，有 

① 当极点在区域D的外部时，即  }  )()(() {( 21 ，，，   rrD 则 

rrrrfyxf

D

d )sin cos(dd ) (
)( 

)( 

 

 

2

1
 








 ，， . 

② 当极点在区域D的边界上时，即 }  )(0 ) {(   ，， rrD ，则 

rrrrfyxf

D

d )sin cos(dd ) (
)( 

0 

 

  



 ，， . 

③ 当极点在区域D的内部时，即 }20  )(0) {(   ，， rrD ，则 

rrrrfyxf

D

d )sin cos(dd ) (
)( 

0 

2 

0  


 ，， . 

注：当被积函数 )() ( 22 yxgyxf ， 或 )() (
x

y
gyxf ， 且D为圆域时采用极

坐标计算二重积分. 

9. 利用极坐标计算二重积分的步骤 

(1) 化为先对 r再对 的二次积分. 

(2) 计算关于 r的定积分(第一个定积分). 

说明：可以只写结果，不写过程. 

(3) 计算关于 定积分的原函数(第二个定积分). 

(4) 计算原函数在上限与下限的函数值的差. 
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练习题 

 

 

一、 填空题 

1. 设D是由坐标轴与直线 2 yx 围成的区域，则 _______d)23(  
D

yx . 

2. 设函数 ) ( yxf ， 连续，交换积分次序 ___________d) (d
ln 

0 

e 

1 


y

xyxfy ， . 

3. 二次积分     d d
 

0 

1 

0 
　　　　 yyx

x

. 

4. 设 }94) {( 22  yxyxD ， ，则 _______d 
D

 . 

5. 设 }0 1) {( 22  yyxyxD ，， ，则 ________d)( 22  
D

yx . 

二、解答题 

1. 求二重积分 d
2


D
y

x
，其中 }21  ,2 ) {(  yxyyxD ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求二重积分  

D

yxyx dd)( ，其中D是由直线 1 2   yxyxy ，， 围成的区

域. 
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3. 求二重积分 yxx

D

y dde
22


 ，其中D是由直线 1  yxy ， 及 y轴围成的区域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求二重积分 yx
x

x

D

dd
sin

 ，其中D是由直线 2 
2

  x
x

yxy ，， 围成的区域.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 求二重积分  

D

yx d)( 22 ，其中D是由直线 ayaxyxy    ，， 及

)0(3  aay 围成的区域.  



 60 

6. 求二重积分 
D

xy d ，其中 }1 ) {(  yxyxD ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 交换积分次序  xyxfy
y

d) (d 
 

2

1
 

2

1
 

4

1
 

， xyxfy
y

y
d) (d 

 

 

1 

2

1
  ，  

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 求二次积分 xxy
y

y
dd 

arcsin 

arcsin 

1 

0 


. 
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9. 设函数 )(xf 在 ]1 0[ ， 上连续，且 Axxf 
1 

0 
d)( ，求 yyfxfx

x
d)()(d 

1 

 

1 

0  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 求二重积分 


D

yx de
22

，其中 } ) {( 222 ayxyxD  ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. 求二重积分  

D

yxyx dd22 ，其中 }2 0 ) {( 22 xyxxyyxD  ，， . 
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12. 求二重积分  

D

yx d|4| 22 ，其中 }9) {( 22  yxyxD ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. 求二重积分 d
22

2

 
D

yx

x
，其中 }1 ) {( 22  yxyxD ， . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. 求二重积分 yxxy

D

x dde ，其中D以曲线
x

yxy
1

   ， 及 y轴为边界的

无界区域. 
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15. 求二重积分 
D

xy d ，其中区域D由曲线 )0( cos1  r 与极轴围

成. 

 

 

 

 

 

 

 

16. 求二重积分 2 2sin 1 cos2 d d
D

r r r   ， 

其中 {( , ) 0 sec ,0 }
4

D r r


       . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

证明：  
1 

0 

 

0 

1 

0 
d)()e(e d)(ed 

2

xxfxxfy x
y

y
. 
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9.2  三重积分的概念与计算

主要知识与方法 

1. 三重积分




vzyxf d)  ( ，， iii

n

i

i vf  



)  (lim

1
0




，， . 

注：(1) 三重积分具有与二重积分类似的基本性质. 

    (2) 


vd 表示区域的体积. 

(3) 在直角坐标下，有 


vzyxf d)  ( ，， zyxzyxf ddd), (


， . 

2. 利用直角坐标计算三重积分

(1) 设 }) ( ) () (|)  {( 21 xyDyxyxzzyxzzyx  ，，，，，， ，其中 xyD 为区域

在坐标面 xOy上的投影区域，则 




vzyxf d)  ( ，， zzyxfyx
yxz

yxz
Dxy

d), (dd
),( 

),( 

2

1
 ， . 

进一步，若 })()() {( 21 bxaxyxyxDxy  ，，  ，则 




vzyxf d)  ( ，， zzyxfyx
yxz

yxz

x

x

b

a
d), (dd

),( 

),( 

)( 

)(

 

 

2

1

2

1
 ，




. 

注：① 上述三次积分的积分次序从右到左. 

② 类似可将三重积分化为其它形式的三次积分.

(2) 设 }  ) (|)  {( 21 czcDyxzyx z  ，，，， ，则 




vzyxf d)  ( ，， yxzyxfz

zD

c

c
dd)  (d

2

1

 

  ，， . 

上述方法称为截面法. 

注：当 )()( zgzyxf ，， 或 )()  ( 22 yxgzyxf ，， 且 zD 为圆域时可采用截面

法计算三重积分. 

3. 利用直角坐标计算三重积分的步骤

(1) 一般化为先对 z再对 y最后对 x的三次积分.

(2) 计算关于 z的定积分(第一个定积分).

说明：可以只写结果，不写过程.

(3) 计算关于 y的定积分(第二个定积分).

说明：可以只写结果，不写过程.
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(4) 计算关于 x定积分(第三个定积分)的原函数. 

(5) 计算原函数在上限与下限的函数值的差. 

 

4. 利用柱面坐标计算三重积分 

(1) 变换公式： 


vzyxf d)  ( ，，  d d ) sin cos(
*

rrzrrf


 ，， . 

(2) 计算方法：一般化为先对 z，再对 r，最后对 的三次积分. 

注：当被积函数或围成边界曲面方程中含 22 yx  或 222 zyx  时采用柱

面坐标计算其三重积分，特别由圆柱面 222 Ryx  及平面 bzaz   ， 围成时可

采用柱面坐标计算三重积分. 

5. 利用柱面坐标计算三重积分的步骤 

(1) 一般化为先对 z再对 r最后对 的三次积分. 

(2) 计算关于 z的定积分(第一个定积分). 

说明：可以只写结果，不写过程. 

(3) 计算关于 r的定积分(第二个定积分). 

说明：可以只写结果，不写过程. 

(4) 计算关于 定积分(第三个定积分)的原函数. 

(5) 计算原函数在上限与下限的函数值的差. 

6. 利用球面坐标计算三重积分  

(1) 变换公式： 




vzyxf d)  ( ，，  dd dsin )cos sinsincossin( 2

*




 ，，f . 

(2) 计算方法：一般化为先对  . 再对 . 最后对 的三次积分. 

注：当被积函数或围成边界曲面方程中含 222 zyx  或 22 yx  时采用球

面坐标计算其三重积分，特别由球面 2222 Rzyx  围成时可采用球面坐标

计算三重积分. 

7. 利用球面坐标计算三重积分的步骤 

(1 )一般化为先对  再对 最后对 的三次积分. 

(2) 计算关于  的定积分(第一个定积分). 

说明：可以只写结果，不写过程. 

(3) 计算关于 的定积分(第二个定积分). 

说明：可以只写结果，不写过程. 

(4) 计算关于 定积分(第三个定积分)的原函数. 

(5) 计算原函数在上限与下限的函数值的差. 
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练习题 

 

 
一、 填空题. 

1. 三次积分     d d d
 

0 

 

0 

1 

0 
　　　　 zyx

yx

. 

2. 设是由曲面 zyx 2 22  及平面 2z 围成的区域，则 _____d 


vz . 

3. 设 }2 0 1)  {( 22
 zyxzyx ，，， ，则 _____d22 



vyx . 

4. 设 }1)  {( 222
 zyxzyx ，， ，则 _______)d( 222 



vzyx . 

二、解答题 

1. 求三重积分 



v

zyx
d

)1(

1
3

，其中是由平面 1 zyx 与三个坐标

面围成的区域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求三重积分 


 vxy d1 2 ，其中  是由曲面 221 zxy  ，

122  zx 及平面 1y 围成的区域. 
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3. 求三重积分 


vz d2 ，其中是由椭球面 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
围成. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求三重积分 


 vyx )d( 22 ，其中是由锥面 222 zyx  及平面 az  围

成的区域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

. 

5. 求 三 重 积 分 


zrr d dd cos  ， 其 中

}10 21 
2

0)  {(  zrzr ，，，，


 . 
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6. 求三重积分 


vzd ，其中  是由球面 4 222  zyx 及旋转抛物面

zyx 322  围成的区域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求三重积分 


 vzy d)( ，其中是由锥面 22 yxz  与平面 1z 围成

的区域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 求三重积分 


 vyx d22 ，其中是由曲面 zyx 2 22  及平面 2z 围

成的区域. 
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9. 求三重积分 


 vyxz d22 ，其中 }1 0 1)  {( 22  zyxzyx ，，， . 

10. 求三重积分 
 

v
zyx

d
1

222
，其中是由球面 zzyx 2222  围成

的区域. 

11. 求三重积分 


 vzyxz d222 ，其中

})(3  1)  {( 22222 yxzzyxzyx  ，，， . 
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12. 求由曲面 22 2yxz  与 2226 yxz  围成的立体体积. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. 求三重积分 


 vzyx d)( 222 ，其中是由曲线








   0

22

x

zy 绕 z轴旋转

一周而形成的曲面与平面 4z 围成的区域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

设 )(xf 是连续函数，且 2)0( 0)0(  ff ， ，证明： 

2)d(
1

lim
2222

222

40





tzyx
t

vzyxf
t
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9.3  重积分应用 

主要知识与方法 

1. 曲面面积

设曲面的方程为 )( yxfz ， ，且曲面在 xOy面上投影区域为 xyD ，则曲面

的面积为

 

xyD

yx yxzzS dd1 22
. 

类似地，(1) 设曲面的方程为 )( zygx ， ，且曲面在 yOz面上投影区域为

yzD ，则曲面的面积为

 

yzD

zy zyxxS dd1 22
. 

(2) 设曲面的方程为 )( xzhy ， ，且曲面在 zOx面上投影区域为 zxD ，则

曲面的面积为 

 

zxD

xz xzyyS dd1 22
. 

2. 质量

设平面薄片占有平面区域D，密度函数为 )( yx， ，则该平面薄片的质量为



D

yxyxM dd) ( ， . 

类似地，设物体占有空间区域，密度函数为 )( zyx ，， ，则该物体的质量为 




 vzyxM )d  ( ，， . 

3. 质心坐标

设平面薄片占有平面区域D，密度函数为 )( yx， ，则该平面薄片的质心坐标

为 






D

D

yx

yxx

x




d) (

d) (

，

，

，






D

D

yx

yxy

y




d) (

d) (

，

，

. 

类似地，设物体占有空间区域，密度函数为 )( zyx ，， ，则该物体的质心为
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






vzyx

vzyxx

x
d)  (

)d  (

，，

，，





，








vzyx

vzyxy

y
d)  (

)d  (

，，

，，





，








vzyx

vzyxz

z
d)  (

)d  (

，，

，，





. 

说明：当物体为均匀时，质心称为形心. 这时形心坐标为 




 vx
V

x d
1

， 


 vy
V

y d
1

， 


 vz
V

z d
1

. 

其中V 为物体的体积. 

4. 转动惯量 

设平面薄片占有平面区域D，密度函数为 )( yx， ，则该平面薄片对于 x轴. y

轴及原点的转动惯量分别为 



D

x yxyI  d) (2 ， ， 

D

y yxxI  d) (2 ， ，  

D

O yxyxI  d) ()( 22 ， . 

类似地，设物体占有空间区域，密度函数为 )( zyx ，， ，则该物体对于 x轴. 

xOy平面及原点的转动惯量分别为 




 vzyxzyI x )d  ()( 22 ，， ， 


 vzyxzI xOy )d  (2 ，， ， 




 vzyxzyxIO )d  ()( 222 ，， . 

类似可得物体对于其它坐标轴及坐标平面的转动惯量. 
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练习题 

1. 求锥面 22 yxz  被柱面 xz 22  所割下部分的曲面面积.

2. 求曲面 yzx  被柱面 122  zy 所割下部分的曲面面积. 

3. 设球体 zzyx 2222  上各点的密度等于该点到坐标原点的距离平方，求

该球体的质量. 
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4. 设均匀物体占有空间区域 }1)  {( 22  zyxzyx ，， ，求其形心.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 设有一等腰直角三角形薄片，腰长为 4，各点处的面密度等于该点到直角

顶点的距离平方，求该薄片的质心. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 求高为 h，半顶角为
4


的均匀正圆锥体绕其对称轴旋转的转动惯量. 
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第 10 章   曲线积分与曲面积分 

10.1 曲线积分的概念与计算

主要知识与方法 

1. 第一类曲线积分







n

i

iii
C

sfsyxf
1

0
) (limd) ( 


，， . 

类似地，有 i

n

i

iii
L

sfszyxf  



1

0
)  (limd)  ( 


，，，， . 

注：第一类曲线积分也称为对弧长的曲线积分. 

2. 第一类曲线积分的性质

(1)  
CCC

syxgsyxfsyxgyxf d) (d) (d)] () ([ ，，，， . 

(2)  
CC

syxfksyxkf d) (d) ( ，， . 

(3) 设 21 CCC  ，则  
21

d) (d) (d (
CCC

syxfsyxfsyxf ，，， . 

(4) 设在曲线C 上 )()( yxgyxf ，，  ，则  
CC

syxgsyxf d) (d) ( ，， . 

(5) (  )d (  )d
C C
f x y s f x y s


 ， ， ，其中曲线 C 是C 的反向曲线弧. 

3. 计算方法

(1) 设平面曲线C的方程为








)(

)(

ty

tx




)(   t ，则 

tttttfsyxf
C

d)()()]( )([d (
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 



 ，， . 

(2) 设平面曲线C的方程为 )(xy  )( bxa  ，则

xxxxfsyxf
b

aC
d)(1)]( [d) (

 

 

2

  ，，

(3) 设平面曲线C的方程为 )(yx  )( dyc  ，则

yyyyfsyxf
d

cC
d)(1] )([d) (

 

 

2

   ，， . 
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(4) 设空间曲线 L的参数方程为













)(

)(

)(

tz

ty

tx







)(   t ，则 

tttttttfszyxf
L

d)()()()]( )( )([d)  (
 

 

222

 



 ，，，， . 

注：以上方法是把第一类曲线积分化为定积分，且定积分的下限小于上限. 

4. 第二类曲线积分







n

i

iii
C

xPxyxP
1

0
) (limd) ( 


，， . 







n

i

iii
C

yQyyxQ
1

0
) (limd) ( 


，， . 

类似地，有 i

n

i

iii
L

xPxzyxP  



1

0
)  (limd)  ( 


，，，， . 

i

n

i

iii
L

yQyzyxQ  



1

0
)  (limd)  ( 


，，，， . 

i

n

i

iii
L

zRzzyxR  



1

0
)  (limd)  ( 


，，，， . 

注：(1) 第二类曲线积分也称为对坐标的曲线积分. 

(2)  
CCCC

ryxFyQxPyQxP d (dddd ），

其中 }d d{d  )}()({)( yxryxQyxPyxF ，，，，，，  . 

类似地，有 zRyQxPzRyQxP
LLLL

dddddd    
L

rzyxF d  ( ），，

其中 }d d d{d  }()()({)( zyxrzyxRzyxQzyxPzyxF ，，，，，，，，，，，，，  . 

(3) 变力 kzyxRjzyxQizyxPzyxF


)  ()  ()  ()  ( ，，，，，，，，  沿曲线 L移动所

做的功为 

zRyQxPW
L

ddd   . 

5. 第二类曲线积分的性质

(1)  
CCC

ryxGryxFryxGyxF d) (d) (d)] () ([ ，，，， . 

(2)  
CC

ryxFkryxFk d) (d) ( ，， . 

(3) 设 21 CCC  ，则  
21

d) (d) (d) (
CCC

ryxFryxFryxF ，，， . 

(4)  
 CC

ryxFryxF d) (d) ( ，， ，其中曲线 C 是C 的反向曲线弧.

6. 计算方法

(1) 设平面曲线C的方程为








)(

)(

ty

tx




，且 对应曲线的起点.  对应曲线的终
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点，则 

C yQxP dd ttttQtttP d)}()]( )([)()]( )([{
 

  



 ，， . 

(2) 设平面曲线C的方程为 )(xy  ，且 a对应曲线的起点. b对应曲线的终

点，则 

C yQxP dd xxxxQxxP
b

a
d)}()]( [)]( [{

 

    ，， . 

(3) 设平面曲线C的方程为 )(yx  ，且 c对应曲线的起点. d 对应曲线的终

点，则 

C yQxP dd yyyQyyyP
d

c
}d] )([)(] )([{

 

   ，，  . 

(4) 设空间曲线 L的参数方程为













)(

)(

)(

tz

ty

tx







，且 对应曲线的起点.  对应曲线

的终点，则 

tttttR

ttttQttttPzRyQxP
L

d)}()]( )( )([        

)()]( )( )([)()]( )( )([{ddd










 
，，　　　　　　　

，，，，

. 

注：以上方法是把第二类曲线积分化为定积分，且定积分的下限对应曲线的起

点，上限对应曲线的终点. 

7. 两类曲线积分的关系 

(1) 设平面曲线C 在点 ) ( yx， 处的切向量的方向角为   ， ，则 

C yQxP dd  
C

sQP d)coscos(  . 

(2) 设空间曲线 L在点 )  ( zyx ，， 处的切向量的方向角为    ，， ，则 

 L zRyQxP ddd  
L

sRQP d)coscoscos(  . 

8. 质心坐标 

(1) 平面曲线弧的质心坐标 






C

C

syx

syxx
x

d) (

d) (

，

，




，






C

C

syx

syxy
y

d) (

d) (

，

，




. 

(2) 空间曲线弧的质心坐标 






L

L

szyx

szyxx
x

d), (

d)  (

，

，，




，






L

L

szyx

szyxy
y

d), (

d)  (

，

，，




，






L

L

szyx

szyxz
z

d), (

d)  (

，

，，




. 

9. 转动惯量 

(1) 平面曲线弧对于 x轴. y轴及原点的转动惯量分别为 

 C
x syxyI d) (2 ， ，  C

y syxxI d) (2 ， ，  
C

O syxyxI d) ()( 22 ， . 

(2) 空间曲线弧对于 x轴. xOy平面及原点的转动惯量分别为 
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 
L

x szyxzyI d)  ()( 22 ，， ，  C
xOy szyxzI d)  (2 ，， ， 

 
L

O szyxzyxI d)  ()( 222 ，， . 

    类似可得空间曲线弧对于其它坐标轴及坐标平面的转动惯量. 
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练习题 

 

 

一、填空题 

1. 设C 是曲线 21 xy  上从点 )0 1( ， 到点 )1 0( ， 的弧段，则 _____d  sx
C

. 

2. 设 L是曲线 ttt ztytx e sine cose  ，， 上对应 0t 到 2t 的弧段，则 

________d
1

 
222


L s
zyx

. 

3. 设C是抛物线 2xy  上从点 )0 0( ，O 到点 )1 1(，A 的弧段，则          d2 C yx . 

4. 设 L是曲线 32   tztytx  ，， 上对应 0t 到 1t 的弧段，则 

________dd2d)( 222  zxyyzxzy
L

. 

二、解答题 

1. 求  
C

syx d)( 23 ，其中C 是连接点 )0 0( )0 2( ，，， OA 到 )3 0( ，B 的折线段. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求 szyx
L

d)(  ，其中 L是连接点 )1 2 1( ，，A . )3 4 2( ，，B 直线段. 
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3. 求 syx
C

d22

  ，其中C 是圆周 )0(22  aaxyx . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求 szy
L

d2 22

  ，其中 L是曲面 2222 azyx  与 xy  的交线. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 求 yyxxy
C

d)(d2 2  ，其中C 是抛物线 2xy  从点 )1 1(，A 到点 )4 2( ，B

的弧段. 
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6. 求 yyxyxxxyyx
C

d))(1(d))(3(  ，其中C 是从点 )0 1( ，A 沿

直线 1 xy 到点 )2 1(，B ，再沿直线 3 yx 到点 )0 3( ，D 的折线段. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求  
C

yxyyxxyx d)cos(d)sin( ，其中C 是从点 )0 0( ，O 到点 ) 1( ，A 的线段. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 求  
C

yyxxyx )d()d( 2222 ，其中C 是曲线 xy  11 上从对应于

0x 的点到 2x 的点. 



 28 

9. 求 zyxyzyxx
L

dd3d 223  ，其中 L是从点 )1 2 3( ，，A 到点 )0 0 0( ，，O 的线段. 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 一质点沿曲线 20 tztyxL  ，，： 从点 )0 0 0( ，，O 移动到点 )1 1 0( ，，A ，求

此过程力 }1  ,  ,1{ 4 yxF 


所做的功. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. 把第二类曲线积分  
C

yQxP dd 化为第一类曲线积分，其中C 是抛物线

2xy  上从点 )0 0( ，O 到点 )4 2( ，A 的弧段. 
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12. 设 L是曲线 2211  tztytx  ，， 从对应于 0t 的点到
2

2
t 的点

的弧段，将第二类曲线积分 zRyQxP
L

ddd  化为第一类曲线积分. 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. 求半径为 2，中心角为
3


的均匀圆弧 )1(  的质心. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. 设空间曲线的方程为 tztytx 3 sin2 cos2  ，， ，其中 20  t ，且线

密度为 222 zyx  ，求该曲线对于 x轴的转动惯量. 
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10.2   格林公式及其应用 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 格林公式 

设函数 ) () ( yxQyxP ，、， 在有界闭区域D上具有一阶连续偏导数，则 

 









L
D

yQxPyx
y

P

x

Q
ddd)d(  

其中 L是有界闭区域D的边界曲线，且取正向. 

注：① 利用格林公式可以把复杂的曲线积分化为较简单的曲线积分. 

② 利用格林公式可以把曲线积分转为二重积分，这时曲线 L必须为封闭能够

围成区域D，且为区域D的边界曲线的正向. 

2. 平面上第二类曲线积分与路径无关的条件 

(1) 设函数 ) () ( yxQyxP ，、， 在单连通区域D上具有一阶连续偏导数，则

 
C

yQxP dd 与路径无关 0dd  C
yQxP ，其中C 为D内任意封闭曲线. 

(2) 设函数 ) () ( yxQyxP ，、， 在单连通区域D上具有一阶连续偏导数，则 

 
C

yQxP dd 与路径无关在区域D内，有
y

P

x

Q









. 

注：① 当  
C

yQxP dd 与路径无关时，曲线积分可记为  
M

M
yQxP

 

 0

dd . 

② 当  
C

yQxP dd 与路径无关时，可采用平行坐标轴的折线段求其曲线积分，

即 

 
C

yQxP dd  
1

0

1

0

 

 
1

 

 
0 d) (d) (

y

y

x

x
yyxQxyxP ，， . 

或           
C

yQxP dd  
1

0

1

0

 

 
1

 

 
0 d) (d) (

x

x

y

y
xyxPyyxQ ，， . 

3. 二元函数全微分求积 

(1) 二元函数 ) ( yxu ， 存在的条件： yQxP dd  在区域D内是一个二元函数 

) ( yxu ， 的全微分（即 uyQxP ddd  ）的充分必要条件是 

y

P

x

Q









 

在D内恒成立. 

(2) 二元函数 ) ( yxu ， 的求法： 

①  
y

y

x

x
yyxQxyxPyxu

 

 

 

 
0

00

d),(d),(),( . 
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②  
x

x

y

y
xyxPyyxQyxu

 

 

 

 
0

00

d),(d),(),( . 

其中点 ) ( 00 yx， 是区域D内一点. 

4. 平面上第二类曲线积分计算时注意的问题 

(1) 当
y

P

x

Q









时，可选取简单的平行于 x轴或 y轴的折线段代替原积分曲线，

直接化为定积分计算，但要注意折线方向. 

(2) 当
Q P

x y

 


 
时，可考虑用格林公式，但要注意积分曲线方向. 

说明：① 当曲线积分的积分路线封闭时，可考虑利用格林公式将其化为二重

积分求其曲线积分. 

② 当曲线积分的积分路线不封闭时，可添加一些平行于 x轴或 y轴的直线段，

使得积分路线封闭，再用格林公式将其化为二重积分进行计算，最后要注意减去添

加的线段上的曲线积分. 
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练习题 

 

 
一、填空题 

1. 设曲线C 是圆 122  yx ，取逆时针方向，则 _______dd C yxxy . 

2. 设曲线C 是正向椭圆 1
2

2

2

2


b

y

a

x
，则 ______d)4(d)23( C yyxxyx . 

3. 设曲线C 是圆 222 ayx  ，取逆时针方向，则 _____dd 22 C xyxyxy . 

4. 设曲线C 是圆 22 xxy  从点 )0 2( ，A 到点 0) (0，O 的一段弧，则 

_______d)5cose(d)sine( C
xx yyyxxy . 

二、解答题 

1. 求 y
y

x

y
x

x

y

xC
darctan

2
darctan

1
 ，其中C 是曲线 122  yx . 422  yx . 

xy  . xy 3 在第一象限围成区域D的正向边界曲线. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求  



C yx

yxxy

)(4

dd
22

，其中C 是圆 2)1( 22  yx ，取逆时针方向. 
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3. 求 yyxxx
C

yy d)2e(d)3e( 2

  ，其中C 是过点 )0 0( ，O . )1 0( ，A . )2 1(，B

的圆弧，从点O到点 B .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求  
C

xx yxyxyx d)3sine(d)cose( 2 ，其中C 是圆 22 yyx  从点

0) (0，O 到点 )2 0( ，A 的一段弧.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 求  
C

yyxxyx d)(d)( 222 ，其中C 是以 )1 1(，A . )5 3()2 3( ，、， DB 为顶

点的三角形正向边界曲线.  
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6. 求  
C

yyxxxyx d)(d)2( 422 ，其中C 是曲线 xy
2

sin


 从点 0) (0，O 到

点 )0 2( ，A 的一段弧. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求  
C

y xyyx d)
2

1
(d)e( sin ，其中C 为从点 )0 1(，A 沿 1 yx 到点从点

1) (0，B ，再沿 122  yx 到点 )0 1( ，D 的曲线段.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 求  
)2 ,1(

) 0,0(

42234 d)56(d)4( yyyxxxyx . 
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9. 求函数 ),( yxu ，使得 yyxxyxxyyxu d)sinsin2(d)coscos(2d 22  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 求  
C

xyyx dd)( ，其中C 是曲线  2sin 上从点 0 到点
2


  的弧

段. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. 求  
C

xx yaxyxyxby d)cose(d)](sine[ ，其中 ba  ，为常数，C 是圆

22 xaxy  上从点 )0 2( ，aA 到点 0) (0，O 的一段弧. 
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10.3  曲面积分的概念与计算 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 第一类曲面积分 

SfSzyxf
n

i

iii

S

 



1

0
)  (limd)  ( 


，，，， . 

注：① 第一类曲面积分也称为对面积的曲面积分. 

 ② 第一类曲面积分有类似于第一类曲线积分的性质. 

2. 计算方法 

(1) 设光滑曲面 S的方程为 ),( yxzz  ，其中 xyDyx ),( ，则 

yxzzyxzyxfSzyxf

xyD

yx

S

dd1)] (  [d)  ( 22

  ，，，，， . 

(2) 设光滑曲面 S的方程为 ),( xzyy  ，其中 zxDxz ),( ，则 

xzyyzxzyxfSzyxf

zxD

zx

S

dd1] ) ( [d)  ( 22

  ，，，，， . 

(3) 设光滑曲面 S的方程为 ),( zyxx  ，其中 yzDzy ) ( ， ，则 

zyxxzyzyxfSzyxf

yzD

zy

S

dd1]  ) ([d)  ( 22

  ，，，，， . 

其中积分区域是曲面 S在相应坐标平面上的投影区域. 

3. 第二类曲面积分 

yzi

n

i

iii

S

SPzyzyxP )()  (limdd)  (
1

0
 







，，，， . 

类似地，可定义 zxi

n

i

iii

S

SQxzzyxQ )()  (limdd)  (
1

0
 







，，，， . 

    xyi

n

i

iii

S

SRyxzyxR )()  (limdd)  (
1

0
 







，，，， . 

其中 )( iS 为有向光滑曲面 S在相应坐标平面上的投影区域代数面积.  

注：① 第二类曲面积分也称为对坐标的曲面积分. 

②  

S

yxRxzQzyP dddddd yxRxzQzyP

S

dddddd  . 

③ 第二类曲面积分有类似于第二类曲线积分的性质.  
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例如， yxRxzQzyPyxRxzQzyP

SS

dddddddddddd  


. 

(4) 流体以 kRjQiPv


 的速度单位时间内从曲面 S负侧流向正侧的

总流量为 

yxRxzQzyP

S

dddddd   . 

4. 计算方法 

(1) 设光滑曲面 S的方程为 ) ( yxzz ， ，其中 xyDyx ) ( ， ，若 S取上侧，则 

yxyxzyxRyxzyxR

xyDS

dd)] (  [dd)  (   ，，，，， . 

若 S取下侧，则 yxyxzyxRyxzyxR

xyDS

dd)] (  [dd)  (   ，，，，， . 

(2) 设光滑曲面 S的方程为 ) ( zyxx ， ，其中 yzDzy ) ( ， ，若 S取前侧，则 

zyzyzyxPzyzyxP

yzDS

dd]  ) ([dd)  (   ，，，，， . 

若 S取后侧，则 zyzyzyxPzyzyxP

yzDS

dd]  ) ([dd)  (   ，，，，， . 

(3) 设光滑曲面 S的方程为 ) ( xzzy ， ，其中 zxDxz ) ( ， ，若 S取右侧，则 

xzzxzyxQxzzyxQ

zxDS

dd] ) ( [dd)  (   ，，，，， . 

若 S取左侧，则 xzzxzyxQxzzyxQ

zxDS

dd] ) ( [dd)  (   ，，，，， . 

其中积分区域是曲面 S在相应坐标平面上的投影区域. 

5. 两类曲面积分的关系 

设光滑曲面 S在点 )  ( zyx ，， 处的法向量的方向角为  ,, ，则 

yxRxzQzyP

S

dddddd  SRQP

S

d)coscoscos(   . 
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练习题 

 

 
一、填空题 

1. 设 S是平面 1 zyx 与三个坐标面围成四面体的表面，则 ____d 
S

S . 

2. 设 S是平面 622  zyx 在第一卦限部分平面，则 _____d2 
S

Sx . 

3. 设 S是平面 1 zyx 在第一卦限部分平面的上侧，则 ___dd 
S

yxz . 

4. 设 S是平面 1 zyx 在第四卦限部分平面的左侧，则 ___dd 
S

xzy . 

二、解答题 

1. 求  

S

Szyx d)( ，其中 S是平面 5 zy 被曲面 2522  yx 所截得部分平

面. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求  

S

Szyx )d( 222 ，其中 S是平面 1 zyx 在第一卦限部分平面. 
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3. 设 S是椭球面 1
22

2
22

 z
yx

的上半部分，点 SzyxP )  ( ，， ， 为 S在

点 P的切平面， )  ( zyx ，， 为点 )0 0 0( ，，O 到平面的距离，求 
S

S
zyx

z
d

)  ( ，，
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求 
S

yxxyz dd ，其中 S是抛物面 22 yxz  被平面 10  xx 、 . 0y . 1y

所截得部分曲面的上侧.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 求 
S

zyx dd2 ，其中 S是球面 )0()( 2222  aazyax 的外侧.  
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6. 求  

S

yxzxzyzyx dddddd 222 ，其中 S是长方体

czbyax  0 0 0 ，， 表面的外侧.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求  

S

yxzxxzyzzyxy dddddd ，其中 S是 1 zyx 与三个坐标面围成四面

体表面的外侧.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 将第二类曲面积分 yxRxzQzyP

S

dddddd  化为第一类曲面积分，其中 S

是平面 63223  zyx 在第一卦限部分平面的外侧.  
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10.4  高斯公式与斯托克斯公式 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 高斯公式 

设 空 间 闭 区 域  是 由 分 片 光 滑 的 闭 曲 面 S 所 围 成 ， 函 数

)  ()  ()  ( zyxRzyxQzyxP ，，、，，、，， 在上有一阶连续偏导数，则 

yxRxzQzyPv
z

R

y

Q

x

P

S

ddddddd)( 

















. 

或             v
z

R

y

Q

x

P
d)(















SRQP

S

d)coscoscos(    

其中曲面 S是的整个边界曲面的外侧，且  ,, 是曲面 S在点 )  ( zyx ，， 处的法向

量的方向角. 

2. 斯托克斯公式 

设 L是空间分段光滑的闭曲线，曲面 S是以 L为边界的分片光滑的有向曲面，

且 L的正向与 S的侧符合右手原则，若函数 )  ()  ()  ( zyxRzyxQzyxP ，，、，，、，， 在 S

上有一阶连续偏导数，则 

d d d ( )d d ( )d d ( )d d
L

S

R Q P R Q P
P x Q y R z y z z x x y

y z z x x y

     
       

       . 

为方便起见，把上述公式记为 

d d d d d d

d d d
L

S

y z z x x y

P x Q y R z
x y z
P Q R

  
  

    . 
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练习题 

 

 

1. 求  

S

zyzyyxyx dd)(dd)( ，其中 S是由柱面 122  yx 及平面 0z . 

3z 围成的空间闭区域表面的外侧. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求 yxzxzyzyx

S

dddddd  ，其中 S是上半球面 )0 (2222  zazyx 的

外侧.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. 求 yxzxzyzyx

S

dddddd 233  ，其中 S是球面 2222 azyx  的内侧.  
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4. 求 zxyyxxy
L

d)(d)2(d)2(  ，其中 L是以点 )0 0 ( ，，aA . )0  0( ，，aB . 

) 0 0( aC ，， 为顶点的三角形沿 ABCA的方向的闭曲线.  

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 求 zzyxxy
L

dd3d2 2 ，其中 L是圆周








0

9222

z

zyx
，且从 z轴正向

看下去时取逆时针方向.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 求 




S zyx

yxzxzyzyx

2

3

222 )(

dddddd
，其中 S是曲面 422 222  zyx 的外侧. 
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第 11 章  无穷级数 

 

11.1  常数项级数的概念与判别 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 常数项级数收敛 

设级数


1n

nu 的前 n项和为 



n

i

in uS
1

，若 SSn
n




lim ，则称无穷级数


1n

nu 收

敛，且其和为 S . 即 




1n

nu 收敛 SSn
n




lim . 

    注：若 n
n

S


lim 不存在，则称无穷级数


1n

nu 发散. 

2. 收敛级数的基本性质 

(1) 当 0k 时，级数


1n

nu 与级数


1n

nku 具有相同的敛散性. 

(2) 设级数


1n

nu .


1n

nv 均收敛，则





1

)(
n

nn vu 收敛，且 















111

)(
n

n

n

n

n

nn vuvu . 

(3) 在级数


1n

nu 中删去.增加.改变有限项，不改变其敛散性. 但在收敛时，其

和一般会改变. 

(4) 收敛级数


1n

nu 加括号后(不改变各项顺序)所得到的新级数仍收敛，且其和

不变. 

3. 级数收敛的必要条件 

设级数


1n

nu 收敛，则 0lim 


n
n
u . 

注：① 反过来不成立，即由 0lim 


n
n
u 推不出级数



1n

nu 收敛. 
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② 若 0lim 


n
n
u ，则级数



1n

nu 发散. 

4. 两个重要级数的敛散性 

(1) 几何级数






1

1

n

naq ：当 1q 时，






1

1

n

naq 收敛且其和
q

a
S




1
；当 1q

时，






1

1

n

naq 发散. 

(2) p 级数


1

1

n
pn
：当 1p 时，



1

1

n
pn
收敛；当 1p 时，



1

1

n
pn
发散. 

5. 正项级数的审敛法 

(1) 收敛的充要条件：正项级数


1n

nu 收敛部分和数列 }{ nS 有界. 

(2) 比较审敛法：设


1n

nu .


1n

nv 为正项级数，且 nn vu  ) 3 2 1( ，，，n ，则 

① 若


1n

nv 收敛，则


1n

nu 也收敛； 

② 若


1n

nu 发散，则


1n

nv 也发散. 

注：上述结论反过来不成立，即若


1n

nu 收敛，则


1n

nv 未必收敛；若


1n

nv 发

散，则


1n

nu 未必发散. 

(3) 比较审敛法的极限形式：设


1n

nu .


1n

nv 为正项级数，且 l
v

u

n

n

n



lim ，则 

① 当  l0 时，级数


1n

nu 与


1n

nv 有相同的敛散性； 

② 当 0l 时，如果


1n

nv 收敛，则级数


1n

nu 收敛； 

③ 当 l 时，如果


1n

nv 发散，则


1n

nu 发散. 

说明：比较审敛法的参考级数一般为几何级数与 p 级数. 

(4) 比值审敛法：设


1n

nu 为正项级数，且 


n

n

n u

u 1lim ，则 

① 当 1 时，级数收敛； 

② 当 1 )( 或 时，级数发散； 

③ 当 1 时，级数可能收敛也可能发散. 
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(5) 根值审敛法：设


1n

nu 为正项级数，且 


n
n

n
ulim ，则 

① 当 1 时，级数收敛； 

② 当 1 )( 或 时，级数发散； 

③ 当 1 时，级数可能收敛也可能发散. 

6. 交错级数的审敛法 

若交错级数





1

1)1(
n

n
n u ( 0nu )满足： 

(1) 1 nn uu ) 2 1( ，，n ；(2) 0lim 


n
n
u . 

则交错级数





1

1)1(
n

n
n u 收敛，且其和 1uS  ，其余项 nr 的绝对值 1 nn ur . 

    注：级数






1

1)1(

n

n

n
，







1

)1(

n

n

n
收敛. 

7. 任意项级数的敛散性 

(1) 绝对收敛：若级数


1n

nu 收敛，则称


1n

nu 绝对收敛. 

(2) 条件收敛：若级数


1n

nu 收敛，但级数


1n

nu 发散，则称


1n

nu 为条件收敛. 

(3) 绝对收敛的性质： 

① 若级数


1n

nu 绝对收敛，则级数


1n

nu 收敛. 

② 任意交换绝对收敛级数的各项次序所得的新级数仍然绝对收敛，且其和不

变. 
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练习题 

 

 
一、填空题 

1. 当 p满足______时，级数





1
 1
 

1
 

n
pn

收敛. 

2. 级数







1
1

)1(

n

n

n

n
是________（填收敛或发散）. 

3. 级数





1

1
sin)1(

n

n

n
是_________（填绝对收敛或条件收敛）. 

4. 级数






1
2

)1(

n

n

n
是___________（填绝对收敛或条件收敛）. 

5. 级数 )
3

100

)1(

100
(

1
n

n nn








的和 ______S . 

二、解答题 

1. 设级数


1n

nu 的部分和
13

13





n

n

nS ，(1) nu求 ，(2)判别级数


1n

nu 的敛散性，

若收敛求其和. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 判别级数







1
13

)1(

n

n

n

n
的敛散性. 
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3. 判别级数


 1 )15)(45(

1

n nn
的敛散性，若收敛求其和. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 判别级数
1

1
( 0)

1 n
n

a
a








 的敛散性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 判别级数 )e 0(
!1






aa
na

n

n
n

n

， 的敛散性. 
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6. 判别级数





1

1 1
arcsin)1(

n

n

n
的敛散性，若收敛是绝对收敛还是条件收敛. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 判别级数





1

3
1

2
)1(

n
n

n n
的敛散性，若收敛是绝对收敛还是条件收敛. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. 判别级数







1
)34(51

)13(52

n
n

n




的敛散性. 
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9. 判别级数







1
1

)!1(

n
nn

n
的敛散性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 判别级数





1
)!1(

n
n

n
的敛散性，若其收敛求其和. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. 判别级数





1
2

)
1

(

3

n n

n

n

n
的敛散性. 
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12. 设级数 )0(
1






n

n

n uu 的部分和 nS ，记
n

n
S

v
1

 ，且


1n

nv 收敛，判别级数




1n

nu 的敛散性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. 判别级数


1

1
sin

n n
的敛散性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. 设正项数列 }{ na 单调减少，且级数





1

)1(
n

n
n a 发散，判别级数



 1

)
1

1
(

n

n

na

的敛散性. 
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15. 判别级数






1

222

)!2(

)!()!2()!1(

n n

n
的敛散性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

1. 设级数


1

2

n

na 收敛，证明级数


1n

n

n

a
收敛. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 设 ) 2 1)(
1

(
2

1
  2 11 ，，，   n

a
aaa

n

nn ，证明：(1) n
n

a


lim 存在；(2)级数

)1(
1 1




 n n

n

a

a
收敛. 
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11.2  幂级数及其展开 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 函数项级数的收敛域 

设函数列 )}({ xun 的定义域为 I ，取 Ix 0 ，若级数


1

0 )(
n

n xu 收敛，则称点 0x 为




1

)(
n

n xu 的收敛点，收敛点的全体称为


1

)(
n

n xu 的收敛域. 

若级数


1

0 )(
n

n xu 发散，则称点 0x 为


1

)(
n

n xu 的发散点，发散点的全体称为




1

)(
n

n xu 的发散域. 

2. 和函数 

设


1

)(
n

n xu 的收敛域为D，则对任意 x D ，存在唯一的数
1

( )n

n

u x




 与 x对应，

即在D上定义了一个函数，称之为函数项级数


1

)(
n

n xu 的和函数，记为 )(xS . 

显然，设 )(xSn 为


1

)(
n

n xu 前 n项和，则 )()(lim xSxSn
n




. 

3. 幂级数的敛散性（Abel 定理） 

(1) 若幂级数


0n

n
nxa 在点 0xx  )0( 0 x 处收敛，则当 0xx  时，幂级数




0n

n
nxa 绝对收敛； 

(2) 若幂级数


0n

n
nxa 在点 1xx  处发散，则当 1xx  ，幂级数



0n

n
nxa 发散. 

说明：由幂级数的敛散性可知，若幂级数


0n

n
nxa 不是仅在 0x 一点收敛，也

不是在整个数轴上收敛，则存在唯一正数 R，使得当 Rx  时，


0n

n
nxa 收敛，当

Rx  时，


0n

n
nxa 发散. 正数 R称为幂级数



0n

n
nxa 的收敛半径. 

4. 收敛半径的求法 
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给定幂级数


0n

n
nxa ，若 


n

n

n a

a 1lim 或 


n
n

n
alim ，则 




























  0

0  

0  
1

，

，

，

R . 

5. 收敛域（收敛区间）的求法 

区间 ) ( RR， 加上端点的收敛点. 

6. 幂级数和函数的性质 

设幂级数


0n

n
nxa 在 )  ( RR， 内的和函数为 )(xS ，则 

(1) )(xS 在 )  ( RR， 内连续，若幂级数


0n

n
nxa 在 Rx  (或 Rx  )收敛，则

)(xS 在点 Rx  处左连续(或在点 Rx  处右连续). 

(2) )(xS 在 )  ( RR， 内可导，且有逐项求导公式 

 














0 1

1

0

)()()(
n n

n
n

n
n

n

n
n xnaxaxaxS . 

注：逐项求导后所得的幂级数与原幂级数有相同的收敛半径 R，但收敛域可能

不同，即端点的敛散性可能不同. 

(3) )(xS 在 )  ( RR， 内可积，且有逐项积分公式 

    











 


x x

n

x

n

nnn
n

n

n
n x

n

a
ttattattS

 

0 

 

0 
0

 

0 
0

1

0 1
dd)(d)( . 

注：逐项积分后所得的幂级数与原幂级数有相同的收敛半径 R，但收敛域可能

不同，即端点的敛散性可能不同. 

说明：利用幂级数的逐项求导或逐项求积可求幂级数的和函数. 

8. 几个常见函数的幂级数展开式 

(1) 21 1
e 1

2! !

x nx x x
n

        

0 !

n

n

x

n





 ) (  x . 

(2) 
3 5 2 1

1sin ( 1)
3! 5! (2 1)!

n
nx x x

x x
n


      


  

2 1

0

( 1)
(2 1)!

n
n

n

x

n





 


 ) (  x . 

(3 ) 
2 4 2

cos 1 ( 1)
2! 4! (2 )!

n
nx x x

x
n

         
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2

0

( 1)
(2 )!

n
n

n

x

n





  ) (  x . 

(4) 21
1

1

nx x x
x
     


 

0

n

n

x




 )1 1(  x . 

(5) 2 31
1 ( 1)

1

n nx x x x
x
       


 

0

( 1)n n

n

x




  )1 1(  x . 

(6)   

n

xxxx
xx

n
n 1

432

)1(
432

)1ln(  











0

1

1
)1(

n

n
n

n

x
)1 1(  x . 

(7) 


 





 nx
n

n
xxx

!

)1()1(

!2

)1(
1)1( 2 

  









1
!

)1()1(
1

n

nx
n

n 
)1 1(  x . 

 

8. 函数展开成幂级数的间接展开法 

利用常见函数的展开式，通过幂级数的四则运算、.逐项求导、逐项求积、变

量代换、恒等变形等将所给函数展开成幂级数. 

    说明：利用幂级数的和函数或函数的幂级数展开式可以求常数项级数的和. 
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练习题 

 

 
一、填空题 

1. 幂级数





1
4

1

n

n
n
x

n
的收敛半径 R ______. 

2. 幂级数






1

)1(

n

n
n

x
n

的收敛区间__________. 

3. 函数 xxf 2sin)(  展开成 x的幂级数为______________. 

4. 函数
x

xf



2

1
)( 展开成 1x 的幂级数为____________. 

二、解答题 

1. 判别级数 












 32 )
27

4
(

5

1
)

27

4
(

3

1

27

4

x

x

x

x

x

x
在 10  xx 与 处的敛散性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 求幂级数


 1
2 2

1

n

n

n
x

n
的收敛半径与收敛域. 
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3. 求幂级数





1

)2(
3

n

n
n

x
n

的收敛区间. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 求幂级数 n

n
n
x

n

2

1 4

1



 
的收敛域. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 求级数 n

n x

x

n
)

1
(

1

1







的收敛域. 
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6. 求幂级数


1

1

n

nx
n

的和函数，并求级数
1

1

3nn n



 
 的和. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 求幂级数






1

1

n

nnx 的和函数，并求级数
1

1 2nn

n




 的和. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8.求 幂级数






1

1

2

)1(

n

nx
nn

的收敛域及和函数. 
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9. 将函数 xxf cotarc)(  展开成 x的幂级数.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. 将函数 )1ln()( xxf  展开成 )2( x 的幂级数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. 将
256

1
)(

xx
xf


 展开成 1x 的幂级数. 
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12. 利用幂级数展开式求









!15!11!7!3

1

!14!9!5
1

1284

1284





. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

13. 求幂级数
2

2

0

4 4 3

2 1

n

n

n n
x

n





 


 的收敛域及和函数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、证明题 

设幂级数





0

)1(
n

n
n xa 在 31 x 处发散，在 12 x 处收敛，指出该级数的收敛

半径，并证明之. 
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11.3   傅立叶级数及其展开 

 

 

主要知识与方法 

 

 

1. 傅立叶级数 

设 )(xf 是以 2 为周期的函数，且在 ] [ ， 上可积，则级数 







1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxa
a

 

称为 )(xf 的傅立叶级数. 记为 







1

0 )sincos(
2

)(
n

nn nxbnxa
a

xf ～ . 

其中 



xnxxfan dcos)(

1
) 2 1 0( ，，，n ， 




xnxxfbn dsin)(

1
) 2 1( ，，n 称为

傅立叶系数. 

2. 傅立叶级数收敛定理(狄利希莱(Dirichlet)收敛定理) 

设 )(xf 是以 2 为周期的函数，且 )(xf 在区间 ] [ ， 上满足如下狄利希莱条

件： 

(1) 连续或者只有有限个第一类间断点； 

(2) 只有有限个极值点. 

则 )(xf 的傅立叶级数在区间 ] [ ， 上收敛，且 

(1) 当 x是 )(xf 的连续点时，级数收敛于 )(xf ； 

(2) 当 x是 )(xf 的间断点时，级数收敛于
2

)0()0(  xfxf
； 

(3) 当 x 时，级数收敛于
2

)0()0(   ff
. 

3. 正弦级数 

设 )(xf 在 ] [ ， 上是奇函数，则称 )(xf 的傅立叶级数


1

sin
n

n nxb 为正弦级数. 

4. 余弦级数 

设 )(xf 在 ] [ ， 上是偶函数，则称 )(xf 的傅立叶级数 





1

0 cos
2

n

n nxa
a

为余弦

级数. 

5. 周期为 l2 函数的傅立叶级数 

设 )(xf 是以 l2 为周期的函数，则 )(xf 的傅立叶系数为 


l

l
n x

l

xn
xf

l
a dcos)(

1 
) 2 1 0( ，，，n ， 

l

l
n x

l

xn
xf

l
b dsin)(

1 
) 2 1( ，，n . 
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且对应的傅立叶级数为 







1

0 )sincos(
2 n

nn x
l

n
bx

l

n
a

a 
. 

设 )(xf 在区间 ] [ ll， 上满足狄利希莱收敛定理条件，则有 

(1) 当 x是 )(xf 的连续点时，级数收敛于 )(xf ； 

(2) 当 x是 )(xf 的间断点时，级数收敛于
2

)0()0(  xfxf
； 

(3) 当 lx  时，级数收敛于
2

)0()0(  lflf
. 

特别地，若 )(xf 在 ] [ ll， 上是奇函数，则 )(xf 的傅立叶级数为正弦级数




1

sin
n

n x
l

n
b


，若 )(xf 在 ] [ ll， 上是偶函数，则 )(xf 的傅立叶级数为余弦级数







1

0 cos
2 n

n x
l

n
a

a 
. 

6. 定义在 ]  0[ l， 上的函数的傅立叶级数 

(1) 偶延拓：在 ]0 [ ，l 上对函数作补充，使得 )()( xfxf  ，即得到一个偶函

数，于是将 )(xf 在 ]  0[ l， 上展开为余弦级数. 

(2) 奇延拓：在 ]0 [ ，l 上对函数作补充，使得 )()( xfxf  ，即得到一个奇

函数，于是将 )(xf 在 ]  0[ l， 上展开为正弦级数. 

 

 

 

 



 63 

练习题 

 

 
一、填空题 

1. 以 2 为周期的函数













xx

x
xf

0   1

0       1
)(

2，　

，
的傅立叶级数在 x 处收

敛于________. 

2. 设 函 数 )( )( 2   xxxxf 的 傅 立 叶 级 数 展 开 式 为







1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxa
a

，则 3b ________. 

3. 以 2 为周期的函数









10    

01    2
)(

3 xx

x
xf

，

，
的傅立叶级数在 1x 处收敛于

_________. 

4. 函数 10  )( 2  xxxf ， ，设 




xxnbxS
n

n   )sin()(
1

， ，其中


1 

0 
d)sin()(2 xxnxfbn  ) 2 1( ，，n ，则  )

2

1
(S _______. 

二、解答题 

1. 将以 2 为周期的函数 )(  )(   xxxf 展开成傅立叶级数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. 将函数
2

cos)(
x

xf  在 ] 0[ ， 上展开成余弦级数. 
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3. 将函数 ] 0[  1
2

sin)( ，，  x
x

xf 展开成正弦级数. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. 将函数 2( ) ( )f x x x     展开成傅立叶级数，求级数
2

1

( 1)n

n n






 的和. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. 将函数 )11( 2)(  xxxf 展开成傅立叶级数，并求级数


1
2

1

n n
的和. 
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参考答案 

 

第 7 章 

 

7.1 

一、1. }5 8 5{ ，， .   2. 
2

1
.   3. 2.   4. }

3

2
 

3

1
 

3

2
{ ，， . 

二、1. }4 2 4{  ，， .  2. (1) }21 1 2{ ，， 、(2) }21 1 2{ ，， .   3. 3 ， 11 . 

4. (1) a与b的夹角为
2


；(2) a与b的夹角为钝角；(3) a与b的夹角为 . 

5. }
5

6
 

5

8
 0{ ，， .   6. )2 4 3( ，， .  7. 

2

19
.   8. 

3


. 

9. 
25

6
 .  10. 27 . 

三、提示：垂直的条件. 

 

7.2 

一、1. 9)1()3()2( 222  zyx .   2. 1
2

2

2

22




c

z

a

yx
. 

3. 








        0

422

z

yx
.        4. 









                0

822 22

z

yyx －
. 

二、1. 05 zyx .   

2. 母线平行 x轴的柱面方程为 163 22  zy ， 

母线平行 y轴的柱面方程为 1623 22  zx . 

3. xOy平面上的椭圆 1
94

22


yx

绕 x轴旋转一周. 

4. 








                0

322 22

z

yxx
.      5. 















tz

ty

tx

sin2

  sin2

   cos2

. 

7.3 
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一、1. 1.    2. 1 .   3. 
3


.    4. 083  zyx . 

二、1. 0835  zyx .    2. 0322  zyx 或 0922  zyx . 

3. 0135  yx .      4. 014811210  zyx . 

5. 8z .              6. 06061015  zyx  . 

7. 3k 或 15k .      8. 0322  zyx . 

 

7.4 

一、1. 
1

1

2

2

4

3 







 zyx
.   2. }5 7 1{ ，， .   3. 

3

2

1

1

2

4 





 zyx
.   4. 

4


. 

二、1. 
5

2

1

1

7

1









 zyx
. 

2. 标准式方程
3

3

4

1

1

2 





 zyx
，参数方程













tz

ty
tx

33

41
   2

. 

3. 
1

0

6

7

2

5 





 zyx
.    4. 

4

3
.    5. 03332  zyx . 

6. 0622  zyx 或 0622  zyx .   7. 
2

6
. 

8. 








0

01

zyx

zy
.    9. 

4

3

1

1

2

2 







 zyx
. 

10. 
5

1

2

1

9

1









 zyx
.    11. 









08452

01422

zyx

zyx
. 

12. 

2 2

1

3 4

x t

y t

z t

 


 
  

.    13. 
3

29
      14. 

2

38
. 

 

第 8 章 

 

 8.1 

一、1. a .  2. 0.    3. 
2ln

1
 .   4. xy 22  . 

二、1. 
4

1
.  2. 0.    3. 2e .      4. 不存在.令 kyx  .  
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三、提示：取 2y x x  及 y x . 

 

8.2 

一、1. 
yxxy

2

e2 .   2. 2 .    3. cos( )[ d d ]xy y x x y .   4. 2 23 3x y . 

二、1. 
4


  .2. )2sin(2 yx

x

z





、 )2sin( yx

y

z





. 

3. 
22

2

)(

1

yx

y

yxx

z










、

2

2

)( yx

y

yx

z







、

22

2

)( yx

x

x

z









. 

4. 
xyx ecos6  .    5. 

2 2

1
( d d )y x x y

x y
 


. 

6. ( ln )d ln d ln dx yz x yz x yza
a a x za a y ya a z

x

     . 

7. [ ( )]d [ ( ) ( )]d [ ( )]dyz yf xy x xz xf xy zf yz y xy yf yz z      . 

8. yx dd  .     9. 不可微. 

三、提示：1. 先求两个偏导数.再代入左边表达式. 

2. 先求三个二阶偏导数.再代入左边表达式. 

 

8.3 

一、1. (sin cos 1)e tt t   .     2. 
2 2 2

2 (1 2 sin )ex y zx z y   . 

3. 
2e

2 cos

x y

xy y




.           4. 

z

x z
. 

二、1. 
2

d (1 )e

d 1 ( e )

x

x

z x

x x





，

2

d 1 ln

d 1 ( ln )

z y

y y y





. 

2. 
2

2 2

2 ln(4 3 ) 4

(4 3 )

z x x y x

x y x y y

 
 

 
，

2 2

3 2

2 ln(4 3 ) 3

(4 3 )

z x x y x

y y x y y

 
  

 
. 

3. 2 3 2 3( 2 )d ( )df f yf x f xf y        . 

4. 1 1 2

2

1
[( )d (cos )dyf z x y xf f y

x f
     


. 

5. 
5

1
  

5

1

0
0

0
0

















y
x

y
x y

z

x

z
， . 

6. z

x

yx f
zx

zx
f

x

y
f 




 ]

)sin(

)(e
1[ . 
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7. 2212
3

11
5

2

2

2 fxfxfx
y

z





、 2211

4
21

3
2

24 fyfyxfxfx
yx

z





. 

8. 
zy

xy

FfxF

FfxFfxf



 )(
. 

9. 
2222

 
yx

xvyu

x

v

yx

yvxu

x

u


















， ；

2222
 

yx

yvxu

y

v

yx

yuxv

y

u


















， . 

三、提示：1. 先求两个偏导数.再代入左边表达式. 

2. 先求两个偏导数.再代入左边表达式. 

 

   8.4 

一、1. 
3

2

2

0

1

1
2

2






 zyx

.    2. 0342  zyx .   3. 1 .   4. }1 1{， . 

二、1. 切线方程： 
3

1

4

2

1

1 





 zyx
，法平面方程： 01234  zyx . 

2. 切线方程： 

2

2

2

0

1

1

1









 zyx
，法平面方程： 022  zx . 

3. )
27

1
 

9

1
 

3

1
()1 1 1( ，，或，，  . 

4. 切平面方程： 042  yx ，法线方程：
02

1

1

2 zyx






. 

5. 点的坐标： )3 2 1( ，， ，切平面方程： 0322  zyx . 

6. 2  5  ba 、 .   7. 
22

3
arccos .   8. 

2

1
.     

9. 6
3

2
.       10. 1} 4 2{ ，，  

三、提示：由切平面方程得到三个截距，然后相加得常数 a . 

 

8.5 

一、1. 8.    2. 3 .    3. 
4

1
. 

二、1. 极小值 3)1 1( ，f .      2. 极大值 0)0 0( ，f ，极小值 8)2 2( ，f . 

3. 极小值 11 e)e 0(  ，f .  4. 极大值 3)3 9(  ，z ，极小值 3)3 9( ，z . 

5. 最大值 4)1 2( ，f ，最小值 64)2 4( ，f . 
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6. )32 22 ,2( ， ，最短距离 6 . 

7. 最大值为 ( 2, 2,8) 72u    ，最小值为 (1,1,2) 6u  . 

8. 最大值 8)2 0( ，f ，最小值 0)0 0( ，f .. 

 

第 9 章 

 

9.1 

一、1. 
3

20
.   2. 

e 

e 

1 

0 
d) (d

y
yyxfx ， .   3. 

6

1
.   4. 5 .   5. 

4


. 

二、1. 
2

3
2ln4  .    2. 

3

1
.    3. 

e3

1

6

1
 .    4. )2cos1(

2

1
 . 

5. 414a .    6. 
6

1
.     7. yyxfx

x

x
d) (d 

 

 

1 

2

1
 2 ， .    8.  . 

9. 
2

2

1
A .   10. )e1(

2a .    11. 
9

210
.   12. 

2

41
. 

13. 
2


.    14. 

2

1
     15. 

16

15
    16. 

1

3 16


 . 

三、提示：交换积分次序. 

 
9.2 

一、1. 
6

1
.    2. 

3

16
.   3. 

3

4
.    4. 

5

4
. 

二、1. 
16

5
2ln

2

1
 .   2. 

45

28
.   3. 

3

15

4
abc .  4. 5

10
a


. 

5. 
2

3
.       6. 

4

13
.  7. 

4


.    8. 

15

4
. 

9. 
3


.    10. 

3

4
.   11. 

20


.   12. 6 . 

13. 
3

512
. 

三、提示：球面坐标、积分中值定理或罗必达法则与导数定义. 

 

9.3 

1. 2 .     2. )122(
3

2
 .   3. 

15

32
. 

4. )
3

2
 0 0( ，， .  5. )

5

8
 

5

8
( ， .        6. 

 5

10
h . 
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参考答案 

第 9 章 

 

9.1 

一、1. 
3

20
.   2. 

e 

e 

1 

0 
d) (d

y
yyxfx ， .   3. 

6

1
.   4. 5 .   5. 

4


. 

二、1. 
2

3
2ln4  .    2. 

3

1
.    3. 

e3

1

6

1
 .    4. )2cos1(

2

1
 . 

5. 414a .    6. 
6

1
.     7. yyxfx

x

x
d) (d 

 

 

1 

2

1
 2 ， .    8.  . 

9. 
2

2

1
A .   10. )e1(

2a .    11. 
9

210
.   12. 

2

41
. 

13. 
2


.    14. 

2

1
     15. 

16

15
    16. 

1

3 16


 . 

三、提示：交换积分次序. 

 
9.2 

一、1. 
6

1
.    2. 

3

16
.   3. 

3

4
.    4. 

5

4
. 

二、1. 
16

5
2ln

2

1
 .   2. 

45

28
.   3. 

3

15

4
abc .  4. 5

10
a


. 

5. 
2

3
.       6. 

4

13
.  7. 

4


.    8. 

15

4
. 

9. 
3


.    10. 

3

4
.   11. 

20


.   12. 6 . 

13. 
3

512
. 

三、提示：球面坐标、积分中值定理或罗必达法则与导数定义. 

 

9.3 

1. 2 .     2. )122(
3

2
 .   3. 

15

32
. 

4. )
3

2
 0 0( ，， .  5. )

5

8
 

5

8
( ， .        6. 

 5

10
h . 

第 10 章 

 

10.1 
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一、1. 1.   2. )e1(
2

3 2 .   3. 
2

1
.   4. 

35

1
. 

二、1. 13.   2. 
2

15
.   3. 

22a .   4. 22 a . 

5. 3.    6. 8.     7. 


1
.     8. 

3

4
. 

9. 
4

87
 .   10. 

2

1
.   11. 





C
s

x

xQP
d

41

2

2
. 

12. zRyQxP ddd  s
xRQzPz

d
2

2)1()1(



 . 

13. )0 
6

( ，


.    14.   )3612(
3

138 2  . 

 

10.2 

一、1. 2 .   2. ab3 .   3. 4

2
a


 .   4. 2 . 

二、1. 2ln
12


.    2. 

2


 .    3. 5e2  .    4. 12cos

2

3



. 

5. 16 .      6. 
15

23
.     7. 

2


.       8. 

5

79
 . 

9. yxxyyxu cossin) ( 22 ， .   10. 
4


.     11. 32

2
)2

2
( aba


 . 

 

10.3 

一、1. 
2

33
.   2. 

4

81
.   3. 

6

1
.   4. 

6

1
. 

二、1. 2251 .   2. 
4

3
.    3. 

2

3
.       4. 

4

1
. 

5. 4

3

8
a .    6. abccba )(  .   7. 

8

1
.    8.  

S

SRQP d)
5

32

5

2

5

3
( .  

 

10.4 

1. 
2

9
 .   2. 32 a .   3. 5

5

12
a .     4. 33a . 

5. 9 .     6. 4 . 

 

第 11 章 
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11.1 

一、1. 0p .   2. 发散.   3. 条件收敛.    4. 绝对收敛.   5. 50 .  

二、1. (1) 
1

2

3n
；(2) 收敛，和 3S .  2. 发散.  3. 收敛，和

5

1
S . 

4. 当 1a 时收敛；当 10  a 时发散. 

5. 当 e0  a 时发散；当 ea 时收敛. 

6. 条件收敛.  7. 绝对收敛. 

8. 收敛.   9. 收敛.   10. 收敛，.且和 1S .  11. 发散. 

12. 发散.   13. 发散.  14. 收敛.   15. 收敛. 

三、提示：1. 比较审敛法. 

2. (1) 存在准则Ⅱ；(2) 比较审敛法. 

 

11.2 

一、1. 4.   2. ]1 1( ， .   3. 






1

2
121

)!2(

2)1(

n

n
nn

x
n

.   4. 








0
1

)1(
3

)1(

n

n

n

n

x . 

二、1. 在 0x 时，





1
12

2

n

n

n
发散；在 1x 时，






1
3)12(

1

n
nn
收敛. 

2. 收敛半径 2R ；收敛域 ]2 2[ ， .3. )
3

7
 

3

5
[ ， .4. )2 2( ， .5. ) 

2

1
[ ， . 

6. 和函数 )1ln()( xxS  .和
2

3
lnS .7. 和函数

2)1(

1
)(

x
xS


 ；和 4S . 

8. 收敛域 )1 1( ， ；和函数
3)1(

1
)(

x
xS


 .9. ]1 1[   

12

)1(

2

12

0

1

，， 



 







 xx
n

n

n

n
. 

10. 
1

0
1

)2(
3)1(

)1(
3ln 










 n

n
n

n

x
n

. ]5 1( ，x . 

11. )2 0( )1( )
2

1
1(

0
1

，，





xx n

n
n

.     12. 
2 . 

13. 收敛域 )1 1( ， ，和函数

2

2 2

1 1 1
ln ( 1,0) (0,1)

( ) (1 ) 1

3 0

x x
x

S x x x x

x

  
  

  
 

，

，

. 

三、收敛半径 2R ，提示： Abel 定理. 

 

11.3 

一、1. 
2

2
.    2. 

3

2
.   3. 

2

3
.    4. 

4

1
 . 

二、1. 
1

1

( 1)
2 sin

n

n

nx







 . 
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2. 
2

1

2 4 ( 1)
cos

4 1

n

n

nx
n 









 . 

3. 
2

1

2 1 ( 1) ( 1) 4
[ ]sin

4 1

n n

n

n
nx

n n





  



 . 

4. 
2

2
1

( 1)
4 cos

3

n

n

nx
n

 




  ，

2

12


 . 

5. 
2 2

0

5 4 1
cos(2 1)

2 (2 1)n

n x
n








 


 ，
2

6


. 
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