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高等数学 (A)II 的考试重点
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第七章  向量与空间解析几何
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1   、求向量的模、数量积、向量积、投影

   (   )   (   )x y z x y za a a a b b b b 


方法：设 ， ， ， ， ， , 则
2 2 2(1) .x y za a a a  


模：　

(2) .x x y y z za b a b a b a b   


数量积：

(3)  x y z

x y z

i j k
a b a a a

b b b
 

  


向量积：

( ,   ,   ).y z z y z x x z x y y xa b a b a b a b a b a b   

(4) Pr .
b

a b
a b j a

b




 
向量 在 上的投影：

(2 3 1) (1 2 2)

(1) (2) (3) (4)Pr .
b

a b

b a b a b j a

   

  


    

例、设 ，，， ， ， ，

求 ， ， ，
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2 2 2(1) 1 ( 2) ( 2)b     


解： 3.

(2) 2 1 3 ( 2) 1 ( 2)a b        


6. 

(3) 2 3 1
1 2 2

i j k
a b 

 

  
 ( 4 5, 7).  ，

(4)Pr
b

a b
j a

b








6

3


 2. 

6 4i j k  
  

2 4 3i j k 
  

(2 3 1) (1 2 2)

(1) (2) (3) (4)Pr .
b

a b

b a b a b j a

   

  


    

例、设 ，，， ， ， ，

求 ， ， ，
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2   、利用平面平行及点到平面的距离求平面方程.
方法：

1 1 1
1 2 1 2

2 2 2

(1) / / / / .
A B C

n n
A B C

    
 

平面 平面 , 即

0 0 0

2 2 2

| |
(2) .

Ax By Cz D
d

A B C

  


 
点到平面的距离：

2 2 1 0

(4, 1, 5) 2 .

x y z

M

    
   

例、一平面 与平面 平行, 且点

到平面 的距离为 , 求平面 的方程

2 2 0x y z D    解：由已知设平面 的方程为 ，

2 2 2

2 4 ( 1) 2 ( 5)
2

2 ( 1) 2

D      


  
则 ，

(3) 0.Ax By Cz D   平面的一般方程：
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2 2 1 0

(4, 1, 5) 2 .

x y z

M

    
   

例、一平面 与平面 平行, 且点

到平面 的距离为 , 求平面 的方程

2 2 0x y z D    解：由已知设平面 的方程为 ，

2 2 2

2 4 ( 1) 2 ( 5)
2

2 ( 1) 2

D      


  
则 ，

1 6D  即 ， 7 5D  解之得 或 ，

2 2 7 0 2 2 5 0.x y z x y z


       

故平面 的方程为

　　 或
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3   、利用直线平行求直线的对称式方程及参数方程.
方法：

1 1 1
1 2 1 2

2 2 2

(1) / / / / .
m n p

L L s s
m n p

  
 

直线 直线 , 即

0 0 0(2) .
x x y y z z

m n p

  
 直线的对称式方程：

0

0

0

(3) .

x x mt

y y nt

z z pt

 
  
  

直线的参数方程：

2 0
( 3,1,2)

2 1 0

.

x y z
L

x y z

L

   
     

例、一直线 过点 且平行直线

求直线 的对称式方程及参数方程
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1 1 1
2 1 1

L

i j k
s  



  


解：由已知得直线 的方向向量为

             

kji


 2

kji


2

(0  3  3) ，， ，

3 1 2
.

0 3 3

L

x y z  
 

故直线 的对称式方程为

          

2 0
( 3,1,2)

2 1 0

.

x y z
L

x y z

L

   
     

例、一直线 过点 且平行直线

求直线 的对称式方程及参数方程

3

1 3 .

2 3

x

y t

z t

 
  
  

参数方程为
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第八章  多元函数微分法
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1  、求二元函数的极限

   .方法：有理化与连续性

0
0

1 1
 lim .

x
y

xy

xy


 
例、求

)11(
11

lim
0
0 





 xyxy

xy

y
x

解：原式

11
1

lim
0
0 



 xyy

x

.
2
1


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2   、求全微分

.
z z

dz dx dy
x y

 
 
 

方法：先求偏导数再套公式

　　　

.)1 1()3( 处的全微分，在点求函数例、  xyeyxz

，解： xyxy yeyxe
x
z

)3(  



.)3(3 xyxy xeyxe
y
z





，，
1

)1 1( 3 
 




 e
x
z

.1

)1 1(


 




e
y
z

，

. )1 1()1 1()1 1( dy
y
z

dx
x
z

dz  






 ，，，故

.3 11 dyedxe  
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3   (   ) 0F x y z 、方程 ，， 确定的隐函数求偏导

                       .yx

z z

Fz F z

x F y F

 
   

 

方法：先构造三元函数然后求偏导数再套公式

，

.   ) ( 2

y
z

x
z

yxfzzeyx z







 、求，，确定设方程例、
，，，令解： zeyxzyxF z  2)  (   

  1   ，则 xF ，yFy 2 ，1 z

z eF

，
1

1











z

z

x

eF
F

x
z

.
1

2










z

z

y

e
y

F

F

y
z
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第九章  多元函数微分法的应用
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1   、求曲面的切平面方程与法线方程

(   ) .x y zn F F F  


方法: 先求偏导数得法向量 ， ， 再写方程

0 0 0(1) ( ) ( ) ( ) 0.x y zF x x F y y F z z       切平面方程:
0 0 0(2) .

x y z

x x y y z z

F F F

  
 

  
法线方程：

.

)0 2 1(32 

与法线方程
处的切平面，，在点求曲面例、  zxye z

，，，令解： 32)  (   zxyezyxF z

，则 yFx  ，xFy  ，2 z

z eF (2  1  1).n  


法向量 ，，

0)0()1()2(1)1(2  zyx切平面方程为
.042     zyx即

.
1
0

1
2

2
1

 







 zyx法线方程为
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2  、求二元函数极值

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

  (  ) 0 (  ) 0   

(  ) (  )   (  ).
x y

xx xy yy

f x y f x y

A f x y B f x y C f x y

  
    

方法：设 ， ， ， ，

且 ， ， ， ， ，
2

0 0

2
0 0

0 ( )0  (  ) ( ) .

0  (  ) (  ) .

B AC A f x y

B AC f x y x y

     
   

则当 且 时， ， 为极大 小 值

当 时， ， 在点 ， 处不取极值
3 3 ( , ) 3 .f x y x y xy  例、求 的极值

，，解： yxyxf x 33) ( 2  ，， xyyxf y 33) ( 2 








033
033

2

2

xy
yx解方程组 ).1 1(  )0 0( ，、，得驻点

，，，又 yffxf yyxyxx 6 3 6   

，处，，在点 09  )0 0( 2  ACB

.)0 0(),( 处不取极值，在点故 yxf
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3 3 ( , ) 3 .f x y x y xy  例、求 的极值

，，解： yxyxf x 33) ( 2  ，， xyyxf y 33) ( 2 








033
033

2

2

xy
yx解方程组 ).1 1(  )0 0( ，、，得驻点

，，，又 yffxf yyxyxx 6 3 6   

，处，，在点 09  )0 0( 2  ACB

.)0 0(),( 处不取极值，在点故 yxf

 )1 1(),( 处取极小值，，点故 yxf

.1)1 1( ，且极小值为f

，且，处，，在点 06  027  )1 1( 2  AACB
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第十章  多元函数积分学
(I)
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1   、利用直角坐标求二重积分

dyyxfdxdxdyyxf
x

x

b

a
D

 
)(

)(

2

1

) () (   



，，则

1 2  :  ( ) ( )  D x y x a x b    方法：设区域 ， ，

a b

)(2 xy 

)(1 xy 
x

y

O

再写二次积分，的图形，先画注：   (1)  D

.)2( 积分顺序从右到左

围成及直线由曲线其中求例、 xyxyDxydxdy
D

 2, 

dxxx 
1

0

53 )(
2
1

1

0

64 )
6
1

4
1

(
2
1

xx  .
24
1

 
1

0 2   
x

x
xydydx原式解：

y

xo
y=x2 

xy 
1

1

x

x
y

x
2

2

2
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2  、利用极坐标求二重积分

rdrrrfddyxf
R

D
 

0

2

0
)sin cos() ( 

 ，，则

2 2 2    D x y R 方法：设区域 为圆域 ，即

}.0 20) {( RrrD  ，， 

O x

R

D

.}) {(

 )( 

222

22

RyxyxD

dxdyyxI
D



 

，其中区域

，求二重积分例、

rdrrdI
R

 
0

22

0
  


解：





2

0

4

4
d

R

.
2

4R


Rr 0

4

4
1

xO

y

R

R

D
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3   、利用直角坐标求三重积分

2 2

1 1

( ) (  )

( ) (  )
(   ) (   ) .

b y x z x y

a y x z x y
f x y z dv dx dy f x y z dz



   
，

，

方法：

，， ，，

0

1 zyx

x

y

z
 


yx zyxx

zeyx
1

0

1

0

1

0
ddd解：原式


 
x yx yeex

1

0

1

0
)d(d

 
1

0
)d( xexe x

1

0

2 )
2

( x
e

e x 

.1
2


e

.1

   

与三个坐标面围成由平面其中

，求例、








zyx

dve zyx
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4   、利用球面坐标求三重积分

2 2 2

 

{(   ) 1   0}.

I zdv

x y z x y z z




     

例、计算三重积分 ，

其中 ，， ，

 
1

0

22
0

2

0
sincos  




dddI解：

.
4








dd cossin

4
1

2
0

2

0 



d

2

0 8
1

1

0

4

4
1 

2

0

2sin
8
1 

 x

y

z

0





1

2 2 2 2x y z R   方法：设 由球面 围成，则

2 2

0 0 0

(   )

( sin cos  sin sin  cos ) sin .
R

f x y z dv

d d f d
 
            







  

，，

， ，
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5   、求对弧长的曲线积分

(2) : ( )  ( )L x x y c y d  设曲线 方程为 ，
2   ( , ) [ ( ), ] 1 .

d

yL c
f x y ds f x y y x dy  则

2  (0  0) (1  1).
L
xds L y x例、求 ，其中 为曲线 从点 ， 到 ，

   2y x 解：因为 ，

2   ( , ) [ , ( )] 1 .
b

xL a
f x y ds f x y x y dx  则

(1) : ( )  ( )L y y x a x b  设曲线 方程为 ，
方法：

1 2

0
1 (2 )x x dx 所以原式

1 2 2

0

1
1 4 (1 4 )

8
x d x  

3
2 12

0

1
(1 4 )

12
x 

5 5 1
.

12



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第十一章  多元函数积分学
(II)
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1   、求对坐标的曲线积分

2 2 ( sin ) ( cos )  

0 (0  0) (1  0).
L
x y x dx y x xy dy

L y O B

  


例、求 ，

其中 沿直线 从点 ， 到 ，
1 2

0
   x dx 解：原式

1
.

3


0

0

(1)   ( )

( ) (  ) (  ) (  ) .
b

L a

L y y a b L

P x y dx Q x y dy P x y dx



  
设曲线 的方程为 ， 对应曲线 的起点

终点，则 ， ， ，

0

0

(2)   ( )

( ) (  ) (  ) (  ) .
d

L c

L x x c d L

P x y dx Q x y dy Q x y dy



  
设曲线 的方程为 ， 对应曲线 的起点

终点，则 ， ， ，

3 1
0

1

3
x

方法：
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2   、利用格林公式求对坐标的曲线积分


D

dxdym
2

.
8

a m


，0
2

0
8

a m
I


 故

x

y

o )0,(aA

M

 
OA

D

mdxdyQdyPdxI  故

0
0

a

OA
Pdx Qdy dx   又

，则 mye
y
P x 



cos ，ye
x
Q x cos



，解：令 myyeP x  sin ，myeQ x  cos

2

 ( sin ) ( cos )

(  0) (0  0).

x x

L
I e y my dx e y m dy

L A a y ax x O

   

 

例、求 ，

其中 是由点 ， 沿 到点 ，

  ( ) .
L

D

Q P
Pdx Qdy dxdy

x y

 
  

  方法：

2

8

a m


  L D说明：曲线 一定是封闭且为 的正向.
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3   、利用与路径无关求对坐标的曲线积分

1 1 1 1

0 0 0 0

(  )

0 1(  )
(1) (  ) (  ) .

x y x y

x y x y
Pdx Qdy P x y dx Q x y dy    

，

，
， ，

1 1 1 1

0 0 0 0

(  )

0 1(  )
(2) (  ) (  ) .

x y y x

x y y x
Pdx Qdy Q x y dy P x y dx    

，

，
， ，

x

y

O
A

B

C
0x 1x

0y

1y
D

(1 2) 3 2 2

(0 0)
(2 cos ) ( sin 3 ) .x y y dx x y xy dy   

，

，
例、求

A

B

O x

y

1

2
1 2 2

0 0
2 ( sin 3 )xdx y y dy    解：原式

2 1 3 2
0 0(cos )x y y  

1 cos2 7  
8 cos2. 

方法：
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第十二章  无穷级数
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1   、利用级数收敛定义求级数的和

  lim .n n
n

S S


方法：先求部分和 ，再求极限

)2(
1

53
1

42
1

31
1

 












nn

Sn 解：

)
2

11
5
1

3
1

4
1

2
1

3
1

1(
2
1



nn



1 3 1 1
 lim lim ( )

2 2 1 2n
n n

S S
n n 

    
 

所求和

，)
2

1
1

1
2
3

(
2
1







nn

.
4
3



1

1

( 2)n n n



 例、求级数 的和.
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2  、利用比值判别法判断级数的敛散性

1

1

1 1

   lim

1 1

n
n

nn n

n n
n n

u
u

u

u u



 






 

 



 



 

方法：设 为正项级数，且 ，则

当 时 收敛，当 时 发散.

1 1
1 ( 1)!/ ( 1)

   lim lim
!/

n n
n

n nn n
n

u a n n

u a n n


 


 

 
 解：

n

n

n n
an

)1(
lim




 n
n

n

a

)
1

1(
lim





，
e
a



0 1a e   当 时 ， .
!

1

收敛级数


n
n

n

n
na

1

!
( ) .

n

n
n

a n
a e

n




例、判断级数 的敛散性
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1a e  当 时 ， .
!

1

发散级数


n
n

n

n
na

1 1
1 ( 1)!/ ( 1)

   lim lim
!/

n n
n

n nn n
n

u a n n

u a n n


 


 

 
 解：

n

n

n n
an

)1(
lim




 n
n

n

a

)
1

1(
lim





，
e
a



0 1a e   当 时 ， .
!

1

收敛级数


n
n

n

n
na

1

!
( ) .

n

n
n

a n
a a e

n




 例、判断级数 且 的敛散性

1

1

1 1

   lim

1 1

n
n

nn n

n n
n n

u
u

u

u u



 






 

 



 



 

方法：设 为正项级数，且 ，则

当 时 收敛，当 时 发散.
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3   、求幂级数的收敛半径及收敛域

(2)   (  ) .R R收敛域： ， 加上端点的收敛点

1 1
(1)    lim   .n

n
n

a
R

a






 收敛半径：若 ，则

. 
1

的收敛半径及收敛域求幂级数例、 


n

n
n

x
n
e

ne
ne

n

n

n /
)1/(

lim   
1 





解：

1
lim




 n
en

n
，e

.
1
e

R 

收敛；时，当 







1

)1(
  

1
n

n

ne
x .

1
  

1
1

发散时，当 





n ne
x

).
1

  
1

[
ee

，故收敛域为 

方法：
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4   、求函数展开成幂级数并指出收敛域

  .方法：先对函数作恒等变形再套已知函数展开式

1
 ( ) 3 .

2
f x x

x
 


例、将 展开成 的幂级数并指出收敛域 　

35
1

)(     



x

xf解： ，

5
3

1

1
5
1





x

，又 





 0

)1(
1

1
  

n

nn x
x

  )
5

3
()1(

5
1

)(  
0

，







n

nn x
xf

1
0

( 1)
( ) ( 3)

5

n
n

n
n

f x x






 故 ，

( 1  1).x  ， 　

3
( 1  1).

5

x 
  ， 　

 ( 2  8).x  ， 　

( 2  8).且收敛域为 ， 　
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         最后希望同学们在后

面复习中围绕上述重点好好复

习，把相关例题弄懂，力争考

出好成绩。
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