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第一章

行列式

行列式是从解线性方程组的问题引进的．行列式不但是研究线性方程组和矩阵的有

力工具，而且在解决许多理论和实际应用问题中，也发挥着重要作用．本章主要介绍行列

式的定义、性质及计算，最后介绍行列式的一个应用，即用行列式解ｎ元线性方程组的克

莱姆法则．

§１　行列式的概念

在给出ｎ阶行列式的定义之前，让我们先回顾中学代数解线性方程组，从而引出的二

阶和三阶行列式的定义．

为了解二元线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＝ｂ２
{ ．

（１）

我们可以采用消元法，用ａ２２去乘第一个方程，ａ１２去乘第二个方程，然后两个方程相减，得

到

（ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１）ｘ１＝ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２．

若ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１≠０，则可得

ｘ１＝
ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２
ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１

． （２）
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类似地可以求得

ｘ２＝
ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１
ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１

． （３）

表达式（２）和（３）提供了线性方程组（１）解的一般公式．为了便于记忆和讨论，我们

引进记号

ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２
，

用它表示数ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１，即

ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２
＝ａ１１ａ２２－ａ１２ａ２１， （４）

我们称之为二阶行列式．其中横写的叫作行，竖写的叫作列，一共有二行二列，ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，

２）称为它的元素．

根据上面二阶行列式的定义，（２）式和（３）式的分子分别可以写为

ｂ１ ａ１２

ｂ２ ａ２２
＝ｂ１ａ２２－ａ１２ｂ２，　

ａ１１ ｂ１

ａ２１ ｂ２
＝ａ１１ｂ２－ｂ１ａ２１．

可见二阶行列式是这样两项的代数和：一项是位于第一行第一列的元素与划去第一

行和第一列后剩下的一个元素的乘积，取正号；另一项是位于第一行第二列的元素与划

去第一行和第二列后剩下的一个元素的乘积，取负号．例如

２　７

３　９
＝２×９－７×３＝－３．

利用二阶行列式的定义，方程组（１）的解可写成

ｘ１＝

ｂ１ ａ１２

ｂ２ ａ２２
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

，　ｘ２＝

ａ１１ ｂ１

ａ２１ ｂ２
ａ１１ ａ１２

ａ２１ ａ２２

． （５）

我们通过消元法得到了求解线性方程组（１）的公式（２）、（３），这个公式用行列式来

表示就是（５）式．虽然用消元法可以求得二元线性方程组解的公式，但是随着未知数的增

多，这个公式越来越复杂，其规律也不易掌握．而在用行列式表示解的公式（５）中，解的表

达有一定规律可循：

（１）ｘ１与ｘ２的分母都是将原方程组未知数前的系数按原顺序排成的一个行列式．

（２）ｘ１的分子行列式是将分母行列式的第一列换成常数项ｂ１与ｂ２而得到，ｘ２的分子
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行列式是将分母行列式的第二列换成常数项所得．

正因为用行列式来表示二元线性方程组的解有简单明了的优点，我们希望也能用它

来将一般的线性方程组的解表示出来．为此我们来讨论三元线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋ａ１３ｘ３＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋ａ２３ｘ３＝ｂ２，

ａ３１ｘ１＋ａ３２ｘ２＋ａ３３ｘ３＝ｂ３
{

．

（６）

从方程组（６）的前两个方程消去ｘ３，后两个方程也消去ｘ３，再从所得到的两个方程中

消去ｘ２，就得到

　（ａ１１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ａ３１＋ａ１３ａ２１ａ３２－ａ１１ａ２３ａ３２－ａ１２ａ２１ａ３３－ａ１３ａ２２ａ３１）ｘ１

　 ＝ｂ１ａ２２ａ３３＋ａ１２ａ２３ｂ３＋ａ１３ｂ２ａ３２－ｂ１ａ２３ａ３２－ａ１２ｂ２ａ３３－ａ１３ａ２２ｂ３． （７）

注意到上式中ｘ１的系数是由方程组（６）中未知数的９个系数ａｉｊ（ｉ，ｊ＝１，２，３）按照一定的

规律构成的，借助二阶行列式的定义，该系数可表示为

ａ１１
ａ２２ ａ２３

ａ３２ ａ３３
－ａ１２

ａ２１ ａ２３

ａ３１ ａ３３
＋ａ１３

ａ２１ ａ２２

ａ３１ ａ３２
．

我们把此式记为

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

，

称为三阶行列式．即

ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

＝ａ１１
ａ２２ ａ２３

ａ３２ ａ３３
－ａ１２

ａ２１ ａ２３

ａ３１ ａ３３
＋ａ１３

ａ２１ ａ２２

ａ３１ ａ３２
． （８）

上式的规律是：把第一行每一元素乘以划去该元素所在的行列之后剩下的二阶行列式，

前面再冠以正、负相间的符号，最后求它们的代数和．

同样地，（７）式等号右端正是三阶行列式

ｂ１ ａ１２ ａ１３

ｂ２ ａ２２ ａ２３

ｂ３ ａ３２ ａ３３

．

若（７）式ｘ１的系数不为零，则可写成
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ｘ１＝

ｂ１ ａ１２ ａ１３

ｂ２ ａ２２ ａ２３

ｂ３ ａ３２ ａ３３
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

． （９）

类似地可以求得

ｘ２＝

ａ１１ ｂ１ ａ１３

ａ２１ ｂ２ ａ２３

ａ３１ ｂ３ ａ３３
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

，　ｘ３＝

ａ１１ ａ１２ ｂ１

ａ２１ ａ２２ ｂ２

ａ３１ ａ３２ ｂ３
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ２３

ａ３１ ａ３２ ａ３３

． （１０）

我们注意到在ｘ１，ｘ２，ｘ３的表达式中，它们的分母都相同．分子行列式都是由分母行列

式去掉对应于ｘｉ的第ｉ列，再换上常数列ｂ１，ｂ２，ｂ３组成．这些特点与二元线性方程组解的

表达式是一样的．如果我们引进ｎ阶行列式的概念，当然希望也能用ｎ阶行列式表示ｎ元

线性方程组的解，本章第３节讨论的就是这个问题．

如果定义一阶行列式｜ａ｜＝ａ，则我们发现（４）式和（８）式的规律是一样的．我们把此

规律进一步推广，便引进ｎ阶行列式的概念．

定义１　记

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

． （１１）

它由ｎ行ｎ列元素（共ｎ２个元素）组成，又记Ｍｉｊ为ａｉｊ的余子式，即由Ｄ中划去第ｉ行

第ｊ列后剩下的ｎ－１行ｎ－１列元素所组成的，即

!



! " # $ ! " $ % & # " ' ( )

!"# $%&

!

书书书

Ｍｉｊ＝

ａ１１ … ａ１，ｊ－１ ａ１，ｊ＋１ … ａ１ｎ

ａｉ－１，１ … ａｉ－１，ｊ－１ ａｉ－１，ｊ＋１ … ａｉ－１，ｎ

ａｉ＋１，１ … ａｉ＋１，ｊ－１ ａｉ＋１，ｊ＋１ … ａｉ＋１，ｎ

ａｎ１ 　 ａｎ，ｊ－１ ａｎ，ｊ＋１ … ａ

………………………………………

………………………………………

ｎｎ

．

称Ｄ为ｎ阶行列式，它的值由下面的归纳法来定义．

当ｎ＝１时，（１１）式定义Ｄ＝ａ１１，假定对ｎ－１阶行列式已经定义，那么对任意的ｉ，ｊ，

Ｍｉｊ是一个ｎ－１阶行列式，它的值由归纳假定是已经定义好的，既然如此，我们就可以借

助于Ｍｉｊ按下面的方式来定义ｎ阶行列式Ｄ的值：

Ｄ＝ａ１１Ｍ１１－ａ１２Ｍ１２＋… ＋（－１）
１＋ｊａ１ｊＭ１ｊ＋… ＋（－１）

１＋ｎａ１ｎＭ１ｎ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
（－１）１＋ｊａ１ｊＭ１ｊ． （１２）

显然，对于任何自然数ｎ，（１２）式给出了一个计算ｎ阶行列式的方法：将ｎ阶行列式

化为ｎ－１阶，再化为ｎ－２阶，……，最后便可求出Ｄ的值．（１２）式又称为Ｄ按第一行的

展开式．

为了使（１２）式的形状更好一些，我们再引进代数余子式的概念．

定义２　在行列式Ｄ（１１）式中，第ｉ行第ｊ列的元素ａｉｊ的代数余子式定义为

Ａｉｊ＝（－１）
ｉ＋ｊＭｉｊ，

其中Ｍｉｊ是ａｉｊ的余子式．

例如，对行列式

１ ４ ２

２ １ ３

３ ２ ５

．

Ｍ１２＝
２ ３

３ ５
＝２×５－３×３＝１，　Ｍ３３＝

１ ４

２ １
＝１×１－４×２＝－７．

Ａ１２＝（－１）
１＋２Ｍ１２＝－１，　Ａ３３＝（－１）

３＋３Ｍ３３＝－７．

由定义２，（１２）式可化为

Ｄ＝ａ１１Ａ１１＋ａ１２Ａ１２＋… ＋ａ１ｎＡ１ｎ． （１３）

例１　计算下列行列式：

（１）

１ ６ ０

７ ２ ７

８ ３ ９

；　　（２）

２ －１ ３

－１ ２ １

４ １ ２

．
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［解］

（１）

１ ６ ０

７ ２ ７

８ ３ ９

＝１×
２ ７

３ ９
－６×

７ ７

８ ９
＋０×

７ ２

８ ３

＝１×（－３）－６×７＋０＝－４５．

（２）

２ －１ ３

－１ ２ １

４ １ ２

＝２×
２ １

１ ２
－（－１）×

－１ １

４ ２
＋３×

－１ ２

４ １

＝２×３－（－１）×（－６）＋３×（－９）

＝－２７．

例２　用定义证明下三角行列式

Ｄ＝

ａ１１ ０ ０ … ０

ａ２１ ａ２２ ０ … ０

ａ３１ ａ３２ ａ３３ … ０

ａｎ１ ａｎ２ ａｎ３ … ａ

……………………

ｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

注：主对角线（即从左上角到右下角这条对角线）上方所有元素全为零的行列式称为

下三角行列式，类似地，可定义上三角行列式．上三角行列式和下三角行列式统称为三角

行列式．

［证］　这是一个ｎ阶行列式，但它的第一行除ａ１１外均为零，因此利用（１２）式展开时

只有一项不为零，于是

Ｄ＝ａ１１Ｍ１１＝ａ１１

ａ２２ ０ … ０

ａ３２ ａ３３ … ０

ａｎ２ ａｎ３ … ａ

………………

ｎｎ

．

容易看出ａ１１的余子式仍是一个下三角行列式，只是阶数比Ｄ的阶数小１．因此又可

用同样的方法求得

Ｍ１１＝ａ２２

ａ３３ ０ … ０

ａ４３ ａ４４ … ０

ａｎ３ ａｎ４ … ａ

………………

ｎｎ

．
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这样一直下去，则可得

Ｄ＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

即下三角行列式的值正好等于主对角线上元素的乘积．

由例２，易知对角行列式（即主对角线以外的元素全为零）

ａ１１ ０ ０ … ０

０ ａ２２ ０ … ０

０ ０ ａ３３ … ０

０ ０ ０ … ａ

……………………

ｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

例３　证明

Ｄ＝

０ ０ … ０ ａ１ｎ

０ ０ … ａ２，ｎ－１ ０

ａｎ１ ０ …

………………………

０ ０

＝（－１）
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ｎａ２，ｎ－１…ａｎ１．

［证］　由定义，按第一行反复展开

Ｄ＝ａ１ｎ（－１）
１＋ｎ

０ ０ … ０ ａ２，ｎ－１

０ ０ … ａ３，ｎ－２ ０

ａｎ１ ０ …

…………………………

０ ０

（ｎ－１阶）

＝ａ１ｎ（－１）
１＋ｎａ２，ｎ－１（－１）

１＋ｎ－１

０ ０ … ０ ａ３，ｎ－２

０ ０ … ａ４，ｎ－３ ０

ａｎ１ ０ …

…………………………

０ ０

（ｎ－２阶）

…………

＝（－１）１＋ｎ（－１）１＋ｎ－１…（－１）１＋２ａ１ｎａ２，ｎ－１…ａｎ１

＝（－１）
（ｎ－１）（ｎ＋４）

２ ａ１ｎａ２，ｎ－１…ａｎ１

＝（－１）
ｎ（ｎ－１）
２ ａ１ｎａ２，ｎ－１…ａｎ１．
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§２　行列式的基本性质与计算

１行列式的基本性质

行列式的基本性质不仅对理解行列式的概念是必要的，而且是计算行列式的基础．

下面我们来研究行列式的基本性质，在此先介绍一个概念．

定义３　设ｎ阶行列式

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

，

如果把Ｄ的行列互换而不改变各行、各列的顺序，得到一个新的行列式

ａ１１ ａ２１ … ａｎ１

ａ１２ ａ２２ … ａｎ２

ａ１ｎ ａ２ｎ … ａ

………………

ｎｎ

，

称为行列式Ｄ的转置行列式，记为Ｄ′或ＤＴ．

例如，在例１（１）中该行列式的转置行列式为

Ｄ′＝

１　７　８

６　２　３

０　７　９

．

由行列式的定义，知

Ｄ′＝１×
２　３

７　９
－７×

６　３

０　９
＋８×

６　２

０　７
＝－４５．

此行列式和原来的行列式恰好相等，即Ｄ′＝Ｄ．

事实上，对一般的ｎ阶行列式，我们也有同样的结论．

性质１　行列式与它的转置行列式相等，即Ｄ＝Ｄ′．

由性质１及例２知上三角行列式也等于主对角线上元素的乘积．
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即

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

０ ａ２２ … ａ２ｎ

０ ０ … ａ

………………

ｎｎ

＝ａ１１ａ２２…ａｎｎ．

根据性质１可知，行列式中行与列具有同等地位，行列式的性质凡是对行成立的，对

列也同样成立，反之也成立．

对于例１（１）中的行列式

Ｄ＝

１　６　０

７　２　７

８　３　９

，

将Ｄ的任意两行（列）交换，例如交换第一行、第三行得到

Ｄ１＝

８　３　９

７　２　７

１　６　０

，

由行列式的定义，容易算得Ｄ１＝４５＝－Ｄ．

一般地，我们也有下面的结论：

性质２　互换行列式的两行（列），行列式改变符号．

由于性质１和性质２的证明比较复杂，我们只不加证明地给出来．

由性质２可得下面的推论．

推论１　若行列式Ｄ中某一行（列）的所有元素均为零，则

Ｄ＝０．

［证］　当第一行元素全为零时，则由行列式的定义显然有

Ｄ＝０．

若第ｉ行（ｉ＞１）的元素全为零时，则交换第ｉ行和第一行后所得到的行列式应等于

零，从而由性质２知Ｄ＝０． 证毕．

推论２　若行列式Ｄ中有两行（列）相同，则Ｄ＝０．

只要将相同的两行互换就有 －Ｄ＝Ｄ，故Ｄ＝０．

性质３　如果行列式Ｄ中某行（列）的所有元素是两个数的和，那么Ｄ可表示成两个

新行列式之和，即
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Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ｂｉ１＋ｃｉ１ ｂｉ２＋ｃｉ２ … ｂｉｎ＋ｃｉｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………………………

………………………………

ｎｎ

　

（第ｉ行）

＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ｂｉ１ ｂｉ２ … ｂｉｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

………………

ｎｎ

＋

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ｃｉ１ ｃｉ２ … ｃｉｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

………………

ｎｎ

．

［证］　当ｉ＝１时，由行列式的定义知

ｂ１１＋ｃ１１ ｂ１２＋ｃ１２ … ｂ１ｎ＋ｃ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

…………………………………

ｎｎ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
（－１）１＋ｊ（ｂ１ｊ＋ｃ１ｊ）Ｍ１ｊ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
［（－１）１＋ｊｂ１ｊＭ１ｊ＋（－１）

１＋ｊｃ１ｊＭ１ｊ］

＝∑
ｎ

ｊ＝１
（－１）１＋ｊｂ１ｊＭ１ｊ＋∑

ｎ

ｊ＝１
（－１）１＋ｊｃ１ｊＭ１ｊ

＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

＋

ｃ１１ ｃ１２ … ｃ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

．

当ｉ＞１时，把第ｉ行与第一行互换，再按上面方法把行列式拆成两个行列式之和，然

后再把这两个行列式的第ｉ行与第一行互换即得该命题成立． 证毕．

性质４　行列式中某一行（列）所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面．

［证］　当ｉ＝１时，由行列式的定义知
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ｋａ１１ ｋａ１２ … ｋａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

……………………

ｎｎ

＝∑
ｎ

ｊ＝１
（－１）１＋ｊ（ｋａ１ｊ）Ｍ１ｊ

＝ｋ（∑
ｎ

ｊ＝１
（－１）１＋ｊａ１ｊＭ１ｊ）＝ｋ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

．

当ｉ＞１时，把ｉ行与第一行互换，根据上面的结论，可把第一行的公因子提到行列式

外，然后再互换第一行和第ｉ行，即得该命题成立． 证毕．

由性质４及推论２易得

推论３　如果行列式Ｄ的某两行（列）对应元素成比例，则

Ｄ＝０．

由性质３、性质４及推论２可以得到下面的性质．

性质５　把行列式中某一行（列）的各元素乘以常数ｋ后加到另一行（列）对应的元

素上去，行列式保持不变，即

　………………

ａｉ１　ａｉ２　…　ａｉｎ

　………………

ａｊ１　ａｊ２　…　ａｊｎ

　………………

＝

　……………………………………

ａｉ１＋ｋａｊ１　ａｉ２＋ｋａｊ２　…　ａｉｎ＋ｋａｊｎ

　……………………………………

　 ａｊ１　 　 　ａｊ２　 　…　　ａｊｎ

　……………………………………

．

以ｒｉ表示行列式的第ｉ行，以ｃｉ表示第ｉ列．交换ｉ，ｊ两行记作ｒｉｒｊ，交换ｉ，ｊ两列记

作ｃｉｃｊ．第ｉ行（列）提出公因子ｋ记作ｒｉ÷ｋ（ｃｉ÷ｋ）．以数ｋ乘第ｊ行（列）加到第ｉ行（列）

上去，记作ｒｉ＋ｋｒｊ（ｃｉ＋ｋｃｊ）．

一般来说，计算行列式主要利用上述性质和推论把行列式化为上三角（或下三角）行

列式来计算．下面计算几个行列式．

例４　计算

Ｄ＝

３ １ －１ ２

－５ １ ３ －４

２ ０ １ －１

１ －５ ３ －３

．
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［解］

　　Ｄ
ｃ１ｃ


２
－

１ ３ －１ ２

１ －５ ３ －４

０ ２ １ －１

－５ １ ３ －３

ｒ２－ｒ１
ｒ４＋５ｒ


１
－

１ ３ －１ ２

０ －８ ４ －６

０ ２ １ －１

０ １６ －２ ７

ｒ２ｒ


３

１ ３ －１ ２

０ ２ １ －１

０ －８ ４ －６

０ １６ －２ ７

ｒ３＋４ｒ２
ｒ４－８ｒ


２

１ ３ －１ ２

０ ２ １ －１

０ ０ ８ －１０

０ ０ －１０ １５

ｒ４＋
５
４ｒ


３

１ ３ －１ ２

０ ２ １ －１

０ ０ ８ －１０

０ ０ ０ ５
２

＝４０．

例５　计算

Ｄ＝

ａ ｂ ｃ ｄ

ａ ａ＋ｂ ａ＋ｂ＋ｃ ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ

ａ ２ａ＋ｂ ３ａ＋２ｂ＋ｃ ４ａ＋３ｂ＋２ｃ＋ｄ

ａ ３ａ＋ｂ ６ａ＋３ｂ＋ｃ １０ａ＋６ｂ＋３ｃ＋ｄ

．

［解］　从第四行开始，后行减前行：

　　　Ｄ

ｒ４－ｒ３
ｒ３－ｒ２
ｒ２－ｒ


１

ａ ｂ ｃ ｄ

０ ａ ａ＋ｂ ａ＋ｂ＋ｃ

０ ａ ２ａ＋ｂ ３ａ＋２ｂ＋ｃ

０ ａ ３ａ＋ｂ ６ａ＋３ｂ＋ｃ

ｒ４－ｒ３
ｒ３－ｒ


２

ａ ｂ ｃ ｄ

０ ａ ａ＋ｂ ａ＋ｂ＋ｃ

０ ０ ａ ２ａ＋ｂ

０ ０ ａ ３ａ＋ｂ

ｒ４－ｒ


３

ａ ｂ ｃ ｄ

０ ａ ａ＋ｂ ａ＋ｂ＋ｃ

０ ０ ａ ２ａ＋ｂ

０ ０ ０ ａ

＝ａ４．
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例６　计算ｎ阶行列式

Ｄ＝

ａ ｂ ｂ … ｂ

ｂ ａ ｂ … ｂ

ｂ ｂ ａ … ｂ

ｂ ｂ ｂ …

………………

ａ

．

［解法１］　这个行列式的特点是各行ｎ个数之和都是ａ＋（ｎ－１）ｂ，故把第二列至第

ｎ列均加到第一列上去，然后各行均减去第一行：

Ｄ
ｃ１＋ｃ２＋… ＋ｃ


ｎ

ａ＋（ｎ－１）ｂ ｂ ｂ … ｂ

ａ＋（ｎ－１）ｂ ａ ｂ … ｂ

ａ＋（ｎ－１）ｂ ｂ ａ … ｂ

ａ＋（ｎ－１）ｂ ｂ ｂ …

……………………………

ａ

ｒ２－ｒ１
ｒ３－ｒ１
…

ｒｎ－ｒ



１

ａ＋（ｎ－１）ｂ ｂ ｂ … ｂ

０ ａ－ｂ ０ … ０

０ ０ ａ－ｂ … ０

０ ０ ０ …

…………………………………………

ａ－ｂ

＝［ａ＋（ｎ－１）ｂ］（ａ－ｂ）ｎ－１．

［解法２］　镶边法．

由行列式的定义知，Ｄ等于下面ｎ＋１阶行列式：

　　　Ｄ＝

１ ０ ０ ０ … ０

ｂ ａ ｂ ｂ … ｂ

ｂ ｂ ａ ｂ … ｂ

ｂ ｂ ｂ ａ … ｂ

ｂ ｂ ｂ ｂ …

…………………

ａ
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ｃ２－ｃ１
ｃ３－ｃ１
…

ｃｎ＋１－ｃ



１

１ －１ －１ －１ … －１

ｂ ａ－ｂ ０ ０ … ０

ｂ ０ ａ－ｂ ０ … ０

ｂ ０ ０ ａ－ｂ … ０

ｂ ０ ０ ０ …

……………………………………

ａ－ｂ

ｒ１＋
１
ａ－ｂｒ２

ｒ１＋
１
ａ－ｂｒ３

…

ｒ１＋
１
ａ－ｂｒｎ＋



１

１＋ ｎｂ
ａ－ｂ ０ ０ ０ … ０

ｂ ａ－ｂ ０ ０ … ０

ｂ ０ ａ－ｂ ０ … ０

ｂ ０ ０ ａ－ｂ … ０

ｂ ０ ０ ０ …

………………………………………………

ａ－ｂ

（ａ≠ｂ）

＝（１＋ ｎｂ
ａ－ｂ）（ａ－ｂ）

ｎ＝［ａ＋（ｎ－１）ｂ］（ａ－ｂ）ｎ－１．

例７　设

Ｄ＝

ａ１１ … ａ１ｍ ０ … ０

   

ａｍ１ … ａｍｍ ０ … ０

ｃ１１ … ｃ１ｍ ｂ１１ … ｂ１ｎ

   

ｃｎ１ … ｃｎｍ ｂｎ１ … ｂｎｎ

，

Ｄ１＝

ａ１１ … ａ１ｍ

 

ａｍ１ … ａｍｍ

，　Ｄ２＝

ｂ１１ … ｂ１ｎ

 

ｂｎ１ … ｂｎｎ

．

证明：Ｄ＝Ｄ１Ｄ２．

［证］　由行列式性质５，对Ｄ１做运算ｒｉ＋λｒｊ，把Ｄ１化为下三角形行列式，设为

Ｄ１＝

ｐ１１ … ０

  

ｐｍ１ … ｐｍｍ

＝ｐ１１…ｐｍｍ．

同理，对Ｄ２做运算ｃｉ＋λｃｊ，把Ｄ２化为下三角形行列式，设为
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Ｄ２＝

ｑ１１ … ０

  

ｑｎ１ … ｑｎｎ

＝ｑ１１…ｑｎｎ．

所以对Ｄ的前ｍ行做运算ｒｉ＋λｒｊ，再对后ｎ列做运算ｃｉ＋λｃｊ，把Ｄ化为下三角形行

列式，得

Ｄ＝

ｐ１１ … ０ ０ … ０

    

ｐｍ１ … ｐｍｍ ０ … ０

ｃ１１ … ｃ１ｍ ｑ１１ … ０

    

ｃｎ１ … ｃｎｍ ｑｎ１ … ｑｎｎ
＝ｐ１１…ｐｍｍｑ１１…ｑｎｎ
＝Ｄ１Ｄ２．

２行列式按任一行（列）展开

根据行列式的定义和性质１，行列式等于它的第一行（列）的各元素与它们对应的代

数余子式乘积之和．事实上，我们可以证明更一般的结论．

定理一　行列式等于它的任一行（列）的各元素与它们对应的代数余子式乘积之

和，即

Ｄ＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋… ＋ａｉｎＡｉｎ　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

或

Ｄ＝ａ１ｊＡ１ｊ＋ａ２ｊＡ２ｊ＋… ＋ａｎｊＡｎｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ）．

为证上述定理，先证下面的引理．

引理　一个ｎ阶行列式Ｄ，如果其中第ｉ行（或第ｊ行）所有元素除ａｉｊ外都为零，则这

个行列式等于ａｉｊ与它的代数余子式的乘积，即

Ｄ＝ａｉｊＡｉｊ．

［证］　以行为例进行证明．

（１）先证ａｉｊ位于第一行第一列的情形，即

Ｄ＝

ａ１１ ０ … ０

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

．

!"
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由行列式的定义，按第一行展开

Ｄ＝ａ１１Ｍ１１＝ａ１１Ａ１１．

（２）再证一般情形（第ｉ行除ａｉｊ外，其他元素全为零），此时

Ｄ＝

ａ１１ … ａ１ｊ … ａ１ｎ

０ … ａｉｊ … ０

ａｎ１ … ａｎｊ … ａ

……………………

……………………

ｎｎ

．

将Ｄ的第ｉ行依次和第ｉ－１，ｉ－２，…，１行交换，然后将第ｊ列依次和第ｊ－１，ｊ－２，…，１

列交换，这样得到一个新的ｎ阶行列式

Ｄ１＝

ａｉｊ ０ … ０

ａ１ｊ ａ１１ … ａ１ｎ

ａｎｊ ａｎ１ … ａ

………………

ｎｎ

．

易知此行列式第一行第一列的元素的余子式就是 Ｄ中第 ｉ行第 ｊ列的元素 ａｉｊ的余子式

Ｍｉｊ，故由（１）的证明知

Ｄ１＝ａｉｊＭｉｊ．

又由行列式的性质２知

Ｄ＝（－１）ｉ＋ｊ－２Ｄ１＝（－１）
ｉ＋ｊａｉｊＭｉｊ

＝ａｉｊ（－１）
ｉ＋ｊＭｉｊ＝ａｉｊＡｉｊ．

证毕．

定理一的证明：

将行列式Ｄ的第ｉ行的所有元素按下面的方式拆成ｎ个数的和，然后由性质３将Ｄ表

示为ｎ个行列式之和．

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａｉ１＋０＋… ＋０ ０＋ａｉ２＋… ＋０ … ０＋… ＋０＋ａｉｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………………………………………………………

………………………………………………………………

ｎｎ
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＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａｉ１ ０ … ０

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

………………

ｎｎ

＋

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

０ ａｉ２ … ０

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

………………

ｎｎ

＋… ＋

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

０ ０ … ａｉｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

………………

ｎｎ

．

由引理，即得

Ｄ＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋… ＋ａｉｎＡｉｎ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）．

同理，若按列进行证明，可得

Ｄ＝ａ１ｊＡ１ｊ＋ａ２ｊＡ２ｊ＋… ＋ａｎｊＡｎｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ）． 证毕．

这个定理称为行列式按行（列）展开定理．利用这一定理并结合行列式的性质，可以

简化行列式的计算．

由这一定理，我们还得到下列重要推论．

推论　行列式任一行（列）的元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之

和等于零，即

ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋… ＋ａｉｎＡｊｎ＝０　（ｉ≠ｊ）；

ａ１ｉＡ１ｊ＋ａ２ｉＡ２ｊ＋… ＋ａｎｉＡｎｊ＝０　（ｉ≠ｊ）．

［证］　不妨设ｉ＜ｊ，把行列式Ｄ中第ｊ行的元素换成第ｉ行的元素，则得行列式

Ｄ１＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

………………

………………

ｎｎ

　

　

（第ｉ行）

　

（第ｊ行）

　

　

由行列式性质２的推论２知Ｄ１＝０．现把Ｄ１按第ｊ行展开，有

Ｄ１＝ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋… ＋ａｉｎＡｊｎ．

所以

ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋… ＋ａｉｎＡｊｎ＝０　（ｉ≠ｊ）．

同理也可得到

ａ１ｉＡ１ｊ＋ａ２ｉＡ２ｊ＋… ＋ａｎｉＡｎｊ＝０　（ｉ≠ｊ）． 证毕．
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综合定理一及推论，我们得到

ａｉ１Ａｊ１＋ａｉ２Ａｊ２＋… ＋ａｉｎＡｊｎ＝
Ｄ　（ｉ＝ｊ），

０　（ｉ≠ｊ）{ ．

ａ１ｉＡ１ｊ＋ａ２ｉＡ２ｊ＋… ＋ａｎｉＡｎｊ＝
Ｄ　（ｉ＝ｊ），

０　（ｉ≠ｊ）{ ．

下面我们利用定理一计算行列式，先计算前面的例４：

Ｄ＝

３ １ －１ ２

－５ １ ３ －４

２ ０ １ －１

１ －５ ３ －３

．

我们保留ａ３３，把第三行其余元素变为０，然后按第三行展开：

Ｄ
ｃ１－２ｃ３
ｃ４＋ｃ


３

５ １ －１ １

－１１ １ ３ －１

０ ０ １ ０

－５ －５ ３ ０

＝（－１）３＋３
５ １ １

－１１ １ －１

－５ －５ ０

ｒ２＋ｒ


１

５ １ １

－６ ２ ０

－５ －５ ０

＝（－１）１＋３
－６ ２

－５ －５

ｃ１－ｃ


２ －８ ２

０ －５
＝４０．

例８　计算４阶行列式

Ｄ＝

２ １ －５ １

１ －３ ０ －６

０ ２ －１ ２

１ ４ －７ ６

．

［解］　Ｄ
ｒ１－２ｒ２
ｒ４－ｒ


２

０ ７ －５ １３

１ －３ ０ －６

０ ２ －１ ２

０ ７ －７ １２

＝（－１）２＋１
７ －５ １３

２ －１ ２

７ －７ １２

ｃ１＋２ｃ２
ｃ３＋２ｃ


２
－

－３ －５ ３

０ －１ ０

－７ －７ －２

＝－（－１）２＋２×（－１）
－３ ３

－７ －２

＝２７．
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例９　计算

Ｄ２ｎ＝

ａ 　 　 　 　 　 ｂ

　 ａ 　 ０ 　 ｂ 　

　 　  　  　 　

　 ０ 　 ａ　ｂ
ｃ　ｄ

　 ０ 　

　 　  　  　 　

　 ｃ 　 ０ 　 ｄ 　

ｃ 　 　 　 　 　 ｄ

．

             

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
２ｎ

［解］　按第一行展开，有

Ｄ２ｎ＝ａ·

ａ 　 　 　 ｂ ０

　  ０  　 

　 ０ ａ　ｂ
ｃ　ｄ

０ 　 

　  ０  　 

ｃ 　 　 　 ｄ ０

０ … … … ０ ｄ

         

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
２（ｎ－１）

＋ｂ（－１）１＋２ｎ

０ ａ 　 　 　 ｂ

 　  ０  　

 　 ０ ａ　ｂ
ｃ　ｄ

０ 　

 　  ０  　

０ ｃ 　 　 　 ｄ

ｃ ０ … … … ０

         

　　　　　　　 　　 　　　　　　　　　　　　　　　　　
２（ｎ－１）

＝ａｄＤ２（ｎ－１）－ｂｃ（－１）
２ｎ－１＋１Ｄ２（ｎ－１）

＝（ａｄ－ｂｃ）Ｄ２（ｎ－１）．

以此做递推公式，即可得

　　　　Ｄ２ｎ＝（ａｄ－ｂｃ）Ｄ２（ｎ－１）＝（ａｄ－ｂｃ）
２Ｄ２（ｎ－２）＝…
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＝（ａｄ－ｂｃ）ｎ－１Ｄ２＝（ａｄ－ｂｃ）
ｎ－１ ａ　ｂ

ｃ　ｄ

＝（ａｄ－ｂｃ）ｎ．

例１０　证明范德蒙（Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ）行列式

Ｄｎ＝

１ １ … １

ｘ１ ｘ２ … ｘｎ

ｘ２１ ｘ２２ … ｘ２ｎ

ｘｎ－１１ ｘｎ－１２ … ｘｎ－１
…………………

ｎ

＝∏
ｎ≥ｉ＞ｊ≥１

（ｘｉ－ｘｊ）．

其中记号“∏”表示全体同类因子的乘积．
［证］　用数学归纳法．因为

Ｄ２＝
１ １

ｘ１ ｘ２
＝ｘ２－ｘ１＝∏

２≥ｉ＞ｊ≥１
（ｘｉ－ｘｊ）．

所以当ｎ＝２时命题成立．现在假设命题对于ｎ－１阶范德蒙行列式成立，要证对ｎ阶范德

蒙行列式也成立．

为此，设法把Ｄｎ降阶：从第ｎ行开始，后行减去前行的ｘ１倍，有

Ｄｎ＝

１ １ １ … １

０ ｘ２－ｘ１ ｘ３－ｘ１ … ｘｎ－ｘ１

０ ｘ２（ｘ２－ｘ１） ｘ３（ｘ３－ｘ１） … ｘｎ（ｘｎ－ｘ１）

０ ｘｎ－２２ （ｘ２－ｘ１） ｘｎ－２３ （ｘ３－ｘ１） … ｘｎ－２ｎ （ｘｎ－ｘ１

………………………………………………………

）

按第一列展开，并把每列的公因子（ｘｉ－ｘ１）（ｉ＝２，３，…，ｎ）提出，就有

Ｄｎ＝（ｘ２－ｘ１）（ｘ３－ｘ１）…（ｘｎ－ｘ１）

１ １ … １

ｘ２ ｘ３ … ｘｎ

ｘｎ－２２ ｘｎ－２３ … ｘｎ－２
…………………

ｎ

．

上式右端的行列式是ｎ－１阶范德蒙行列式，按归纳法假设，它等于所有

（ｘｉ－ｘｊ）因子的乘积，其中ｎ≥ｉ＞ｊ≥２．故

Ｄｎ＝（ｘ２－ｘ１）（ｘ３－ｘ１）…（ｘｎ－ｘ１）∏
ｎ≥ｉ＞ｊ≥２

（ｘｉ－ｘｊ）＝∏
ｎ≥ｉ＞ｊ≥１

（ｘｉ－ｘｊ）．
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例１１　计算４阶行列式

Ｄ＝

１ １ １ １

１ －１ １ －１

１ ３ ９ ２７

１ －２ ４ －８

．

［解］　由行列式性质１及范德蒙行列式结果，得

Ｄ＝

１ １ １ １

１ －１ ３ －２

１ １ ９ ４

１ －１ ２７ －８

＝［（－１－１）（３－１）（－２－１）］

×｛［３－（－１）］［－２－（－１）］｝×（－２－３）

＝１２×（－４）×（－５）

＝２４０．

§３　克莱姆法则

１克莱姆法则

在中学代数里，我们研究过应用二阶（或三阶）行列式解二元（或三元）线性方程组

的问题．我们已经知道，在一定的条件下，它的解可以用二阶（或三阶）行列式表示出来．

那么，对于含有ｎ个未知量的ｎ个线性方程的方程组，它的解是否也可以用ｎ阶行列式来

表示呢？下面的定理给出了明确的回答．

定理二（克莱姆法则）　设线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋… ＋ａｎｎｘｎ＝ｂ

………………………………













ｎ

（１４）

的系数行列式
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Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

≠０， （１５）

则线性方程组（１４）有解，且只有唯一解，其解可表示为

ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ，ｘ２＝

Ｄ２
Ｄ，…，ｘｎ＝

Ｄｎ
Ｄ． （１６）

其中Ｄｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）是把系数行列式Ｄ中第ｊ列的元素用常数项ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ代替后所

得到的ｎ阶行列式，即

Ｄｊ＝

ａ１１ … ａ１，ｊ－１ ｂ１ ａ１，ｊ＋１ … ａ１ｎ

ａ２１ … ａ２，ｊ－１ ｂ２ ａ２，ｊ＋１ … ａ２ｎ

ａｎ１ … ａｎ，ｊ－１ ｂｎ ａｎ，ｊ＋１ … ａ

……………………………………

ｎｎ

．

［证］　第一步：

欲证（１６）式是方程组（１４）的一个解，只需将（１６）式代入（１４）式中验证是否满足．

因为

Ｄ１＝ｂ１Ａ１１＋ｂ２Ａ２１＋… ＋ｂｎＡｎ１，

Ｄ２＝ｂ１Ａ１２＋ｂ２Ａ２２＋… ＋ｂｎＡｎ２，

Ｄｎ＝ｂ１Ａ１ｎ＋ｂ２Ａ２ｎ＋… ＋ｂｎＡｎｎ

………………………………













．

（１７）

于是

ａｉ１
Ｄ１
Ｄ＋ａｉ２

Ｄ２
Ｄ＋… ＋ａｉｎ

Ｄｎ
Ｄ＝

１
Ｄ［ａｉ１Ｄ１＋ａｉ２Ｄ２＋… ＋ａｉｎＤｎ］

由（１７）


式 １
Ｄ［ａｉ１（ｂ１Ａ１１＋ｂ２Ａ２１＋… ＋ｂｎＡｎ１）＋ａｉ２（ｂ１Ａ１２＋ｂ２Ａ２２＋…

＋ｂｎＡｎ２）＋… ＋ａｉｎ（ｂ１Ａ１ｎ＋ｂ２Ａ２ｎ＋… ＋ｂｎＡｎｎ）］

＝１Ｄ［ｂ１（ａｉ１Ａ１１＋ａｉ２Ａ１２＋… ＋ａｉｎＡ１ｎ）＋ｂ２（ａｉ１Ａ２１＋ａｉ２Ａ２２＋… ＋ａｉｎＡ２ｎ）＋…

＋ｂｉ（ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋… ＋ａｉｎＡｉｎ）＋… ＋ｂｎ（ａｉ１Ａｎ１＋ａｉ２Ａｎ２＋… ＋ａｉｎＡｎｎ）］

＝１Ｄ（ｂ１·０＋ｂ２·０＋… ＋ｂｉ－１·０＋ｂｉ·Ｄ＋ｂｉ＋１·０＋… ＋ｂｎ·０）
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＝１Ｄ（ｂｉ·Ｄ）＝ｂｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ）．

所以（１６）式是方程组（１４）的解．

第二步：

欲证方程组（１４）的解唯一，只需对任取方程组（１４）的一组解

ｘ１＝ｃ１，ｘ２＝ｃ２，…，ｘｎ＝ｃｎ，

若能证明只能是：

ｃｊ＝
Ｄｊ
Ｄ　（ｊ＝１，２，…，ｎ），

则证得解的唯一性．

将解ｘｊ＝ｃｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ）代入（１４）式中得恒等式

ａ１１ｃ１＋ａ１２ｃ２＋… ＋ａ１ｊｃｊ＋… ＋ａ１ｎｃｎ＝ｂ１，

ａ２１ｃ１＋ａ２２ｃ２＋… ＋ａ２ｊｃｊ＋… ＋ａ２ｎｃｎ＝ｂ２，

ａｎ１ｃ１＋ａｎ２ｃ２＋… ＋ａｎｊｃｊ＋… ＋ａｎｎｃｎ＝ｂｎ

……………………………………………













．

在上述这组恒等式中，分别用Ａ１ｊ，Ａ２ｊ，…，Ａｎｊ乘这ｎ个恒等式两边，得到：

ａ１１Ａ１ｊｃ１＋… ＋ａ１ｊＡ１ｊｃｊ＋… ＋ａ１ｎＡ１ｊｃｎ＝ｂ１Ａ１ｊ，

ａ２１Ａ２ｊｃ１＋… ＋ａ２ｊＡ２ｊｃｊ＋… ＋ａ２ｎＡ２ｊｃｎ＝ｂ２Ａ２ｊ，

ａｎ１Ａｎｊｃ１＋… ＋ａｎｊＡｎｊｃｊ＋… ＋ａｎｎＡｎｊｃｎ＝ｂｎＡｎｊ

………………………………………………













．

将这ｎ个恒等式相加，并应用定理一及其推论，于是得到

０·ｃ１＋０·ｃ２＋… ＋Ｄ·ｃｊ＋… ＋０·ｃｎ＝Ｄｊ．

因为 Ｄ≠０，

所以 ｃｊ＝
Ｄｊ
Ｄ　（ｊ＝１，２，…，ｎ）．

故方程组（１４）只有唯一解，且其解为

ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ，ｘ２＝

Ｄ２
Ｄ，…，ｘｎ＝

Ｄｎ
Ｄ． 证毕．

注意：用克莱姆法则解线性方程组必须具备两个前提条件，即

（１）未知数个数等于方程个数；

（２）系数行列式Ｄ≠０．

但是，用克莱姆法则解ｎ个未知量、ｎ个方程的线性方程组，需要计算ｎ＋１个ｎ阶行
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列式，计算量相当大．所以在实际问题中，超过四个未知数的线性方程组一般不采用克莱

姆法则求解，通常是采用在第四章里将介绍的方法，那里将对更一般的线性方程组，用更

有效的方法来求解．尽管如此，克莱姆法则在理论上仍然是相当重要的，因为它清楚地告

诉我们，当方程组（１４）的系数行列式不等于零时，方程组（１４）有唯一解，又从求解公式

中可看到方程组（１４）的解与它们的系数、常数项的依赖关系，而且以后将会看到，克莱姆

法则还可用于一般线性方程组的研究和讨论．所以，对克莱姆法则的条件、结论及其求解

公式必须正确掌握和运用．

例１２　解线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝５，

２ｘ１＋ｘ２－ｘ３＋ｘ４＝１，

ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＋ｘ４＝２，

ｘ２＋２ｘ３＋３ｘ４＝３













．

［解］　因为

Ｄ＝

１ １ １ ０

２ １ －１ １

１ ２ －１ １

０ １ ２ ３

＝

１ ０ ０ ０

２ －１ －３ １

１ １ －２ １

０ １ ２ ３

＝

－１ －３ １

１ －２ １

１ ２ ３

＝

０ －１ ４

０ －４ －２

１ ２ ３

＝
－１ ４

－４ －２
＝１８≠０，

所以方程组有唯一解．又因为

Ｄ１＝

５ １ １ ０

１ １ －１ １

２ ２ －１ １

３ １ ２ ３

＝１８，　Ｄ２＝

１ ５ １ ０

２ １ －１ １

１ ２ －１ １

０ ３ ２ ３

＝３６，

Ｄ３＝

１ １ ５ ０

２ １ １ １

１ ２ ２ １

０ １ ３ ３

＝３６，　Ｄ４＝

１ １ １ ５

２ １ －１ １

１ ２ －１ ２

０ １ ２ ３

＝－１８．
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所以 ｘ１＝
Ｄ１
Ｄ＝１，　ｘ２＝

Ｄ２
Ｄ＝２，　ｘ３＝

Ｄ３
Ｄ＝２，　ｘ４＝

Ｄ４
Ｄ＝－１．

例１３　求一个二次多项式ｆ（ｘ），使得ｆ（１）＝－１，ｆ（－１）＝９，ｆ（２）＝３．

［解］　设ｆ（ｘ）＝ａｘ２＋ｂｘ＋ｃ，

由

ｆ（１）＝－１，

ｆ（－１）＝９，

ｆ（２）＝３
{

．

得

ａ＋ｂ＋ｃ＝－１，

ａ－ｂ＋ｃ＝９，

４ａ＋２ｂ＋ｃ＝３
{

．

因为 Ｄ＝

１ １ １

１ －１ １

４ ２ １

＝

１ ０ ０

１ －２ ０

４ －２ －３

＝６≠０，

所以方程组有唯一解．又因为

Ｄ１＝

－１ １ １

９ －１ １

３ ２ １

＝１８，

Ｄ２＝

１ －１ １

１ ９ １

４ ３ １

＝－３０，

Ｄ３＝

１ １ －１

１ －１ ９

４ ２ ３

＝６．

所以 ａ＝
Ｄ１
Ｄ＝３，　ｂ＝

Ｄ２
Ｄ＝－５，　ｃ＝

Ｄ３
Ｄ＝１．

故所求多项式为

ｆ（ｘ）＝３ｘ２－５ｘ＋１．

２齐次线性方程组有非零解的充要条件

下面讨论方程组（１４）的特殊情形，即ｂｉ＝０（ｉ＝１，２，…，ｎ）．我们称方程组
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ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ＝０，

ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋… ＋ａｎｎｘｎ＝

………………………………













０

（１８）

为齐次线性方程组．

对于齐次线性方程组，可以肯定它一定有解，因为至少ｘ１＝０，ｘ２＝０，…，ｘｎ＝０就是

它的解（这个零解也叫作平凡解）．而我们感兴趣的问题是齐次线性方程组（１８）除了零

解以外是否还有非零解？即ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ不全为零的解．如果有的话，它必须满足什么条

件？对于什么情形下齐次线性方程组（１８）有非零解的问题，我们留在第四章里介绍，至

于有非零解必须满足的条件，我们有下面的定理．

定理三　如果齐次线性方程组（１８）有非零解．则齐次线性方程组（１８）的系数行列

式Ｄ＝０．

［证］　用反证法．

若Ｄ≠０，则由克莱姆法则得知，方程组（１８）只有唯一的零解，这与已知条件相矛盾，

从而必有Ｄ＝０． 证毕．

定理三清楚地告诉我们，方程组（１８）的系数行列式Ｄ＝０是方程组（１８）有非零解的必

要条件．在第四章我们将会看到，Ｄ＝０也是齐次线性方程组（１８）有非零解的充分条件．

综合得到：齐次线性方程组（１８）有非零解的充要条件是系数行列式Ｄ＝０．

例１４　设齐次线性方程组

λｘ＋ｙ＋ｚ＝０，

ｘ＋λｙ＋ｚ＝０，

ｘ＋ｙ＋λｚ＝
{

０

有非零解，试问λ为何值？

［解］　由齐次线性方程组有非零解的必要条件得知

λ １ １

１ λ １

１ １ λ

＝０，

即 （λ＋２）（λ－１）２＝０．

故得 λ＝－２或λ＝１．
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习题一

１．写出下列行列式中元素ａ１２，ａ３１，ａ３３的余子式及代数余子式．

（１）

２ －１ ０

４ １ ２

－１ －１ －１

； （２）

３ －１ ０ ７

１ ０ １ ５

２ ３ －３ １

０ ０ １ －２

．

２．用定义计算下列行列式．

（１）

１ ２ ３

３ １ ２

２ ３ １

；　　 （２）

０ １ ０ … ０

０ ０ ２ … ０

０ ０ ０ … ｎ－１

ｎ ０ ０ …

…………………

０

．

３．计算下列行列式．

（１）

３ １ １ １

１ ３ １ １

１ １ ３ １

１ １ １ ３

；　　 （２）

１ ２ ３ ４

－２ １ －４ ３

３ －４ －１ ２

４ ３ －２ －１

；

（３）

１ １ １ １

１ ２ ３ ４

１ ３ ６ １０

１ ４ １０ ２０

；　　 （４）

１ ４ ９ １６

４ ９ １６ ２５

９ １６ ２５ ３６

１６ ２５ ３６ ４９

；

（５）

２ １ ０ ０

１ ２ １ ０

０ １ ２ １

０ ０ １ ２

；　　　 （６）

－ａｂ ａｃ ａｅ

ｂｄ －ｃｄ ｄｅ

ｂｆ ｃｆ －ｅｆ

；

（７）

ｓｉｎφｃｏｓθ ｒｃｏｓφｃｏｓθ －ｒｓｉｎφｓｉｎθ

ｓｉｎφｓｉｎθ ｒｃｏｓφｓｉｎθ ｒｓｉｎφｃｏｓθ

ｃｏｓφ －ｒｓｉｎφ ０

；
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（８）

ａ １ ０ ０

－１ ｂ １ ０

０ －１ ｃ １

０ ０ －１ ｄ

．

４．计算下列ｎ阶行列式．

（１）Ｄｎ＝

ａ ０ … ０ １

０ ａ … ０ ０

０ ０ … ａ ０

１ ０ … ０

………………

ａ

； （２）Ｄｎ＝

ｘ ａ … ａ

ａ ｘ … ａ

ａ ａ …

…………

ｘ

；

（３）Ｄｎ＝

ａ１ｂ１ ａ１ｂ２ … ａ１ｂｎ

ａ２ｂ１ ａ２ｂ２ … ａ２ｂｎ

ａｎｂ１ ａｎｂ２ … ａｎｂ

……………………

ｎ

　（ｎ≥２）；

（４）Ｄｎ＝

１ １ … １

ａ－１ ａ－２ … ａ－ｎ

（ａ－１）２ （ａ－２）２ … （ａ－ｎ）２

（ａ－１）ｎ－１ （ａ－２）ｎ－１ … （ａ－ｎ）ｎ－
……………………………………………

１

；

（５）Ｄ２ｎ＝

ａ 　 　 　 ｂ

　  　  　

　 　 ａｂ
ｂａ

　 　

　  　  　

ｂ 　 　 　 ａ

}　
　

ｎ行

．

}　
　

ｎ行

行列式中未写出的元素都是０．

５．证明：

（１）
ｘ２ ｘｙ ｙ２

２ｘ ｘ＋ｙ ２ｙ

１ １ １

＝（ｘ－ｙ）３； （２）

ｂ＋ｃ ｃ＋ａ ａ＋ｂ

ｑ＋ｒ ｒ＋ｐ ｐ＋ｑ

ｙ＋ｚ ｚ＋ｘ ｘ＋ｙ

＝２

ａ ｂ ｃ

ｐ ｑ ｒ

ｘ ｙ ｚ

；
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（３）

ａ２ （ａ＋１）２ （ａ＋２）２ （ａ＋３）２

ｂ２ （ｂ＋１）２ （ｂ＋２）２ （ｂ＋３）２

ｃ２ （ｃ＋１）２ （ｃ＋２）２ （ｃ＋３）２

ｄ２ （ｄ＋１）２ （ｄ＋２）２ （ｄ＋３）２

＝０；

（４）

ａｘ＋ｂｙ ａｙ＋ｂｚ ａｚ＋ｂｘ

ａｙ＋ｂｚ ａｚ＋ｂｘ ａｘ＋ｂｙ

ａｚ＋ｂｘ ａｘ＋ｂｙ ａｙ＋ｂｚ

＝（ａ３＋ｂ３）

ｘ ｙ ｚ

ｙ ｚ ｘ

ｚ ｘ ｙ

；

（５）

１ １ １ １

ａ ｂ ｃ ｄ

ａ２ ｂ２ ｃ２ ｄ２

ａ４ ｂ４ ｃ４ ｄ４

　 ＝（ａ－ｂ）（ａ－ｃ）（ａ－ｄ）（ｂ－ｃ）（ｂ－ｄ）（ｃ－ｄ）（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｄ）；

（６）Ｄｎ＝

ｘ －１ ０ … ０ ０

０ ｘ －１ … ０ ０

０ ０ ０ … ｘ －１

ａｎ ａｎ－１ ａｎ－２ … ａ２ ｘ＋ａ

………………………………

１

＝ｘｎ＋ａ１ｘ
ｎ－１＋… ＋ａｎ－１ｘ＋ａｎ；

（７）Ｄｎ＝

２ｃｏｓθ １ ０ … ０ ０

１ ２ｃｏｓθ １ … ０ ０

０ １ ２ｃｏｓθ … ０ ０

０ ０ ０ … ２ｃｏｓθ １

０ ０ ０ … １ ２ｃｏｓ

………………………………………………

θ

　（θ≠ｋπ）

＝ｓｉｎ（ｎ＋１）θｓｉｎθ
；
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（８）Ｄｎ＝

ａ＋ｂ ａｂ ０ … ０ ０

１ ａ＋ｂ ａｂ … ０ ０

０ １ ａ＋ｂ … ０ ０

０ ０ ０ … ａ＋ｂ ａｂ

０ ０ ０ … １

…………………………………………

ａ＋ｂ

　（ａ≠ｂ）

＝ａ
ｎ＋１－ｂｎ＋１
ａ－ｂ ．

提示：（７）、（８）两题应用数学归纳法证明．

６．用克莱姆法则解下列各线性方程组．

（１）

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝５，

ｘ１＋２ｘ２－ｘ３＋４ｘ４＝－２，

２ｘ１－３ｘ２－ｘ３－５ｘ４＝－２，

３ｘ１＋ｘ２＋２ｘ３＋１１ｘ４＝０













；

（２）

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＝１，

ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３－ｘ４＝８，

２ｘ１－ｘ２－３ｘ４＝３，

３ｘ１＋３ｘ２＋５ｘ３－６ｘ４＝５













；

（３）

ｘ＋ｙ＋ｚ＝ａ＋ｂ＋ｃ，

ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＝ａ２＋ｂ２＋ｃ２，

ｂｃｘ＋ｃａｙ＋ａｂｚ＝３
{

ａｂｃ．

（ａ，ｂ，ｃ为互不相等的数）

７．求一个三次多项式ｆ（ｘ），使得ｆ（－１）＝０，ｆ（１）＝４，ｆ（２）＝３，ｆ（３）＝１６．

８．试问λ取何值时，齐次线性方程组

ｘ＋ｙ＋ｚ＝０，

ｘ＋λｙ＋ｚ＝０，

ｘ＋ｙ＋λ２ｚ＝
{

０

有非零解．
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第二章

ｎ维向量

在第一章我们介绍了线性方程组的克莱姆法则，可是用克莱姆法则解线性方程组是

有条件的，如果条件不满足，解的存在性和唯一性需要做进一步的讨论，为了研究一般线

性方程组的解的情况，还需引入ｎ维向量的概念．本章介绍的主要内容有：ｎ维向量的概

念、向量组的线性相关性、向量组的秩、向量空间．

§１　ｎ维向量的概念

关于二维、三维向量的概念，在解析几何中已经建立起来了．

在平面上建立起平面直角坐标系，以坐标原点Ｏ（０，０）为始点，以点 Ａ（ｘ，ｙ）为终点

的向量可以表示成

ＯＡ
→
＝α＝ｘｉ＋ｙｊ，

其中ｉ，ｊ分别表示沿Ｏｘ，Ｏｙ轴正方向的单位向量，ｘ，ｙ称为向量α的分量或坐标．

显然，在给定的平面直角坐标系中，向量α与两个有顺序的数所组成的数组（ｘ，ｙ）之

间是一一对应关系，于是，向量α也可以表示成如下的形式：

α＝（ｘ，ｙ）或α＝[ ]ｘｙ．
同理，当我们在空间建立起空间直角坐标系，以坐标原点 Ｏ（０，０，０）为起点，以点

Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）为终点的向量可以表示成
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α＝（ｘ，ｙ，ｚ）或α＝










ｘ

ｙ

ｚ

．

也就是说，空间直角坐标系中以 Ｏ（０，０，０）为起点、以 Ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）为终点的向量可以

用三个有顺序的数所组成的数组（ｘ，ｙ，ｚ）来表示．

类似地，我们可以用由ｎ个有序的数所组成的数组来定义一种向量，这种向量就是所

谓的ｎ维向量．

定义１　由ｎ个数ａ１，ａ２，…，ａｎ组成的ｎ元有序数组（ａ１，ａ２，…，ａｎ）称为ｎ维向量，

其中数ａｉ（１，２，…，ｎ）称为ｎ维向量（ａ１，ａ２，…，ａｎ）的第ｉ个分量（或坐标），分量是实数的

向量，称为实向量，分量是复数的向量，称为复向量．

以后我们用小写希腊字母α，β，…表示向量，用小写拉丁字母ａ，ｂ，…表示向量的分

量．

通常，定义中ｎ维向量（ａ１，ａ２，…，ａｎ）用α表示时，记作

α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）．

有时，向量也可以写成一列：

α′＝

ａ１

ａ２



ａ














ｎ

称为列向量．

上面所讲的平面向量α＝（ｘ，ｙ）就是二维向量，空间向量α＝（ｘ，ｙ，ｚ）就是三维向量，

ｎ维向量正是二维、三维向量的推广．当ｎ＞３时，ｎ维向量就没有直观的几何意义，但仍

旧沿用几何术语，称为向量，这是因为，一方面它是二维、三维向量的推广，另一方面它与

二维、三维向量确实有许多相同的性质．

对于齐次线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ＝０，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ＝０，

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋… ＋ａｍｎｘｎ＝

………………………………













０

中的每一个方程都是由它的系数完全决定，而与未知数的记号无关，如果我们把一个线
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性方程中各未知数的系数顺序记下来，这样就得到由ｎ个有顺序的数所组成的数组，也就

是一个ｎ维向量．如上面的方程组中第ｉ个方程就对应于一个ｎ维向量为

αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）　（ｉ＝１，２，…，ｍ）．

于是，线性方程和向量之间有一一对应关系，向量也可以看成是线性方程的简化形式．因

此，我们可以通过对向量组的研究来研究线性方程组．

定义２　把分量全是零的向量，称为零向量，记作０，即

０＝（０，０，…，０）．

把向量（－ａ１，－ａ２，…，－ａｎ）称为向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）的负向量，记作 －α，即

－α＝（－ａ１，－ａ２，…，－ａｎ）．

定义３　设向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）和向量β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），如果它们对应的分量

均相等，即

ａｉ＝ｂｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ），

则称这两个向量相等，记作α＝β．

ｎ维向量之间的基本关系是以向量的加法和数量乘法来表示的．

定义 ４　 设 向 量 α ＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），向 量 β ＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ），则 向 量

（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２，…，ａｎ＋ｂｎ）称为向量α与向量β的和，记作α＋β，即

α＋β＝（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２，…，ａｎ＋ｂｎ）．

由上述定义，可立即推出如下运算规律：

（１）交换律：α＋β＝β＋α；

（２）结合律：α＋（β＋γ）＝（α＋β）＋γ；

（３）α＋０＝α；

（４）α＋（－α）＝０．

其中α，β，γ，０都是ｎ维向量．

利用负向量定义，我们可以定义向量的减法：

α－β＝α＋（－β）＝（ａ１－ｂ１，ａ２－ｂ２，…，ａｎ－ｂｎ）．

定义５　设向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ），λ∈Ｒ，则向量（λａ１，λａ２，…，λａｎ）称为数λ与

向量α的数量乘积，简称数乘，记作λα，即

λα＝（λａ１，λａ２，…，λａｎ）．

由定义立即推出如下运算规律：

（１）１·α＝α；

（２）λ（μα）＝（λμ）α；
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（３）λ（α＋β）＝λα＋λβ；

（４）（λ＋μ）α＝λα＋μα．

其中α，β是ｎ维向量，λ，μ是常数．

由数乘定义及运算规律，可得：若λα＝０，则λ＝０或α＝０．

向量的和、差及数乘运算统称为线性运算．

注：两个向量只有维数相同时才有相等或不相等的概念，它们才能有加法或减法运

算．换句话说，维数不同的两个向量不能进行比较，也不能进行和或差的运算．例如，维数

不同的零向量是不相等的．

§２　向量组的线性相关性

在这一节里我们介绍ｎ维向量中两个基本概念，即向量组的线性相关与线性无关，为

此我们引入线性组合的概念．

定义６　设α，α１，α２，…，αｍ都是ｎ维向量，如果存在一组数λ１，λ２，…，λｍ，使得

α＝λ１α１＋λ２α２＋… ＋λｍαｍ，

那么向量α称为α１，α２，…，αｍ的线性组合．或者说，α可由α１，α２，…，αｍ线性表示．

例１　任意一个ｎ维向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）都可由向量组

ε１＝（１，０，…，０），

ε２＝（０，１，…，０），

　……………

εｎ＝（０，０，…，１）

线性表示．

事实上，因为

ａ１ε１＋ａ２ε２＋… ＋ａｎεｎ

＝ａ１（１，０，…，０）＋ａ２（０，１，…，０）＋… ＋ａｎ（０，０，…，１）

＝（ａ１，０，…，０）＋（０，ａ２，…，０）＋… ＋（０，０，…，ａｎ）

＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）

＝α，

即

α＝ａ１ε１＋ａ２ε２＋… ＋ａｎεｎ．
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故任意一个ｎ维向量α均可由向量组ε１，ε２，…，εｎ线性表示，或者说，任意一个ｎ维

向量α都是向量组ε１，ε２，…，εｎ的一个线性组合．

向量组ε１，ε２，…，εｎ称为ｎ维单位向量组．

例２　已知向量α１＝（０，０，１），α２＝（１，１，０），α３＝（３，３，０），试问α３是否可由α１，α２
线性表示？

［解］　显然

α３＝０·α１＋３α２，

故α３可由α１，α２线性表示．

例３　已知向量α１＝（１，０，０），α２＝（０，２，０），α３＝（０，０，－
１
２），α４＝（３，２，１），试问

α４是否可由α１，α２，α３线性表示？

［解］　若有λ１，λ２，λ３使

α４＝λ１α１＋λ２α２＋λ３α３，

下面来求λ１，λ２，λ３．把α１，α２，α３，α４代入上式，得

（３，２，１）＝λ１（１，０，０）＋λ２（０，２，０）＋λ３（０，０，－
１
２）

＝（λ１，２λ２，－
１
２λ３），

于是

λ１＝３，

２λ２＝２，

－１２λ３＝１









 ．

解得 λ１＝３，　λ２＝１，　λ３＝－２．

故α４可由α１，α２，α３线性表示，即

α４＝３α１＋α２－２α３．

换个说法，即存在一组不全为零的数３，１，－２，－１，使得

３α１＋α２－２α３－α４＝０

成立．

例 ４　 对 于 向 量 组 α１ ＝ （１，０，０，０），α２ ＝ （０，１，０，０），α３ ＝ （０，０，１，０），

α４＝（０，０，０，１），易知这四个向量中，任何一个向量均不能被其余的三个向量线性表示．

换个说法，即不存在一组不全为零的数λ１，λ２，λ３，λ４，使得
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λ１α１＋λ２α２＋λ３α３＋λ４α４＝０

成立，只有当λ１＝λ２＝λ３＝λ４＝０时，才有

０·α１＋０·α２＋０·α３＋０·α４＝０

成立．

一般来说，在一个向量组α１，α２，…，αｍ中，是否有某个向量能被其余向量线性表示，

这是向量组的一种重要特性，我们称之为向量组的线性相关性，为此给出如下定义．

定义７　设有ｎ维向量组

α１，α２，…，αｍ，

如果存在不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＝０

成立，则称向量组α１，α２，…，αｍ线性相关；如果上式仅当ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｍ＝０时才成立，

则称向量组α１，α２，…，αｍ线性无关．

注意：

（１）在向量组的线性相关定义中，只要求存在不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＝０

成立，并不要求ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ都不等于零．

（２）在向量组的线性无关定义中，要特别注意“仅当”这个词．例如，向量 α１＝

（２，０），α２＝（４，０），当ｋ１＝ｋ２＝０时，有ｋ１α１＋ｋ２α２＝０，但是由此不能判断出向量组α１，

α２线性无关．这是因为并没有证明仅当ｋ１＝ｋ２＝０时，等式ｋ１α１＋ｋ２α２＝０才成立．事实

上，当ｋ１＝２，ｋ２＝－１时，等式ｋ１α１＋ｋ２α２＝０也成立，因此向量组α１，α２线性相关．

（３）一个向量组不是线性无关，就必然是线性相关．

（４）设向量组α１，α２，…，αｍ线性无关，且ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＝０，则

ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｍ＝０．

根据定义７，可以直接得出以下结论．

（１）只包含一个向量α的向量组线性相关，当且仅当α＝０．

事实上，因α线性相关，由定义７知，存在ｋ≠０，使

ｋα＝０，

由数乘的性质，有

１
ｋ（ｋα）＝０，

从而α＝０．
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反之，如果α＝０，取ｋ＝１，则１·α＝０，故向量组α线性相关．

（２）由一个非零向量α构成的向量组必线性无关．

事实上，对任意不为零的数ｋ，由数乘的性质，有

ｋα≠０．

所以只有当ｋ＝０时，才有ｋα＝０，故一个非零向量构成的向量组是线性无关的．

（３）在二维与三维的情况下：

两个向量α１，α２线性相关，就表示向量α１与α２共线；两个向量α１，α２线性无关，就表

示向量α１与α２不共线．

三个三维向量α１，α２，α３线性相关，就表示向量 α１，α２，α３共面；三个三维向量 α１，

α２，α３线性无关，就表示α１，α２，α３不共面．

为了加深对定义的理解，下面举几个例子．

例５　试判断ｎ维单位向量组

ε１＝（１，０，…，０），

ε２＝（０，１，…，０），

　……………

εｎ＝（０，０，…，１）

是否线性无关？

［解］　若

ｋ１ε１＋ｋ２ε２＋… ＋ｋｎεｎ＝０，

也就是

ｋ１（１，０，…，０）＋ｋ２（０，１，…，０）＋… ＋ｋｎ（０，０，…，１）＝（ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ）

＝（０，０，…，０），

只有

ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｎ＝０．

故ｎ维单位向量组ε１，ε２，…，εｎ是线性无关的．

例６　判断下列向量组是否线性相关？

（１）α１＝（１，１，２），α２＝（３，４，５，６）；

（２）α１＝（１，－２，３），α２＝（０，２，－５），α３＝（－１，０，２）；

（３）α１＝（１，２，３），α２＝（３，２，１），α３＝（１，３，１）．

［解］　（１）由于向量α１与α２的维数不同，因此无法讨论它们的线性相关性．

（２）设存在三个数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使得
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ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝０，

即

ｋ１（１，－２，３）＋ｋ２（０，２，－５）＋ｋ３（－１，０，２）＝（０，０，０）．

从而有

ｋ１－ｋ３＝０，

－２ｋ１＋２ｋ２＝０，

３ｋ１－５ｋ２＋２ｋ３＝０
{

．

而系数行列式

１ ０ －１

－２ ２ ０

３ －５ ２

＝０，

由于齐次线性方程组的系数行列式等于零，因此方程组有非零解，即存在不全为零的数

ｋ１，ｋ２，ｋ３，使得ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＝０成立，所以向量组α１，α２，α３线性相关．

（３）设存在三个数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使得

ｋ１（１，２，３）＋ｋ２（３，２，１）＋ｋ３（１，３，１）＝（０，０，０）．

即

ｋ１＋３ｋ２＋ｋ３＝０，

２ｋ１＋２ｋ２＋３ｋ３＝０，

３ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＝０
{

．

而系数行列式

１　３　１

２　２　３

３　１　１

＝１６≠０，

由于齐次线性方程组的系数行列式不等于零，因而方程组只有零解：ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０，所

以向量组α１，α２，α３线性无关．

例７　设向量组α１，α２，α３线性无关，证明：向量组α１＋α２，α２＋α３，α３＋α１也线性

无关．

［证］　设存在三个数ｋ１，ｋ２，ｋ３，使得

　　　　　ｋ１（α１＋α２）＋ｋ２（α２＋α３）＋ｋ３（α３＋α１）＝０，

于是

（ｋ１＋ｋ３）α１＋（ｋ１＋ｋ２）α２＋（ｋ２＋ｋ３）α３＝０．
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由于α１，α２，α３线性无关，根据定义必有

ｋ１＋ｋ３＝０，

ｋ１＋ｋ２＝０，

ｋ２＋ｋ３＝０
{

．

而系数行列式

１　０　１

１　１　０

０　１　１

＝２≠０，

由于齐次线性方程组的系数行列式不等于零，因此方程组只有零解，即

ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝０，

故向量组α１＋α２，α２＋α３，α３＋α１线性无关．

注：一般地，设ｎ个ｎ维向量所组成的向量组为

α１＝（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｎ），

α２＝（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｎ），

αｎ＝（ａｎ１，ａｎ２，…，ａｎｎ）

………………………

．

且

Ｄ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………

ｎｎ

，

则

（１）向量组α１，α２，…，αｎ线性相关的充分必要条件是Ｄ＝０；

（２）向量组α１，α２，…，αｎ线性无关的充分必要条件是Ｄ≠０．

下面介绍向量组的线性相关性的几种判别方法．

定理一　ｎ维向量组α１，α２，…，αｍ（ｍ≥２）线性相关的充分必要条件是α１，α２，…，

αｍ中至少有一个向量可由其余ｍ－１个向量线性表示．

［证］　充分性：由已知，向量组α１，α２，…，αｍ中至少有一个向量可由其余ｍ－１个

向量线性表示，不妨设αｍ可由α１，α２，…，αｍ－１线性表示，因此存在数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ－１，使得

αｍ ＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍ－１αｍ－１，
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即

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍ－１αｍ－１＋（－１）αｍ ＝０．

由于ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ－１，－１不全为零，故向量组α１，α２，…，αｍ线性相关．

必要性：若向量组α１，α２，…，αｍ线性相关，即有不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＝０．

不失一般性，设ｋｍ≠０，于是

αｍ ＝－
ｋ１
ｋｍ
α１－

ｋ２
ｋｍ
α２－… －

ｋｍ－１
ｋｍ
αｍ－１，

这表明向量αｍ可被其余ｍ－１个向量α１，α２，…，αｍ－１线性表示． 证毕．

注：读者可进一步证明，向量组α１，α２，…，αｒ（其中α１≠０）线性相关的充分必要条件

是至少有一向量αｉ（１＜ｉ≤ｒ）可由α１，α２，…，αｉ－１线性表示．

性质１　任意一个包含零向量的向量组必线性相关．

［证］　设所给向量组为 α１，α２，…，αｍ，其中有一个零向量，不妨设α１＝０．现在取

ｋ１＝１，ｋ２＝ｋ３＝… ＝ｋｍ＝０，于是１，ｋ２，…，ｋｍ是一组不全为０的数，从而有

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＝１·α１＋０·α２＋… ＋０·αｍ ＝０，

因此向量组α１，α２，…，αｍ线性相关． 证毕．

性质２　两个向量线性相关的充分必要条件是它们的各对应分量成比例．

［证］　设两个向量α１，α２的各对应分量成比例，比例系数为ｋ，则

α２＝ｋα１，

即

ｋ１α１＋（－１）α２＝０．

由于系数ｋ，－１不全为０，所以向量α１，α２线性相关．设α１，α２线性相关，即有不全为零的

数ｋ１，ｋ２，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＝０，

不妨设ｋ１≠０，则

α１＝－
ｋ２
ｋ１
α２，

这说明向量α１与α２的各对应分量成比例． 证毕．

此性质表明，由两个成比例的向量构成的向量组是线性相关的；换个说法，由两个不

成比例的向量构成的向量组必线性无关．

例如，向量α１＝（１，１，２），α２＝（３，３，６），由于α２＝３α１，所以向量α１与α２线性相关；
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又如，向量α１＝（２，０），α２＝（１，４），因为α１与α２的对应分量不成比例，故向量α１，α２线

性无关．

性质３　如果一个向量组的一部分向量线性相关，则整个向量组就线性相关．

［证］　设向量组为α１，α２，…，αｓ，…，αｍ（ｓ≤ｍ），不失一般性，假定其中的一部分向

量α１，α２，…，αＳ线性相关，即有不全为零的数ｋ１，ｋ２，…，ｋＳ，使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋＳαＳ＝０．

由上式，显然有

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋＳαＳ＋０·αＳ＋１＋… ＋０·αｍ ＝０．

由于ｋ１，ｋ２，…，ｋＳ不全为零，因而ｋ１，ｋ２，…，ｋＳ，０，…，０也不全为０，所以α１，α２，…，αＳ，…，

αｍ线性相关． 证毕．

在一个向量组 α１，α２，…，αｍ中，任取若干个向量后组成的向量组，称为向量组 α１，

α２，…，αｍ的部分向量组，简称部分组．

性质４　如果一个向量组线性无关，那么它的任意一个部分向量组也线性无关．

［证］　用反证法．

若存在部分向量组线性相关，则由性质３可知，整个向量组也线性相关，这与假设整

个向量组线性无关相矛盾，所以任意一个部分向量组也线性无关． 证毕．

定理二　设向量组α１，α２，…，αｍ线性无关，若添加向量β后所得向量组α１，α２，…，

αｍ，β线性相关，则β可由α１，α２，…，αｍ线性表示．

［证］　因为α１，α２，…，αｍ，β线性相关，所以存在一组不全为０的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ，ｋ，

使得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＋ｋβ＝０．

下面证明ｋ≠０（用反证法）．假设ｋ＝０，则ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ不全为０，且有

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＝０，

于是向量组α１，α２，…，αｍ线性相关，与已知条件相矛盾，因此，ｋ≠０，从而

β＝（－
ｋ１
ｋ）α１＋（－

ｋ２
ｋ）α２＋… ＋（－

ｋｍ
ｋ）αｍ，

即β可由α１，α２，…，αｍ线性表示． 证毕．

例８　判别下列各向量组的线性相关性．

（１）α１＝（１，２，３，４），α２＝（４，－２，１，１），α３＝（０，０，０，０）；

（２）α１＝（１，－１，０），α２＝（－２，５，１），α３＝（－４，１０，２）．

［解］　（１）由于α３＝（０，０，０，０）是零向量，根据性质１可知，向量组α１，α２，α３线性
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相关．

（２）容易看出，α３＝２α２，由性质２可知，向量组α２，α３线性相关，再根据性质３可得，
向量组α１，α２，α３线性相关．

例９　判断向量组α１，α２，α３，α４，α３＋α４的线性相关性．

［解］　因为

α３＋α４－（α３＋α４）＝０，
所以向量组α３，α４，α３＋α４线性相关，由性质３可知，向量组α１，α２，α３，α４，α３＋α４也线

性相关．

例１０　设向量组α１，α２，α３，α４线性无关，向量组α１，α２，α３，β线性相关，证明：β可
由向量组α１，α２，α３，α４线性表示．

［证］　因为向量组α１，α２，α３，α４线性无关，所以根据性质４可知，向量组α１，α２，α３
线性无关．

又向量组α１，α２，α３，β线性相关，所以根据定理二可知，β可由向量组α１，α２，α３线性

表示，即

β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３．
于是 β＝ｋ１α１＋ｋ２α２＋ｋ３α３＋０α４，
因此β可由向量组α１，α２，α３，α４线性表示．

定理三　设

αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｒ）　　（ｉ＝１，２，…，ｍ），

βｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｒ，ａｉ，ｒ＋１）　　（ｉ＝１，２，…，ｍ）．
如果ｒ维向量组α１，α２，…，αｍ线性无关，那么ｒ＋１维向量组 β１，β２，…，βｍ也线性

无关．

［证］　设存在ｍ个数ｋ１，ｋ２，…，ｋｍ使得
ｋ１β１＋ｋ２β２＋… ＋ｋｍβｍ ＝０，

即

ｋ１（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｒ，ａ１，ｒ＋１）＋ｋ２（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｒ，ａ２，ｒ＋１）
＋… ＋ｋｍ（ａｍ１，ａｍ２，…，ａｍｒ，ａｍ，ｒ＋１）＝（０，０，…，０，０）．

从而

ｋ１ａ１１＋ｋ２ａ２１＋… ＋ｋｍａｍ１＝０，

ｋ１ａ１２＋ｋ２ａ２２＋… ＋ｋｍａｍ２＝０，

　……………………………

ｋ１ａ１ｒ＋ｋ２ａ２ｒ＋… ＋ｋｍａｍｒ＝０，

ｋ１ａ１，ｒ＋１＋ｋ２ａ２，ｒ＋１＋… ＋ｋｍａｍ，ｒ＋１＝０















．

!"



! " # $ ! " $ % & # " ' ( )

!"#

!

$%&

!

书书书

从这ｒ＋１个等式的前ｒ个等式可得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｍαｍ ＝０．

由假设知α１，α２，…，αｍ线性无关，所以ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｍ＝０，故β１，β２，…，βｍ线性无关．

证毕．

该定理说明，线性无关的向量组，在每一个向量上添一个分量所得到的新向量组仍

线性无关．这个定理可以推广到添加若干个分量的情形．

推论　在ｒ维向量组的每个向量上添加ｎ－ｒ个分量，使之成为ｎ维向量组．如果ｒ维

向量组线性无关，则ｎ维向量组也线性无关．

注：

（１）定理三及其推论表明：一个向量组线性无关，则每个向量添加相同个数的分量后

得到的向量组仍线性无关；一个向量组线性相关，则每个向量减少相同个数的分量后得

到的新向量组也线性相关．

为了便于记忆，这两个结论可简单地叙述为：无关组增加分量仍无关，相关组减少分

量仍相关．

（２）一个向量组线性无关，则每个向量减少相同个数的分量后得到的向量组不一定

线性无关．

例如，向量组α１＝（２，４，１），α２＝（４，８，５），显然向量组α１，α２线性无关，当α１，α２都

减少一个分量后，得到新向量组β１＝（２，４），β２＝（４，８），而β１，β２是线性相关的．

（３）一个向量组线性相关，则每个向量增加相同个数的分量后得到的新向量组不一

定仍线性相关．

例如，向量组α１＝（１，２），α２＝（２，４），显然α２＝２α１，向量组α１，α２线性相关，当α１，

α２均增加一个分量后，得到向量组β１＝（１，２，１），β２＝（２，４，０），显然β１，β２是线性无关

的．

例１１　设ａ，ｂ，ｃ两两互不相同，α１＝（１，ａ，ａ
２，ａ３），α２＝（１，ｂ，ｂ

２，ｂ３），α３＝（１，ｃ，ｃ
２，ｃ３），

证明：向量组α１，α２，α３线性无关．

［解］　令β１＝（１，ａ，ａ
２），β２＝（１，ｂ，ｂ

２），β３＝（１，ｃ，ｃ
２），则

Ｄ＝

１ ａ ａ２

１ ｂ ｂ２

１ ｃ ｃ２
＝

１ １ １

ａ ｂ ｃ

ａ２ ｂ２ ｃ２
＝（ｂ－ａ）（ｃ－ａ）（ｃ－ｂ），

因为ａ，ｂ，ｃ两两互不相同，所以Ｄ≠０．

因此向量组β１，β２，β３线性无关，由定理三，得向量组α１，α２，α３线性无关．
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定理四　任意ｎ＋１个ｎ维向量都是线性相关的．

［证］　设ｎ＋１个ｎ维向量为

α１＝（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｎ），

α２＝（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｎ），

…………………………

αｎ＝（ａｎ１，ａｎ２，…，ａｎｎ），

αｎ＋１＝（ａｎ＋１，１，ａｎ＋１，２，…，ａｎ＋１，ｎ）．

在这ｎ＋１个向量中同时增加一个分量０，得到下列ｎ＋１个ｎ＋１维向量

β１＝（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｎ，０），

β２＝（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｎ，０），

……………………………

βｎ＝（ａｎ１，ａｎ２，…，ａｎｎ，０），

βｎ＋１＝（ａｎ＋１，１，ａｎ＋１，２，…，ａｎ＋１，ｎ，０）．

由这ｎ＋１个向量构成的行列式

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ ０

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ ０

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ ０

ａｎ＋１，１ ａｎ＋１，２ … ａｎ＋１，ｎ

……………………………

０

＝０．

故β１，β２，…，βｎ，βｎ＋１线性相关，由定理三注（１）知，α１，α２，…，αｎ，αｎ＋１也线性相关．

推论　α１，α２，…，αｍ都是ｎ维向量，如果ｍ＞ｎ，那么α１，α２，…，αｍ必线性相关．

定理四及其推论可简单地叙述为：向量个数大于维数的向量组是线性相关的．

§３　向量组的秩

现在我们来研究向量组之间的一些关系．

定义８　设有两个ｎ维向量组

Ａ：α１，α２，…，αｒ；

Ｂ：β１，β２，…，βＳ．

如果向量组Ａ中的每个向量都可由向量组Ｂ中的向量线性表示，则称向量组Ａ可由

!!



! " # $ ! " $ % & # " ' ( )

!"#

!

$%&

!

书书书

向量组Ｂ线性表示．如果向量组Ａ可由向量组Ｂ线性表示，并且向量组Ｂ也可由向量组Ａ

线性表示，则称向量组Ａ与向量组Ｂ等价．

由定义８不难证明，每一个向量组都可由它自身线性表示．还容易推出，如果向量组

Ａ可由向量组Ｂ线性表示，向量组Ｂ又可由向量组Ｃ线性表示，那么向量组Ａ可由向量组

Ｃ线性表示．

根据上述结论，可以得出等价向量组之间有如下的性质：

（１）反身性：每一个向量组都与它自身等价；

（２）对称性：如果向量组Ａ与向量组Ｂ等价，则向量组Ｂ也与向量组Ａ等价；

（３）传递性：如果向量组Ａ与向量组Ｂ等价，向量组Ｂ与向量组Ｃ等价，则向量组Ａ与

向量组Ｃ等价．

例１２　验证向量组

α１＝（１，２，３），　α２＝（１，０，２）

与向量组

β１＝（３，４，８），　β２＝（２，２，５），　β３＝（０，２，１）

等价．

［解］　事实上，可以验证它们之间有如下关系：

α１＝β１－β２，　α２＝２β２－β１；

β１＝２α１＋α２，　β２＝α１＋α２，　β３＝α１－α２．

故两个向量组等价．

例１３　判定以下两个向量组是否等价．

Ａ：　α１＝（－１，１，０），　α２＝（－１，２，１），

Ｂ：　β１＝（０，１，１），　β２＝（１，０，１），　β３＝（２，１，２）．

［解］　容易求出

α１＝β１－β２＋０·β３，　α２＝２β１－β２＋０·β３．

即向量组Ａ可用向量组Ｂ线性表示．

我们考虑β３能否用α１，α２线性表示．

设 β３＝λ１α１＋λ２α２，

即 （２，１，２）＝λ１（－１，１，０）＋λ２（－１，２，１）．

于是

－λ１－λ２＝２，

λ１＋２λ２＝１，

λ２＝２
{

．
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此方程组无解，故β３不能用α１，α２线性表示，因而向量组Ｂ不能用向量组Ａ线性表示，也

即向量组Ａ与Ｂ不等价．

为了进一步讨论向量组的一些重要性质，我们引入最大线性无关向量组和向量组的

秩等概念．

定义９　若一个向量组中的部分向量组α１，α２，…，αｍ满足：

（１）α１，α２，…，αｍ线性无关；

（２）向量组中任一向量都是α１，α２，…，αｍ的线性组合．

则称α１，α２，…，αｍ是该向量组的一个最大线性无关向量组或极大线性无关向量组，

简称最大无关组或极大无关组．

例１４　设有向量组

α１＝（１，０，０），　α２＝（０，１，０），　α３＝（１，１，０），

试求向量组的一个最大线性无关组．

［解］　显然α１，α２线性无关，而α３＝α１＋α２，所以α１，α２是一个最大线性无关组．另

一方面，容易看出，α１，α３或α２，α３也都是向量组α１，α２，α３的最大无关组．

注意：

（１）一般来说，一个向量组的最大线性无关组不是唯一的．

（２）由定义９可得到一个基本性质：一个向量组与它的最大线性无关组是等价的．

（３）由（２）及等价的传递性可知，一个向量组的任意两个最大线性无关组都是等价的．

（４）一个线性无关向量组的最大线性无关组就是这个向量组本身．

（５）当一个向量组的向量都是零向量时，那么这个向量组的最大无关组是空集．

例１５　全体ｎ维向量所构成的向量组记作Ｒｎ．设ｎ维向量组Ｅ为ε１，ε２，…，εｎ，则Ｅ

是Ｒｎ的一个最大线性无关组．

［证］　在例５中，我们已经证明了ε１，ε２，…，εｎ是线性无关的，而由例１又得知，对

任一ｎ维向量α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）均有

α＝ａ１ε１＋ａ２ε２＋… ＋ａｎεｎ．

即Ｒｎ中任一向量都可被ｎ维单位向量组ε１，ε２，…，εｎ线性表示．因此ｎ维单位向量组ε１，

ε２，…，εｎ是Ｒ
ｎ中的一个最大线性无关组．

例１６　设ｎ维向量α１，α２，…，αｎ∈Ｒ
ｎ且线性无关，则ｎ维向量组α１，α２，…，αｎ是

Ｒｎ的一个最大线性无关组．

［证］　因为α１，α２，…，αｎ线性无关，对任意一个ｎ维向量α，由定理四知，这ｎ＋１个

ｎ维向量α，α１，α２，…，αｎ线性相关，再由定理二可知，α可由α１，α２，…，αｎ线性表示，故ｎ
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维向量组α１，α２，…，αｎ是Ｒ
ｎ的一个最大线性无关组．

定理五　设有两个ｎ维向量组

Ａ：　α１，α２，…，αｒ；　　Ｂ：　β１，β２，…，βｓ．

如果向量组Ａ可以由向量组Ｂ线性表示，而且向量组Ａ线性无关，则ｒ≤ｓ．

［证］　用反证法，假设ｒ＞ｓ，由于向量组Ａ可由向量组Ｂ线性表示，故有

α１＝ａ１１β１＋ａ１２β２＋… ＋ａ１ｓβｓ，

α２＝ａ２１β１＋ａ２２β２＋… ＋ａ２ｓβｓ，

αｒ＝ａｒ１β１＋ａｒ２β２＋… ＋ａｒｓβｓ

…………………………………













．

（１）

上式的系数构成ｒ个ｓ维向量

δ１＝（ａ１１，ａ１２，…，ａ１ｓ），

δ２＝（ａ２１，ａ２２，…，ａ２ｓ），

δｒ＝（ａｒ１，ａｒ２，…，ａｒｓ）

……………………

．

因为ｒ＞ｓ，即向量的个数ｒ大于向量维数ｓ，所以它们是线性相关的，于是存在一组不全为

０的数ｋ１，ｋ２，…，ｋｒ，使

ｋ１δ１＋ｋ２δ２＋… ＋ｋｒδｒ＝０． （２）

以这ｒ个数ｋ１，ｋ２，…，ｋｒ做线性组合

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｒαｒ， （３）

将（１）式代入（３）式，整理得

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｒαｒ

＝ｋ１（ａ１１β１＋ａ１２β２＋… ＋ａ１ｓβｓ）＋ｋ２（ａ２１β１＋ａ２２β２＋… ＋ａ２ｓβｓ）

＋… ＋ｋｒ（ａｒ１β１＋ａｒ２β２＋… ＋ａｒｓβｓ）

＝（ｋ１ａ１１＋ｋ２ａ２１＋… ＋ｋｒａｒ１）β１＋… ＋（ｋ１ａ１ｓ＋ｋ２ａ２ｓ＋… ＋ｋｒａｒｓ）βｓ，

由（２）式知，上式中βｉ前的系数全为０，故

ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｒαｒ＝０．

于是α１，α２，…，αｒ线性相关，这与假设向量组Ａ线性无关矛盾，即ｒ不可能大于ｓ，

因此ｒ≤ｓ． 证毕．

推论１　两个线性无关的等价的向量组，一定包含相同个数的向量．

［证］　设有两个等价的线性无关的向量组
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Ａ：α１，α２，…，αｒ；　　Ｂ：β１，β２，…，βｓ．

因向量组Ａ是线性无关的向量组，且可由向量组Ｂ线性表示，由定理五，则有ｒ≤ｓ．同

理，由定理五可得ｓ≤ｒ，所以ｒ＝ｓ，即两个向量组所含的向量个数相同． 证毕．

推论２　在一个向量组中，它的任意两个最大无关组所含向量的个数相同．

［证］　设Ａ与Ｂ都是向量组Ｔ的最大线性无关组，因为Ａ与Ｔ等价，Ｂ与Ｔ等价，因

此Ａ与Ｂ等价，由推论１可知，向量组Ａ与向量组Ｂ所含向量的个数相同． 证毕．

由此可见，一个向量组的最大无关组虽然可以不是唯一的，但最大无关组所含向量

的个数总是确定的，根据这个结论，我们引出向量组秩的概念．

定义１０　向量组的最大无关组所含向量的个数称为这个向量组的秩．

说明：向量组α１，α２，…，αｍ的秩记为Ｒ（α１，α２，…，αｍ）．

例如，由例１５可知，单位向量组ε１，ε２，…，εｎ是向量组 Ｒ
ｎ的一个最大无关组，所以

Ｒ（Ｒｎ）＝ｎ．

对向量组α１＝（１，０，０），α２＝（０，１，０），α３＝（１，１，０），由例１４可知，α１，α２为其一个

最大无关组，所以Ｒ（α１，α２，α３）＝２．

显然，当向量组所含向量个数较多时，通过找最大无关组得到向量组的秩不是很理

想，我们将在第三章介绍求向量组的秩与最大无关组的一个比较实用的方法．

由定义１０容易证明，一个向量组α１，α２，…，αｒ线性无关的充要条件是：这个向量组

的秩等于它所含向量的个数ｒ．

推论３　等价的向量组有相同的秩．

［证］　设两个等价的向量组为

Ａ：α１，α２，…，αｌ；　　Ｂ：β１，β２，…，βｍ．

且向量组Ａ的秩为ｒ，向量组Ｂ的秩为ｓ，并各取它们的一个最大无关组：

Ａ１：αｉ１，αｉ２，…，αｉｒ；　　Ｂ１：βｉ１，βｉ２，…，βｉｓ．

由于向量组Ａ可由向量组Ｂ线性表示，显然它的部分向量组Ａ１可由向量组Ｂ线性表

示，而Ｂ可由Ｂ１线性表示，于是Ａ１可由Ｂ１线性表示，且向量组Ａ１线性无关，根据定理五

得ｒ≤ｓ．同理可证ｓ≤ｒ，因此有ｒ＝ｓ． 证毕．

§４　向量空间

在本章第１节中，我们把ｎ元有序数组

α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）
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称为ｎ维向量，并且对它规定了加法及数乘两种运算，这两种运算满足以下八条运算规律

（设α，β，γ都是ｎ维向量，λ，μ是实数）：

（１）α＋β＝β＋α；

（２）（α＋β）＋γ＝α＋（β＋γ）；

（３）α＋０＝α；

（４）α＋（－α）＝０；

（５）１·α＝α；

（６）λ（μα）＝（λμ）α；

（７）λ（α＋β）＝λα＋λβ；

（８）（λ＋μ）α＝λα＋μα．

下面介绍向量空间的概念．

定义１１　设Ｖ为ｎ维向量的集合，若Ｖ非空，且对任意α，β∈Ｖ，λ∈Ｒ，有α＋β∈Ｖ，

λα∈Ｖ，即Ｖ对于加法及乘数两种运算封闭，则称集合Ｖ为向量空间．

所谓封闭，是指对于集合Ｖ，若α∈ Ｖ，β∈ Ｖ，则 α＋β∈ Ｖ；若 α∈ Ｖ，λ∈Ｒ，则

λα∈Ｖ．

检验一个ｎ维向量集合是否构成向量空间，只需检验对运算的封闭性，因为ｎ维向量

规定的加法及数乘两种运算显然满足八条线性运算规律．

例１７　ｎ维向量的全体Ｒｎ就是一个向量空间，因为任意两个ｎ维向量之和仍然是ｎ

维向量，数λ乘ｎ维向量也仍然是ｎ维向量，它们都属于Ｒｎ．特别地，二维向量全体组成的

向量空间记作Ｒ２，三维向量全体组成的向量空间记作Ｒ３．

例１８　集合

Ｖ１＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２）｜ｘ１＋２ｘ２＝０，ｘ１，ｘ２∈Ｒ｝

是一个向量空间．

因为若 α＝（ａ１，ａ２），　β＝（ｂ１，ｂ２）∈Ｖ１，

则 ａ１＋２ａ２＝０，　ｂ１＋２ｂ２＝０，

又 α＋β＝（ａ１＋ｂ１，ａ２＋ｂ２），　λα＝（λａ１，λａ２）（λ∈Ｒ），

从而 （ａ１＋ｂ１）＋２（ａ２＋ｂ２）＝（ａ１＋２ａ２）＋（ｂ１＋２ｂ２）＝０＋０＝０，

λａ１＋２（λａ２）＝λ（ａ１＋２ａ２）＝λ·０＝０．

于是 α＋β∈Ｖ１，　λα∈Ｖ１．

故Ｖ１是一个向量空间．

例１９　集合
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Ｖ２＝｛ｘ＝（１，ｘ２，…，ｘｎ）｜ｘ２，ｘ３，…，ｘｎ∈Ｒ｝

不是向量空间．

因为若α＝（１，ａ２，…，ａｎ）∈Ｖ２，则２α＝（２，２ａ２，…，２ａｎ）Ｖ２，对数乘运算不满足封

闭性．

定义１２　设Ｖ２是一个向量空间，Ｖ１是Ｖ２的一个非空子集，若Ｖ１对于Ｖ２中所定义的

加法及数乘两种运算也构成一个向量空间，则称Ｖ１为Ｖ２的子空间．

在向量空间Ｖ中，只由零向量组成的子集是Ｖ的一个子空间，称为零空间；向量空间

本身也是Ｖ的一个子空间；任何由ｎ维向量所组成的向量空间Ｖ，总有ＶＲｎ，所以这样

的向量空间总是Ｒｎ的子空间．

例２０　设α１，α２，…，αｍ为ｎ维向量，集合

Ｖ＝｛ｘ＝λ１α１＋λ２α２＋… ＋λｍαｍ｜λ１，λ２，…，λｍ∈Ｒ｝

是一个向量空间．

因为　（１）若ｘ１，ｘ２∈Ｖ，则

ｘ１＝ａ１α１＋ａ２α２＋… ＋ａｍαｍ　（ａｉ∈Ｒ），

ｘ２＝ｂ１α１＋ｂ２α２＋… ＋ｂｍαｍ　（ｂｉ∈Ｒ）．

于是

ｘ１＋ｘ２＝（ａ１＋ｂ１）α１＋（ａ２＋ｂ２）α２＋… ＋（ａｍ ＋ｂｍ）αｍ∈Ｖ．

（２）若ｘ１∈Ｖ，λ∈Ｒ，则

λｘ１＝λａ１α１＋λａ２α２＋… ＋λａｍαｍ∈Ｖ．

这个向量空间称为由向量组α１，α２，…，αｍ所生成的向量空间．

定义１３　在向量空间Ｖ中，如果存在ｒ个向量α１，α２，…，αｒ满足：

（１）α１，α２，…，αｒ线性无关；

（２）Ｖ中任一向量总可由α１，α２，…，αｒ线性表示，则称向量组

α１，α２，…，αｒ
为向量空间Ｖ的一组基，ｒ称为向量空间的维数．

维数为ｒ的向量空间，称为ｒ维向量空间．在ｒ维向量空间中，任意ｒ个线性无关的向

量均可取作向量空间的基．一个向量空间的维数是唯一的，但它的基不是唯一的．

零空间没有线性无关的向量，所以它没有基，它的维数是零．

若把向量空间看作向量组，则Ｖ的基就是向量组的最大无关组，Ｖ的维数就是向量组

的秩．

若向量组α１，α２，…，αｒ是向量空间Ｖ的一组基，则Ｖ可表示为
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Ｖ＝｛ｘ＝λ１α１＋λ２α２＋… ＋λｒαｒ｜λ１，λ２，…，λｒ∈Ｒ｝．

这就较清楚地显示出向量空间Ｖ的构造．

例２１　在向量空间Ｒｎ中，

ε１＝（１，０，…，０），ε２＝（０，１，…，０），…，εｎ＝（０，０，…，１）

是Ｒｎ的一组基（称为标准基），则Ｒｎ可表示为

Ｒｎ＝｛ｘ＝λ１ε１＋λ２ε２＋… ＋λｎεｎ｜λ１，λ２，…，λｎ∈Ｒ｝．

在Ｒｎ中取 ｅ１＝（１，１，…，１），ｅ２＝（０，１，…，１），…，ｅｎ＝（０，０，…，１），容易证明 ｅ１，

ｅ２，…，ｅｎ是Ｒ
ｎ中另一组基，则Ｒｎ可表示为

Ｒｎ＝｛ｘ＝μ１ｅ１＋μ２ｅ２＋… ＋μｎｅｎ｜μ１，μ２，…，μｎ∈Ｒ｝．

从上面的例子可以看出，一个向量空间的基不是唯一的，因此在不同基下，向量空间

表示形式也不是唯一的．

定义１４　设Ｖ为ｒ维向量空间，且α１，α２，…，αｒ为Ｖ的一组基，α∈Ｖ，若

α＝ｘ１α１＋ｘ２α２＋… ＋ｘｒαｒ，

则称ｘ１，ｘ２，…，ｘｒ为向量α在基α１，α２，…，αｒ下的坐标，记为

Ｘ＝

ｘ１

ｘ２



ｘ















ｒ

．

例如，单位向量组ε１，ε２，…，εｎ是向量空间Ｒ
ｎ的一组基，则α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）∈Ｒ

ｎ

在基ε１，ε２，…，εｎ下的坐标为

Ｘ＝

ａ１

ａ２



ａ















ｎ

．

例２２　设Ｖ＝｛（０，ａ２，ａ３，…，ａｎ）ａ２，ａ３，…，ａｎ∈Ｒ｝，（１）证明：Ｖ为向量空间；（２）

证明：向量组α１＝（０，１，０，…，０），α２＝（０，１，１，…，０），…，αｎ－１＝（０，１，１，…，１）为Ｖ的一

组基；（３）求向量α＝（０，ａ２，ａ３，…，ａｎ）∈Ｖ在基α１，α２，…，αｎ－１下的坐标．

［证］　（１）任取α，β∈Ｖ，λ∈Ｒ，则

α＝（０，ａ２，…，ａｎ），　β＝（０，ｂ２，…，ｂｎ）．

且
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α＋β＝（０，ａ２＋ｂ２，…，ａｎ＋ｂｎ）∈Ｖ；

λα＝（０，λａ２，…，λａｎ）∈Ｖ．

故Ｖ为向量空间．

（２）设ｋ１α１＋ｋ２α２＋… ＋ｋｎ－１αｎ－１＝０，则

ｋ１＋ｋ２＋… ＋ｋｎ－１＝０，

ｋ２＋… ＋ｋｎ－１＝０，

………………

ｋｎ－２＋ｋｎ－１＝０，

ｋｎ－１＝０















．

于是ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｎ－１＝０，故α１，α２，…，αｎ－１线性无关．

任取α＝（０，ａ２，ａ３，…，ａｎ）∈Ｖ，且设α＝ｌ１α１＋ｌ２α２＋… ＋ｌｎ－２αｎ－２＋ｌｎ－１αｎ－１，则

ｌ１＋ｌ２＋… ＋ｌｎ－１＝ａ２，

ｌ２＋… ＋ｌｎ－１＝ａ３，

………………

ｌｎ－２＋ｌｎ－１＝ａｎ－１，

ｌｎ－１＝ａｎ















，

解之，得

ｌ１＝ａ２－ａ３，

ｌ２＝ａ３－ａ４，

…………

ｌｎ－２＝ａｎ－２－ａｎ－１，

ｌｎ－１＝ａｎ－１















，

故α可由α１，α２，…，αｎ－１线性表示．

因此α１，α２，…，αｎ－１为向量空间Ｖ的一组基．

（３）由（２），得α＝（０，ａ２，ａ３，…，ａｎ）在基α１，α２，…，αｎ－１下的坐标为

Ｘ＝

ａ２－ａ３

ａ３－ａ４



ａｎ－２－ａｎ－１

ａｎ－



















１

．
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习题二

１．已知向量α＝（５，－１，３），且３α－４β＝（３，－７，１７），试求２α＋３β．

２．设

α１＝（１，０，０，０），　α２＝（１，１，０，０），

α３＝（１，１，１，０），　α４＝（１，１，１，１）；

β１＝（２，１，－１），　β２＝（２，１，－１，０），

β３＝（２，１，－１，０，０），　β４＝（２，１，－１，３）．

试问上述 β１，β２，β３，β４都能表示为 α１，α２，α３，α４的线性组合吗？若能则写出表

示式．

３．试证任一向量 β ＝（ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４）都 可 以 由 向 量 组 α１ ＝（１，０，０，０），

α２＝（２，１，０，０），α３＝（３，２，１，０），α４＝（４，３，２，１）线性表示，并且表示方法只有一种，写

出这种表示式．

４．证明：ｎ维零向量可由任意的ｎ维向量组α１，α２，…，αｎ线性表示．

５．证明：向量组α１，α２，…，αｍ中的任一向量αｊ（１≤ｊ≤ｍ）都可由这个向量组线性

表示．

６．设α１，α２，α３线性无关，且β１＝α１－α２＋２α３，β２＝α２－α３，β３＝２α１－α２＋３α３．

试用线性相关定义判别β１，β２，β３是否线性相关？

７．证明：在ｎ维向量空间中，如果α１，α２，…，αｎ线性无关，则任一向量β可以由α１，

α２，…，αｎ线性表示．

８．已知α１＝（１，２，３），α２＝（３，－１，２），α３＝（２，３，ｃ）．试问

（１）当ｃ为何值时，α１，α２，α３线性无关；

（２）当ｃ为何值时，α１，α２，α３线性相关？并把α３表示为α１，α２的线性组合．

９．判别下列向量组的线性相关性．

（１）α１＝（２，５），　α２＝（１，３，－１，７）；

（２）α１＝（１，１，１），　α２＝（１，２，３）；　α３＝（１，６，３）；

（３）α１＝（１，２，３），　α２＝（１，－４，１），　α３＝（１，１４，７）；

（４）α１＝（１，１，－３，４），　α２＝（－１，３，１，２），

α３＝（０，２，－１，３），　α４＝（－２，６，２，４）；

（５）α１＝（１，０，１，０，０），　α２＝（１，１，０，０，０），　α３＝（０，１，１，０，０），

!"



!

! " # $ ! " $ % & # " ' ( )

! " # $

书书书

α４＝（０，０，１，１，０），　α５＝（０，１，０，１，１）．

１０．若向量组α１，α２，…，αｍ线性相关，则每个向量都可以由其余向量线性表示，这种

说法对吗？

１１．试证：若ｎ维单位向量ε１，ε２，…，εｎ可以由ｎ维向量α１，α２，…，αｎ线性表示，则

α１，α２，…，αｎ线性无关．

１２．假设α可以用α１，α２，…，αｍ线性表示：

α＝λ１α１＋λ２α２＋… ＋λｍαｍ，

则这种表示法唯一吗？

１３．求下列向量组的一个最大线性无关组及向量组的秩．

α１＝（２，１，３，－１），　α２＝（３，－１，２，０），

α３＝（４，２，６，－２），　α４＝（４，－３，１，１）．

１４．设向量组α１，α２，α３线性相关，向量组α２，α３，α４线性无关，问：

（１）α１能否由α２，α３线性表示？

（２）α４能否由α１，α２，α３线性表示？

１５．若α１，α２，α３线性无关，请用两种方法证明α１＋α２，α２＋α３，α３＋α１也线性无关．

１６．集合

Ｖ＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）｜ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ∈Ｒ满足ｘ１＋ｘ２＋… ＋ｘｎ＝０｝

是否为一个向量空间？

１７．证明：向量组α１＝（１，－１，０），α２＝（２，１，３），α３＝（３，１，２）为Ｒ
３的一组基，并求

向量α＝（５，０，７）在基α１，α２，α３下的坐标．
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第三章

矩 　 阵

矩阵是线性代数的一个最基本的概念，矩阵的运算是线性代数的基本内容．矩阵的

理论和方法在自然科学和工程技术的许多领域有着广泛的应用，成为研究和解决实际问

题不可缺少的数学工具之一．

本章首先引入矩阵的概念，介绍矩阵的运算及其性质，进而讨论逆矩阵、矩阵的秩、

矩阵的初等变换，并且给出一个通过矩阵的初等变换求逆矩阵的实用方法．

§１　矩阵的概念与运算

１线性变换与矩阵

在许多问题中，我们会遇到一些变量要用另外一些变量线性地表示．设 ｙ２，ｙ２，…，ｙｍ
能用变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ线性地表示，即

ｙ１＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ，

ｙ２＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ，

ｙｍ＝ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋… ＋ａｍｎｘｎ

…………………………………













．

（１）

其中ａｉｊ为常数（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）．这种从变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ到变量ｙ１，ｙ２，…，

ｙｍ的变换叫作线性变换．

线性变换（１）中的系数可以排成如下ｍ行ｎ列的一张矩形表

!!
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ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

， （２）

那么线性变换（１）与矩形表（２）构成一一对应的关系．

对于一般线性方程组

ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ＝ｂ１，

ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ＝ｂ２，

ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋… ＋ａｍｎｘｎ＝ｂｍ

…………………………………













，

（３）

其未知量的系数和常数项，按方程的顺序也可以排成如下ｍ行（ｎ＋１）列的矩形表

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ ｂ１

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ ｂ２

ａｍ１ ａｍ２ … ａｍｎ ｂ

………………………















ｍ

， （４）

因而线性方程组（３）与矩形表（４）亦构成一一对应的关系．

表（２）和表（４）这种形状的矩形表，在数学上就叫作矩阵．

定义１　由ｍ×ｎ个数ａｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）按一定的次序排成ｍ行ｎ列

的矩形表

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

，

称为ｍ行ｎ列矩阵，简称ｍ×ｎ矩阵，记为

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

， （５）

其中这ｍ×ｎ个数ａｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ）称为矩阵Ａ的元素．ａｉｊ称为矩阵Ａ的

第ｉ行第ｊ列元素．元素是实数的矩阵称为实矩阵，元素是复数的矩阵称为复矩阵．本书中
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的矩阵除特别说明外，都指实矩阵．（５）式也可简记为

Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ或Ａ＝（ａｉｊ）．

当ｍ＝ｎ时，Ａ称为ｎ阶方阵．

只有一行的矩阵

Ａ＝（ａ１ａ２… ａｎ）

称为行矩阵．

只有一列的矩阵

Ａ＝

ｂ１

ｂ２



ｂ














ｍ

称为列矩阵．

元素都是零的矩阵称为零矩阵，记作Ｏ．

习惯上，我们也把行矩阵叫作行向量，列矩阵叫作列向量．

注意：矩阵与行列式是两个完全不同的概念．ｎ阶行列式是一个数，ｍ×ｎ矩阵Ａ不是

一个数，而是由ｍ×ｎ个元素按一定顺序排成的矩形表．

定义２　设矩阵Ａ＝（ａｉｊ）与Ｂ＝（ａｉｊ）都是ｍ×ｎ矩阵，并且它们对应的元素相等，即

ａｉｊ＝ｂｉｊ　（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ），

则称矩阵Ａ与矩阵Ｂ相等，记作Ａ＝Ｂ．

２矩阵的运算

（１）矩阵的加法．

定义３　设有两个ｍ×ｎ矩阵Ａ＝（ａｉｊ），Ｂ＝（ｂｉｊ），那么矩阵Ａ与Ｂ的和记作Ａ＋Ｂ，

规定为

Ａ＋Ｂ＝

ａ１１＋ｂ１１ ａ１２＋ｂ１２ … ａ１ｎ＋ｂ１ｎ

ａ２１＋ｂ２１ ａ２２＋ｂ２２ … ａ２ｎ＋ｂ２ｎ

ａｍ１＋ｂｍ１ ａｍ２＋ｂｍ２ … ａｍｎ＋ｂ

……………………………………















ｍｎ

． （６）

应该注意，只有在两个矩阵Ａ与Ｂ的行数相同且列数也相同时，才能进行加法运算．

矩阵
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－ａ１１ －ａ１２ … －ａ１ｎ

－ａ２１ －ａ２２ … －ａ２ｎ

－ａｍ１ －ａｍ２ … －ａ

…………………………















ｍｎ

称为矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ的负矩阵，记作 －Ａ．

利用负矩阵定义两个矩阵的减法为

Ａ－Ｂ＝Ａ＋（－Ｂ）．

容易验证矩阵加法满足以下运算规律（设Ａ，Ｂ，Ｃ都是ｍ×ｎ矩阵）：

（ｉ）Ａ＋Ｂ＝Ｂ＋Ａ；

（ｉｉ）（Ａ＋Ｂ）＋Ｃ＝Ａ＋（Ｂ＋Ｃ）；

（ｉｉｉ）Ａ＋Ｏ＝Ａ；

（ｉｖ）Ａ＋（－Ａ）＝Ｏ．

（２）数与矩阵的乘法．

定义４　数λ与矩阵Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ的乘积记作λＡ或Ａλ，规定为

λＡ＝Ａλ＝λ

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

＝

λａ１１ λａ１２ … λａ１ｎ

λａ２１ λａ２２ … λａ２ｎ

λａｍ１ λａｍ２ … λａ

……………………















ｍｎ

． （７）

注意：数与矩阵的乘法跟数与行列式的乘法是不同的．

容易验证数乘矩阵满足以下运算规律（设Ａ，Ｂ为ｍ×ｎ矩阵，λ，μ为常数）：

（ｉ）１·Ａ＝Ａ；

（ｉｉ）（λμ）Ａ＝λ（μＡ）；

（ｉｉｉ）（λ＋μ）Ａ＝λＡ＋μＡ；

（ｉｖ）λ（Ａ＋Ｂ）＝λＡ＋λＢ．

（３）矩阵与矩阵相乘．

设有两个线性变换
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ｙ１＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋ａ１３ｘ３，

ｙ２＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋ａ２３ｘ３
{ ．

（８）

ｘ１＝ｂ１１ｔ１＋ｂ１２ｔ２，

ｘ２＝ｂ２１ｔ１＋ｂ２２ｔ２，

ｘ３＝ｂ３１ｔ１＋ｂ３２ｔ２
{

．

（９）

它们对应的矩阵分别为

Ａ＝
ａ１１ ａ１２ ａ１３

ａ２１ ａ２２ ａ[ ]
２３

，　Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２

ｂ２１ ｂ２２

ｂ３１ ｂ











３２

．

将变换（９）式代入（８）式，就得到从ｔ１，ｔ２到ｙ１，ｙ２的线性变换：

ｙ１＝（ａ１１ｂ１１＋ａ１２ｂ２１＋ａ１３ｂ３１）ｔ１＋（ａ１１ｂ１２＋ａ１２ｂ２２＋ａ１３ｂ３２）ｔ２，

ｙ２＝（ａ２１ｂ１１＋ａ２２ｂ２１＋ａ２３ｂ３１）ｔ１＋（ａ２１ｂ１２＋ａ２２ｂ２２＋ａ２３ｂ３２）ｔ２
{ ．

（１０）

其对应矩阵为

Ｃ＝
ａ１１ｂ１１＋ａ１２ｂ２１＋ａ１３ｂ３１　ａ１１ｂ１２＋ａ１２ｂ２２＋ａ１３ｂ３２

ａ２１ｂ１１＋ａ２２ｂ２１＋ａ２３ｂ３１　ａ２１ｂ１２＋ａ２２ｂ２２＋ａ２３ｂ
[ ]

３２

．

线性变换（１０）可以看成先做线性变换（９）再做变换（８）的结果．我们把线性变换

（１０）叫作线性变换（８）与（９）的乘积，相应地把（１０）所对应的矩阵Ｃ定义为（８）与（９）

所对应的矩阵Ａ与Ｂ的乘积，即

　　Ｃ＝ＡＢ＝
ａ１１　ａ１２　ａ１３

ａ２１　ａ２２　ａ
[ ]

２３

ｂ１１　ｂ１２

ｂ２１　ｂ２２

ｂ３１　ｂ













３２

＝
ａ１１ｂ１１＋ａ１２ｂ２１＋ａ１３ｂ３１　ａ１１ｂ１２＋ａ１２ｂ２２＋ａ１３ｂ３２

ａ２１ｂ１１＋ａ２２ｂ２１＋ａ２３ｂ３１　ａ２１ｂ１２＋ａ２２ｂ２２＋ａ２３ｂ
[ ]

３２

． （１１）

一般地，我们有

定义５　设Ａ＝（ａｉｊ）是一个ｍ×ｓ矩阵，Ｂ＝（ｂｉｊ）是一个ｓ×ｎ矩阵，则矩阵Ａ与Ｂ的

乘积是一个ｍ×ｎ矩阵Ｃ＝（ｃｉｊ），其中

ｃｉｊ＝ａｉ１ｂ１ｊ＋ａｉ２ｂ２ｊ＋… ＋ａｉｓｂｓｊ＝∑
ｓ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｊ

（ｉ＝１，２，…，ｍ；ｊ＝１，２，…，ｎ），

并把乘积记为Ｃ＝ＡＢ．
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按此定义，一个１×ｓ行矩阵与一个ｓ×１列矩阵的乘积是一个一阶方阵，也就是一个

数：

（ａｉ１ａｉ２… ａｉｓ）

ｂ１ｊ

ｂ２ｊ



ｂ















ｓｊ

＝ａｉ１ｂ１ｊ＋ａｉ２ｂ２ｊ＋… ＋ａｉｓｂｓｊ＝∑
ｓ

ｋ＝１
ａｉｋｂｋｊ＝ｃｉｊ．

由此表明乘积矩阵ＡＢ＝Ｃ的第ｉ行第ｊ列元素ｃｉｊ就是Ａ的第ｉ行与Ｂ的第ｊ列的乘积．

必须注意：只有当第一个矩阵（左矩阵）的列数等于第二个矩阵（右矩阵）的行数时，

两个矩阵才能相乘，否则没有意义．

例１　设

Ａ＝
２ －１ ０

３ １ －[ ]２，　Ｂ＝
１ －３

２ １

－









５ ０

，

试求ＡＢ．

［解］　按矩阵乘法定义，有

　ＡＢ＝
２ －１ ０

３ １ －[ ]２
１ －３

２ １

－









５ ０

　 ＝
２×１＋（－１）×２＋０×（－５）　２×（－３）＋（－１）×１＋０×０

３×１＋１×２＋（－２）×（－５）　３×（－３）＋１×１＋（－２）×[ ]０
　 ＝

０ －７

１５ －[ ]８．
例２　设

Ａ＝
－２ ４

１ －[ ]２，　Ｂ＝
２ ４

－３ －[ ]６，
试求ＡＢ与ＢＡ．

［解］　按矩阵乘法定义，有

ＡＢ＝
－２ ４

１ －[ ]２
２ ４

－３ －[ ]６ ＝
－１６ －３２[ ]８ １６

，

ＢＡ＝
２ ４

－３ －[ ]６
－２ ４

１ －[ ]２ ＝
０ ０[ ]０ ０

．
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由此可以看出矩阵的乘法与数的乘法有下述区别：

①矩阵的乘法不满足交换律，即一般说来

ＡＢ≠ＢＡ．

这是由于，一方面当ＡＢ有意义时，ＢＡ不一定有意义；另一方面即使ＡＢ与ＢＡ都有意义，它

们的阶数也不一定相等．如例１中，ＡＢ是２×２矩阵，而ＢＡ是３×３矩阵，它们不可能相等．

即使Ａ与Ｂ都是ｎ阶方阵，此时ＡＢ与ＢＡ都有意义，而且ＡＢ与ＢＡ也都是ｎ阶方阵，但它

们也不一定相等，如例２．

但当ＡＢ＝ＢＡ时，称Ａ与Ｂ可交换．

②两个非零矩阵的乘积可能是零矩阵，因此由ＡＢ＝Ｏ不能推出Ａ＝Ｏ或Ｂ＝Ｏ的结

论．由此还可得出矩阵乘法的消去律不成立，即当ＡＢ＝ＡＣ时，不一定有Ｂ＝Ｃ，请看下例．

例如：

Ａ＝
１　０[ ]０　０

，　Ｂ＝
０　０[ ]１　０

，　Ｃ＝
０　０[ ]０　１

．

容易算得

ＡＢ＝
０　０[ ]０　０

，　ＡＣ＝
０　０[ ]０　０

．

这里ＡＢ＝ＡＣ，但Ｂ≠Ｃ．

矩阵乘法满足下列运算规律（假设运算是可行的）：

（ｉ）（ＡＢ）Ｃ＝Ａ（ＢＣ）；

（ｉｉ）Ａ（Ｂ＋Ｃ）＝ＡＢ＋ＡＣ；

（Ｂ＋Ｃ）Ａ＝ＢＡ＋ＣＡ；

（ｉｉｉ）λ（ＡＢ）＝（λＡ）Ｂ＝Ａ（λＢ）　（其中λ是一个常数）．

矩阵乘法较麻烦且很特殊，但它完全是从实际问题中抽象出来的，正是由于用了这

种特殊的乘法运算，才使很多问题得到简化．

例如，设从变量ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ到变量ｙ１，ｙ２，…，ｙｍ的线性变换为

ｙ１＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ，

ｙ２＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ，

ｙｍ＝ａｍ１ｘ１＋ａｍ２ｘ２＋… ＋ａｍｎｘｎ

…………………………………













．

（１２）

令
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Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

，　Ｘ＝

ｘ１

ｘ２



ｘ















ｎ

，　Ｙ＝

ｙ１

ｙ２



ｙ















ｍ

，

则（１２）式的线性变换可写为Ｙ＝ＡＸ．

（４）矩阵的转置．

定义６　把矩阵Ａ的行换成同序数的列得到的新矩阵，称为Ａ的转置矩阵，记作Ａ′或

ＡＴ．例如矩阵

Ａ＝

１ ２ ０ －１

３ －１ １ ０

－２ ０ ４ －









３

的转置矩阵为

Ａ′＝

１ ３ －２

２ －１ ０

０ １ ４

－１ ０ －













３

．

矩阵的转置也是一种运算，满足下述运算规律（假设运算都是可行的）：

（ｉ）（Ａ′）′＝Ａ；

（ｉｉ）（Ａ＋Ｂ）′＝Ａ′＋Ｂ′；

（ｉｉｉ）（λＡ）′＝λＡ′；

（ｉｖ）（ＡＢ）′＝Ｂ′Ａ′．

前三式请读者自己验证，下证（ｉｖ）式．

［证］　设

Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｓ，　Ｂ＝（ｂｉｊ）ｓ×ｎ，

记ＡＢ＝Ｃ＝（ｃｉｊ）ｍ×ｎ，　Ｂ′Ａ′＝Ｄ＝（ｄｉｊ）ｎ×ｍ．

于是按照矩阵乘法，有

ｃｊｉ＝∑
ｓ

ｋ＝１
ａｊｋｂｋｉ．

而Ｂ′的第ｉ行为（ｂ１ｉ，…，ｂｓｉ），Ａ′的第ｊ列为（ａｊ１，…，ａｊｓ）′，因此

ｄｉｊ＝∑
ｓ

ｋ＝１
ｂｋｉａｊｋ＝∑

ｓ

ｋ＝１
ａｊｋｂｋｉ，
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所以

ｄｉｊ＝ｃｊｉ　（ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ），

即Ｄ＝Ｃ′，亦即

Ｂ′Ａ′＝（ＡＢ）′． 证毕．

例３　设

Ａ＝
２ ０ －１[ ]１ ３ ２

，　Ｂ＝

１ ７ －１

４ ２ ３








２ ０ １

，

验证

（ＡＢ）′＝Ｂ′Ａ′．

［解］　

Ａ′＝

２ １

０ ３

－









１ ２

，　Ｂ′＝

１ ４ ２

７ ２ ０

－









１ ３ １

，

ＡＢ＝
２ ０ －１[ ]１ ３ ２

１ ７ －１

４ ２ ３








２ ０ １

＝
０ １４ －３[ ]１７ １３ １０

，

（ＡＢ）′＝

０ １７

１４ １３

－









３ １０

，

Ｂ′Ａ′＝

１ ４ ２

７ ２ ０

－









１ ３ １

２ １

０ ３

－









１ ２

＝

０ １７

１４ １３

－









３ １０

，

所以有

（ＡＢ）′＝Ｂ′Ａ′．

设Ａ为ｎ阶方阵，如果满足Ａ′＝Ａ，即

ａｉｊ＝ａｊｉ　（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），

则称Ａ为对称矩阵．对称矩阵的特点是：它的元素以主对角线为对称轴对应相等．例如：

Ａ＝

１ ２ ３ ４

２ －１ －２ ０

３ －２ ５ １

４ ０ １ －













３

，

!"



!

! " # $ ! " $ % & # " ' ( )

! " # $

书书书

由于Ａ′＝Ａ，所以Ａ是对称矩阵．

（５）共轭矩阵．

如Ａ＝（ａｉｊ）为复矩阵时，用珔ａｉｊ表示ａｉｊ的共轭复数，记

Ａ＝（珔ａｉｊ），

则称Ａ为Ａ的共轭矩阵．

共轭矩阵满足下述运算规律（设Ａ，Ｂ为复矩阵，λ为复数，且运算都是可行的）：

（ｉ）Ａ＋Ｂ＝Ａ＋Ｂ；

（ｉｉ）λＡ＝λＡ；

（ｉｉｉ）ＡＢ＝ＡＢ．

§２　方　阵

１方阵Ａ的ｎ次幂

设Ａ是方阵，因为矩阵的乘法满足结合律，所以ＡＡ…Ａ表示唯一的一个矩阵，故有

定义７　若Ａ是方阵，则称

Ａｎ＝ＡＡ…{Ａ
ｎ个

　（ｎ为正整数）

为方阵Ａ的ｎ次幂．

注意：只有方阵的幂才有意义．

由于矩阵乘法适合结合律，所以方阵的幂满足以下运算规律：

（ｉ）ＡｋＡｌ＝Ａｋ＋ｌ；

（ｉｉ）（Ａｋ）ｌ＝Ａｋｌ．

其中ｋ，ｌ为任意正整数．

又由于乘法不满足交换律，所以一般情况下

（ＡＢ）ｋ≠ＡｋＢｋ　　（ｋ≥２），

其中Ａ，Ｂ均为ｎ阶方阵．

常见的乘法公式一般也不成立，如

（Ａ＋Ｂ）２＝Ａ２＋ＢＡ＋ＡＢ＋Ｂ２

≠Ａ２＋２ＡＢ＋Ｂ２；

（Ａ－Ｂ）（Ａ＋Ｂ）≠Ａ２－Ｂ２．

以上各式仅当Ａ，Ｂ可交换时才有等式成立．
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例４　证明

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ
ｎ

＝
ｃｏｓｎθ －ｓｉｎｎθ

ｓｉｎｎθ ｃｏｓｎ[ ]θ．
［证］　用数学归纳法．

当ｎ＝１时，等号显然成立．

设ｎ＝ｋ时成立，即

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ
ｋ

＝
ｃｏｓｋθ －ｓｉｎｋθ

ｓｉｎｋθ ｃｏｓｋ[ ]θ，
现在要证ｎ＝ｋ＋１时结论成立．此时有

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ
ｋ＋１

＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ
ｋ ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ
＝
ｃｏｓｋθ －ｓｉｎｋθ

ｓｉｎｋθ ｃｏｓｋ[ ]θ
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ

ｓｉｎθ ｃｏｓ[ ]θ
＝
ｃｏｓｋθｃｏｓθ－ｓｉｎｋθｓｉｎθ －ｃｏｓｋθｓｉｎθ－ｓｉｎｋθｃｏｓθ

ｓｉｎｋθｃｏｓθ＋ｃｏｓｋθｓｉｎθ －ｓｉｎｋθｓｉｎθ＋ｃｏｓｋθｃｏｓ[ ]θ
＝
ｃｏｓ（ｋ＋１）θ －ｓｉｎ（ｋ＋１）θ

ｓｉｎ（ｋ＋１）θ ｃｏｓ（ｋ＋１）[ ]θ，
于是等式得证．

２几种重要的方阵

（１）单位矩阵．

主对角线上的元素全是１，而其余元素全为０的ｎ阶方阵

１ ０ … ０

０ １ … ０

０ ０ …

…………













１

称为ｎ阶单位矩阵，记为Ｅｎ或Ｉｎ，简记为Ｅ或Ｉ．它对任何ｎ阶方阵Ａ满足

ＥＡ＝ＡＥ＝Ａ．

可见，ｎ阶单位方阵Ｅ在ｎ阶方阵乘法运算中的作用类似于数１在数的乘法运算中的

作用．

有了方阵幂以及单位矩阵，还可定义方阵多项式的概念．

设 ｆ（ｘ）＝ａ０＋ａ１ｘ＋ａ２ｘ
２＋… ＋ａｍｘ

ｍ
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是ｘ的多项式．Ａ是ｎ阵方阵，则

ａ０Ｅ＋ａ１Ａ＋ａ２Ａ
２＋… ＋ａｍＡ

ｍ

有确定意义，记为ｆ（Ａ），即

ｆ（Ａ）＝ａ０Ｅ＋ａ１Ａ＋ａ２Ａ
２＋… ＋ａｍＡ

ｍ

称为方阵Ａ的多项式．

例如，对于

ｆ（ｘ）＝１－ｘ＋ｘ２

及

Ａ＝
２ －１

－[ ]３ ３
，

则

　　ｆ（Ａ）＝Ｅ－Ａ＋Ａ２

＝
１　０[ ]０　１

－
２ －１

－[ ]３ ３
＋

２ －１

－[ ]３ ３

２

＝
６ －４

－[ ]１２ １０
．

（２）数量矩阵．

具有如下形式的ｎ阵方阵

λ ０ … ０

０ λ … ０

０ ０ …

…………













λ

称为数量矩阵，其中λ为常数，记为λＥ或λＩ．它对于任意ｎ阵方阵Ａ＝（ａｉｊ），有

（λＥ）Ａ＝Ａ（λＥ）＝

λａ１１ λａ１２ … λａ１ｎ

λａ２１ λａ２２ … λａ２ｎ

λａｎ１ λａｎ２ … λａ

……………………















ｎｎ

＝λＡ，

可见，它相当于数λ与Ａ相乘的结果．

（３）对角方阵．

主对角线以外的元素全为零的方阵称为对角方阵，简记为
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λ１

　 λ２

　 　 

　 　 　 λ















ｎ

＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）．

对角方阵具有下列性质：

（ｉ）对角方阵的转置方阵就是自身；

（ｉｉ）两个同阶对角方阵的和仍是对角方阵；

（ｉｉｉ）对角方阵与数的乘积仍是对角方阵；

（ｉｖ）两个同阶对角方阵相乘可以交换，其积也是对角方阵．

设

Ａ＝

ａ１１ ０ … ０

０ ａ２２ … ０

０ ０ … ａ

………………















ｎｎ

，　Ｂ＝

ｂ１１ ０ … ０

０ ｂ２２ … ０

０ ０ … ｂ

………………















ｎｎ

，

则

ＡＢ＝ＢＡ＝

ａ１１ｂ１１ ０ … ０

０ ａ２２ｂ２２ … ０

０ ０ … ａｎｎｂ

…………………………















ｎｎ

．

（４）三角方阵．

形如

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

０ ａ２２ … ａ２ｎ

０ ０ … ａ

………………















ｎｎ

　或　

ａ１１ ０ … ０

ａ２１ ａ２２ … ０

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………















ｎｎ

的ｎ阶方阵，分别称为上三角方阵或下三角方阵．

由矩阵运算规则可知，三角方阵有如下性质：

（ｉ）数λ与三角方阵之积仍是三角方阵；

（ｉｉ）两个同阶上（下）三角方阵之和、差仍是上（下）三角方阵；

（ｉｉｉ）两个同阶上（下）三角方阵之积仍是上（下）三角方阵．
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３方阵的行列式和非奇异方阵

方阵与行列式是两个不同的概念，但它们之间有一定的联系．

定义８　由ｎ阶方阵Ａ的元素所构成的行列式（各元素按原来的位置），称为方阵Ａ的

行列式，记为｜Ａ｜或ｄｅｔＡ．

设Ａ，Ｂ为ｎ阶方阵，λ为实数，由Ａ所确定的｜Ａ｜的这个运算满足下列运算规律：

（ｉ）｜Ａ′｜＝｜Ａ｜；

（ｉｉ）｜λＡ｜＝λｎ｜Ａ｜；

（ｉｉｉ）｜ＡＢ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜．

（ｉ）、（ｉｉ）成立是明显的，（ｉｉｉ）的证明较繁，这里从略．

由（ｉｉｉ）可知，对于ｎ阶方阵Ａ，Ｂ，一般说来ＡＢ≠ＢＡ，但总有

｜ＡＢ｜＝｜ＢＡ｜．

例５　设

Ａ＝
２ －１

－[ ]３ ３
，Ｂ＝

１ ２[ ]２ ５
，求 －２Ａ及 ＡＢ．

［解法１］

因为 －２Ａ＝
－４ ２

６ －[ ]６，
所以 －２Ａ＝

－４ ２

６ －６
＝１２．

因为 ＡＢ＝
２ －１

－[ ]３ ３

１ ２[ ]２ ５
＝
０ －１[ ]３ ９

，

所以

｜ＡＢ｜＝
０ －１

３ ９
＝３．

［解法２］

－２Ａ＝（－２）２
２ －１

－３ ３
＝４×３＝１２．

｜ＡＢ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜＝
２ －１

－３ ３

１ ２

２ ５
＝３×１＝３．

定义９　设Ａ为ｎ阶方阵，若｜Ａ｜≠０，则称Ａ为非奇异方阵（或称Ａ为非退化方阵）；

若｜Ａ｜＝０，则称Ａ为奇异方阵（或称Ａ为退化方阵）．
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§３　逆矩阵及其求法

１逆矩阵的概念及其求法

设给定一个线性变换

ｙ１＝ａ１１ｘ１＋ａ１２ｘ２＋… ＋ａ１ｎｘｎ，

ｙ２＝ａ２１ｘ１＋ａ２２ｘ２＋… ＋ａ２ｎｘｎ，

ｙｎ＝ａｎ１ｘ１＋ａｎ２ｘ２＋… ＋ａｎｎｘｎ

………………………………













．

（１３）

写成矩阵的形式为

Ｙ＝ＡＸ． （１３）′

其中

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………















ｎｎ

，　Ｘ＝

ｘ１

ｘ２



ｘ














ｎ

，　Ｙ＝

ｙ１

ｙ２



ｙ














ｎ

．

按克莱姆法则，若｜Ａ｜≠０，则由（１３）可解出每个ｘｉ，即ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ可用ｙ１，ｙ２，…，

ｙｎ线性表示为

ｘ１＝ｂ１１ｙ１＋ｂ１２ｙ２＋… ＋ｂ１ｎｙｎ，

ｘ２＝ｂ２１ｙ１＋ｂ２２ｙ２＋… ＋ｂ２ｎｙｎ，

ｘｎ＝ｂｎ１ｙ１＋ｂｎ２ｙ２＋… ＋ｂｎｎｙｎ

………………………………













．

（１４）

并且这个表示式是唯一的．（１４）是一个从 ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ到 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ的线性变换，称为

线性变换（１３）的逆变换．

若把（１４）的系数矩阵记作Ｂ，则（１４）也可记作

Ｘ＝ＢＹ． （１４）′

我们从（１３）′、（１４）′两式分析变换所对应的方阵Ａ与逆变换所对应的方阵Ｂ之间的

关系．用（１４）′代入（１３）′，可得

Ｙ＝Ａ（ＢＹ）＝（ＡＢ）Ｙ，

可见ＡＢ为恒等变换所对应的矩阵，故ＡＢ＝Ｅ．用（１３）′代入（１４）′，得
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Ｘ＝Ｂ（ＡＸ）＝（ＢＡ）Ｘ，

知有ＢＡ＝Ｅ．于是有

ＡＢ＝ＢＡ＝Ｅ． （１５）

由此我们引入逆矩阵的定义．

定义１０　对于ｎ阶方阵Ａ，如果有一个ｎ阶方阵Ｂ，使得

ＡＢ＝ＢＡ＝Ｅ，

则称Ａ为可逆方阵，或称Ａ是可逆的，并把方阵Ｂ称为Ａ的逆矩阵．

如果方阵Ａ是可逆的，则Ａ的逆矩阵是唯一的．这是因为：若 Ｂ，Ｃ都是 Ａ的逆矩阵，

则有

Ｂ＝ＢＥ＝Ｂ（ＡＣ）＝（ＢＡ）Ｃ＝ＥＣ＝Ｃ，

所以Ａ的逆矩阵是唯一的．

Ａ的逆矩阵记作Ａ－１，即若ＡＢ＝ＢＡ＝Ｅ，则Ｂ＝Ａ－１．

下面研究一下一个方阵是可逆矩阵的充要条件，同时给出求逆矩阵的一种方法．

定理一　若方阵Ａ可逆，则｜Ａ｜≠０．

［证］　因为Ａ可逆，所以有矩阵Ａ－１满足ＡＡ－１＝Ｅ，故｜Ａ｜｜Ａ－１｜＝１，所以｜Ａ｜≠０．

证毕．

反之，若｜Ａ｜≠０，Ａ是否一定可逆呢？回答是肯定的．为此我们先引入一个概念．

设ｎ阶方阵

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｎ１ ａｎ２ … ａ

………………















ｎｎ

，

Ａｉｊ表示｜Ａ｜中元素ａｉｊ的代数余子式，则称矩阵

Ａ ＝

Ａ１１ Ａ２１ … Ａｎ１

Ａ１２ Ａ２２ … Ａｎ２

Ａ１ｎ Ａ２ｎ … Ａ

………………















ｎｎ

为方阵Ａ的伴随矩阵，其中第ｉ列各元素是｜Ａ｜中第ｉ行各元素的代数余子式．

定理二　若｜Ａ｜≠０，则方阵Ａ可逆，且

Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

．
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［证］　由行列式按一行（列）展开，得

ＡＡ ＝ＡＡ＝｜Ａ｜Ｅ，

由于｜Ａ｜≠０，故有

Ａ（ １｜Ａ｜Ａ
）＝（ １｜Ａ｜Ａ

）Ａ＝Ｅ．

所以，按逆矩阵的定义有

Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

 证毕．

由定理二，可得下面推论：

推论　若ＡＢ＝Ｅ或ＢＡ＝Ｅ，则Ｂ＝Ａ－１．

［证］　因为｜Ａ｜｜Ｂ｜＝｜ＡＢ｜＝｜Ｅ｜＝１．故｜Ａ｜≠０，因而Ａ－１存在，且

Ｂ＝ＥＢ＝（Ａ－１Ａ）Ｂ＝Ａ－１（ＡＢ）＝Ａ－１Ｅ＝Ａ－１． 证毕．

综合定理一与定理二可知：方阵Ａ可逆的充要条件是｜Ａ｜≠０，同时也给出了通过伴

随矩阵求逆矩阵的一种方法．

例６　判断方阵

Ａ＝

１　２　３

２　２　１








３　４　３

是否可逆；若可逆，求Ａ－１．

［解］　因为 ｜Ａ｜＝

１　２　３

２　２　１

３　４　３

＝２≠０，

所以Ａ是可逆的．容易求得

Ａ１１＝２，　Ａ２１＝６，　Ａ３１＝－４，

Ａ１２＝－３，　Ａ２２＝－６，　Ａ３２＝５，

Ａ１３＝２，　Ａ２３＝２，　Ａ３３＝－２．

故 Ａ ＝

２ ６ －４

－３ －６ ５

２ ２ －









２

．

从而 Ａ－１＝ １
｜Ａ｜Ａ

 ＝１２

２ ６ －４

－３ －６ ５

２ ２ －









２

＝

１ ３ －２

－３２ －３ ５
２

１ １ －











１

．
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例７　设

Ａ＝

１　２　３

２　２　１








３　４　３

，　Ｂ＝
２　１[ ]５　３

，　Ｃ＝

１　３

２　０








３　１

，

求矩阵Ｘ使满足

ＡＸＢ＝Ｃ．

［解］　若Ａ－１，Ｂ－１存在，则由Ａ－１左乘上式，Ｂ－１右乘上式，有

Ａ－１ＡＸＢＢ－１＝Ａ－１ＣＢ－１，

故 Ｘ＝Ａ－１ＣＢ－１． （１６）

由上例知｜Ａ｜≠０，而｜Ｂ｜＝１≠０，故Ａ，Ｂ都可逆，且

Ａ－１＝

１ ３ －２

－３２ －３ ５
２

１ １ －











１

，　Ｂ－１＝
３ －１

－[ ]５ ２
，

于是

Ｘ＝Ａ－１ＣＢ－１＝

１ ３ －２

－３２ －３ ５
２

１ １ －











１

１　３

２　０








３　１

３ －１

－[ ]５ ２

＝

１ １

０ －２








０ ２

３ －１

－[ ]５ ２
＝

－２ １

１０ －４

－









１０ ４

．

下面再举一个利用逆矩阵求解线性方程组的例子．

例８　解线性方程组

ｘ１－ｘ２－ｘ３＝２，

２ｘ１－ｘ２－３ｘ３＝１，

３ｘ１＋２ｘ２－５ｘ３＝０
{

．

［解］　把方程组写成 ＡＸ＝Ｂ， （１７）

其中

Ａ＝

１ －１ －１

２ －１ －３

３ ２ －









５

，　Ｘ＝

ｘ１

ｘ２

ｘ












３

，　Ｂ＝

２








１

０

．

!"



! " # $ ! " $ % & # " ' ( )

!"# $ %

!

书书书

由于｜Ａ｜＝３≠０，故Ａ可逆，且

Ａ－１＝

１１
３ －７３

２
３

１
３ －２３

１
３

７
３ －５３


















１
３

，

由等式（１７）两端左乘Ａ－１，得Ｘ＝Ａ－１Ｂ．

即

ｘ１

ｘ２

ｘ












３

＝

１１
３ －７３

２
３

１
３ －２３

１
３

７
３ －５３


















１
３











２

１

０

＝

５








０

３

，

因此 ｘ１＝５，　ｘ２＝０，　ｘ３＝３．

例９　设Ｐ－１ＡＰ＝Λ，其中Ｐ＝
－１ －４[ ]１ １

，Λ＝
－１ ０[ ]０ ２

，试求Ａ１１．

［解］　因为 Ｐ－１ＡＰ＝Λ，

所以 Ａ＝ＰΛＰ－１，　Ａ１１＝ＰΛ１１Ｐ－１．

容易求得

Λ１１＝
－１ ０

０ ２[ ]１１ ，　Ｐ－１＝
１
３

４
３

－１３ －１











３

．

故得

Ａ１１＝
－１ －４[ ]１ １

－１ ０

０ ２[ ]１１
１
３

４
３

－１３ －１











３

＝
１ －２１３

－１ ２[ ]１１
１
３

４
３

－１３ －１











３

＝１３
１＋２１３ ４＋２１３

－１－２１１ －４－２[ ]１１
!"
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＝
２７３１ ２７３２

－６８３ －[ ]６８４
．

例１０　设ｎ阶方阵Ａ满足Ａ２－２Ａ＋２Ｅ＝Ｏ，证明：Ａ＋Ｅ可逆，并求（Ａ＋Ｅ）－１．

［解］　由Ａ２－２Ａ＋２Ｅ＝Ｏ，得

（Ａ＋Ｅ）（Ａ－３Ｅ）＝－５Ｅ，

即 （Ａ＋Ｅ）［－１５（Ａ－３Ｅ）］＝Ｅ，

故 Ａ＋Ｅ可逆．

且 （Ａ＋Ｅ）－１＝－１５（Ａ－３Ｅ）．

２逆矩阵的性质

（１）｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜－１．

［证］　因为Ａ－１存在，由｜Ａ－１｜｜Ａ｜＝｜Ａ－１Ａ｜＝｜Ｅ｜＝１，有

｜Ａ－１｜＝ １
｜Ａ｜＝｜Ａ｜

－１． 证毕．

（２）若Ａ可逆，则Ａ－１亦可逆，且

（Ａ－１）－１＝Ａ．

［证］　因为｜Ａ－１｜＝｜Ａ｜－１≠０，知Ａ－１可逆，即（Ａ－１）－１存在．

而Ａ－１Ａ＝Ｅ，由推论得

（Ａ－１）－１＝Ａ． 证毕．

（３）若Ａ可逆，数λ≠０，则λＡ可逆，且

（λＡ）－１＝１λ
Ａ－１．

［证］　因为｜λＡ｜＝λｎ｜Ａ｜≠０，知（λＡ）－１存在．而

（λＡ）（１λ
Ａ－１）＝（λ·１λ

）（ＡＡ－１）＝１·Ｅ＝Ｅ，

由推论得

（λＡ）－１＝１λ
Ａ－１． 证毕．

（４）若Ａ，Ｂ为同阶方阵，且均可逆，则ＡＢ亦可逆，且

（ＡＢ）－１＝Ｂ－１Ａ－１．

［证］　因为｜ＡＢ｜＝｜Ａ｜｜Ｂ｜≠０，知（ＡＢ）－１存在．而

（ＡＢ）（Ｂ－１Ａ－１）＝Ａ（ＢＢ－１）Ａ－１＝ＡＥＡ－１＝ＡＡ－１＝Ｅ，

!"
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由推论得

（ＡＢ）－１＝Ｂ－１Ａ－１． 证毕．

（５）若Ａ可逆，则Ａ′亦可逆，且

（Ａ′）－１＝（Ａ－１）′．

［证］　因为｜Ａ′｜＝｜Ａ｜≠０，知（Ａ′）－１存在．而

Ａ′（Ａ－１）′＝（Ａ－１Ａ）′＝Ｅ′＝Ｅ，

由推论得

（Ａ′）－１＝（Ａ－１）′． 证毕．

例１１　设Ａ为三阶方阵，且 Ａ＝
１
８，求 （

１
３Ａ）

－１

－８Ａ ．

［解］　因为 （
１
３Ａ）

－１

－８Ａ ＝３Ａ－１－８ＡＡ－１

＝３Ａ－１－Ａ－１＝２Ａ－１，

所以 （
１
３Ａ）

－１

－８Ａ ＝ ２Ａ－１ ＝２３ Ａ－１＝８×８＝６４．

当｜Ａ｜≠０时，还可定义

Ａ０＝Ｅ，　Ａ－ｋ＝（Ａ－１）ｋ．

其中ｋ为正整数．

因此，当｜Ａ｜≠０，λ，μ为整数时，有

ＡλＡμ＝Ａλ＋μ，　（Ａλ）μ＝Ａλμ．

§４　分块矩阵

在处理阶数较高的矩阵运算时，常采用分块法，即用若干条纵线和横线把大矩阵分

成许多块小矩阵．此时把大矩阵看成由这些小块矩阵所构成的矩阵，每一个小矩阵称为

它的子块，以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵．在运算中，可以把小矩阵当作数

一样来处理，从而使运算简化为子块之间的运算，而子块的阶数一般来说都比大矩阵的

阶数要低．

例如，把Ａ分成若干子块

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ

























３４

＝
Ａ１１ Ａ１２ Ａ１３

Ａ２１ Ａ２２ Ａ[ ]
２３

，

!"
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其中

Ａ１１＝
ａ１１

ａ[ ]
２１

，　Ａ１２＝
ａ１２　ａ１３

ａ２２　ａ
[ ]

２３

，　Ａ１３＝
ａ１４

ａ[ ]
２４

，

Ａ２１＝（ａ３１），　Ａ２２＝（ａ３２　ａ３３），　Ａ２３＝（ａ３４）．

当然，还有其他分块法．比如：

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４

ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４

ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ


















３４

＝
Ｂ１１ Ｂ１２

Ｂ２１ Ｂ[ ]
２２

，

其中

Ｂ１１＝（ａ１１　ａ１２），　Ｂ１２＝（ａ１３　ａ１４），

Ｂ２１＝
ａ２１　ａ２２

ａ３１　ａ
[ ]

３２

，　Ｂ２２＝
ａ２３　ａ２４

ａ３３　ａ
[ ]

３４

．

在分块矩阵的运算中，只需把每一个子块看作一个元素，其运算规则与普通矩阵的

运算规则相类似，现说明如下：

（１）设矩阵Ａ与Ｂ有相同的行数与列数，采用相同的分块法，得

Ａ＝

Ａ１１ … Ａ１ｓ

Ａｒ１ … Ａ

…………











ｒｓ

，　Ｂ＝

Ｂ１１ … Ｂ１ｓ

Ｂｒ１ … Ｂ

…………











ｒｓ

．

其中子块Ａｉｊ与Ｂｉｊ（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｓ）的行数相同，列数也相同，则有

Ａ＋Ｂ＝

Ａ１１＋Ｂ１１ Ａ１２＋Ｂ１２ … Ａ１ｓ＋Ｂ１ｓ

Ａ２１＋Ｂ２１ Ａ２２＋Ｂ２２ … Ａ２ｓ＋Ｂ２ｓ

Ａｒ１＋Ｂｒ１ Ａｒ２＋Ｂｒ２ … Ａｒｓ＋Ｂ

……………………………………















ｒｓ

．

（２）设

Ａ＝

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｓ

Ａｒ１ Ａｒ２ … Ａ

………………











ｒｓ

，λ为数，则

λＡ＝

λＡ１１ λＡ１２ … λＡ１ｓ

λＡｒ１ λＡｒ２ … λＡ

……………………











ｒｓ

．
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（３）设Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）ｎ×ｐ，把Ａ，Ｂ分成若干小矩阵：

　　　　 　 ｎ１ ｎ２ … ｎｓ　　　　　　 ｐ１ ｐ２ … ｐｔ

Ａ＝

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｓ

Ａ２１ Ａ２２ … Ａ２ｓ

Ａｒ１ Ａｒ２ … Ａ

………………















ｒｓ

ｍ１

ｍ２



ｍｒ

　，　

Ｂ１１ Ｂ１２ … Ｂ１ｔ

Ｂ２１ Ｂ２２ … Ｂ２ｔ

Ｂｓ１ Ｂｓ２ … Ｂ

………………















ｓｔ

ｎ１

ｎ２



ｎｓ

　 ．

其中每个元素Ａｉｊ是ｍｉ×ｎｊ小矩阵，元素Ｂｉｊ是ｎｉ×ｐｊ小矩阵．明显地，

ｍ１＋ｍ２＋… ＋ｍｒ＝ｍ，ｎ１＋ｎ２＋… ＋ｎｓ＝ｎ，ｐ１＋ｐ２＋… ＋ｐｔ＝ｐ，

于是有

ｐ１ ｐ２ … ｐｔ

ＡＢ＝

Ｃ１１ Ｃ１２ … Ｃ１ｔ

Ｃ２１ Ｃ２２ … Ｃ２ｔ

Ｃｒ１ Ｃｒ２ … Ｃ

………………















ｒｔ

ｍ１

ｍ２



ｍｒ

　，

其中Ｃｉｊ＝Ａｉ１Ｂ１ｊ＋Ａｉ２Ｂ２ｊ＋… ＋ＡｉｓＢｓｊ（ｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｔ）．

这个结果可由矩阵乘法的定义直接验证得到．

应该注意，在分块矩阵的乘积中，左矩阵列的分法必须与右矩阵行的分法一样．

例１２　设

Ａ＝

１ １ ０ ０

２ －１ ０ ０

１ ０ １ ２













０ １ ２ １

，　Ｂ＝

１ １ ０

０ ２ ０

－１ ０ ２

２ ０ －













１

，

求ＡＢ．

［解］　把Ａ，Ｂ分块成

Ａ＝

１ １ ０ ０

２ －１ ０ ０

１ ０ １ ２






















０ １ ２ １

＝
Ａ１１ Ｏ

Ｅ Ａ[ ]
２２

，

!!
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Ｂ＝

１ １ ０

０ ２ ０

－１ ０ ２

２ ０ －






















１

＝
Ｂ１１ Ｏ

Ｂ２１ Ｂ[ ]
２２

，

则

ＡＢ＝
Ａ１１ Ｏ

Ｅ Ａ[ ]
２２

Ｂ１１ Ｏ

Ｂ２１ Ｂ[ ]
２２

＝
Ａ１１Ｂ１１ Ｏ

Ｂ１１＋Ａ２２Ｂ２１ Ａ２２Ｂ
[ ]

２２

．

而

Ａ１１Ｂ１１＝
１ １

２ －[ ]１
１ １[ ]０ ２

＝
１ ３[ ]２ ０

，

Ｂ１１＋Ａ２２Ｂ２１＝
１ １[ ]０ ２

＋
１ ２[ ]２ １

－１ ０[ ]２ ０

＝
１ １[ ]０ ２

＋
３ ０[ ]０ ０

＝
４ １[ ]０ ２

，

Ａ２２Ｂ２２＝
１ ２[ ]２ １

２

－[ ]１ ＝
０[ ]３ ．

于是

ＡＢ＝

１ ３ ０

２ ０ ０

４ １ ０






















０ ２ ３

．

这个结果与不分块而直接相乘的结果是一致的．

（４）设

Ａ＝

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｓ

Ａ２１ Ａ２２ … Ａ２ｓ

Ａｒ１ Ａｒ２ … Ａ

………………















ｒｓ

，则Ａ′＝

Ａ′１１ Ａ′２１ … Ａ′ｒ１

Ａ′１２ Ａ′２２ … Ａ′ｒ２

Ａ′１ｓ Ａ′２ｓ … Ａ′

…………………















ｒｓ

．

例如，Ａ＝

１ ３ １ ０

２ ７ ０ １

０ ０ １ ８






















１ １ ０ １

＝
Ａ１１ Ｅ

Ａ２１ Ａ[ ]
２２

，
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则有

Ａ′＝
Ａ′１１ Ａ′２１

Ｅ′ Ａ′[ ]
２２

＝

１ ２ ０ １

３ ７ ０ １

１ ０ １ ０






















０ １ ８ １

．

最后，我们介绍形式上类似于对角矩阵的准对角矩阵．

设Ａ为ｎ阶方阵，经分块后，可表示为

Ａ＝

Ａ１ Ｏ … Ｏ

Ｏ Ａ２ … Ｏ

Ｏ Ｏ … Ａ

……………















ｓ

，

其中Ａｉ为ｎｉ阶方阵（ｉ＝１，２，…，ｓ），则Ａ称为准对角矩阵．

例如：

Ａ＝

１ ２ ０ ０ ０

２ １ ０ ０ ０

０ ０ ５ ０ ０

０ ０ ０ ３ ０







































０ ０ ０ ２ ３

＝

Ａ１ Ｏ Ｏ

Ｏ Ａ２ Ｏ

Ｏ Ｏ Ａ











３

，

这是一个准对角矩阵，其中

Ａ１＝
１　２[ ]２　１

，　Ａ２＝（５），　Ａ３＝
３　０[ ]２　３

，

其余子块都为零矩阵．

根据定义，准对角矩阵的特殊情形为对角矩阵．

对于两个有相同分块的准对角矩阵

Ａ＝

Ａ１ Ｏ … Ｏ

Ｏ Ａ２ … Ｏ

Ｏ Ｏ … Ａ

……………















ｓ

，　Ｂ＝

Ｂ１ Ｏ … Ｏ

Ｏ Ｂ２ … Ｏ

Ｏ Ｏ … Ｂ

………………















ｓ

，

如果Ａｉ与Ｂｉ是同阶方阵（ｉ＝１，２，…，ｓ），则
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ＡＢ＝

Ａ１Ｂ１ Ｏ … Ｏ

Ｏ Ａ２Ｂ２ … Ｏ

Ｏ Ｏ … ＡｓＢ

……………………















ｓ

，

Ａ＋Ｂ＝

Ａ１＋Ｂ１ Ｏ … Ｏ

Ｏ Ａ２＋Ｂ２ … Ｏ

Ｏ Ｏ … Ａｓ＋Ｂ

………………………………















ｓ

．

它们还是准对角矩阵．

准对角矩阵的行列式具有如下性质：

｜Ａ｜＝｜Ａ１｜｜Ａ２｜…｜Ａｓ｜．

由此可知，若｜Ａｉ｜≠０（ｉ，１，２，…，ｓ），则｜Ａ｜≠０，从而Ａ可逆，且有

Ａ－１＝

Ａ－１１ Ｏ … Ｏ

Ｏ Ａ－１２ … Ｏ

Ｏ Ｏ … Ａ－１
…………………















ｓ

．

例１３　设

Ａ＝

２　０　０

０　３　１








０　０　３

，求Ａ－１．

［解］　因为

Ａ＝

２ ０ ０

０ ３ １














０ ０ ３

＝
Ａ１ Ｏ

Ｏ Ａ[ ]
２

，

Ａ１＝（２），　Ａ
－１
１ ＝

１( )２ ，

Ａ２＝
３　１[ ]０　３

，　Ａ－１２ ＝

１
３ －１９

０












１
３

，

所以
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Ａ－１＝

１
２ ０ ０

０ １
３ －１９

０ ０


















１
３

．

§５　矩阵的秩

在第二章我们定义了向量组的秩．如果我们把矩阵的每一行看成一个向量，那么矩

阵就可以认为是由这些行向量组成的．同样，如果把每一列看成一个向量，那么矩阵也可

以认为是由列向量组成的．

例如，矩阵

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

，

Ａ的每一行看成一个ｎ维向量αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）（ｉ＝１，２，…，ｍ），称为Ａ的第ｉ个行向

量，此时矩阵Ａ从形式上可表示为

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

＝

α１

α２



α















ｍ

．

同样，Ａ的每一列也可以看成一个ｍ维向量

βｊ＝

ａ１ｊ

ａ２ｊ



ａ















ｍｊ

　（ｊ＝１，２，…，ｎ），

称为Ａ的第ｊ个列向量，此时矩阵Ａ从形式上可表示为
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Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

＝（β１，β２，…，βｎ）．

定义１１　设ｍ×ｎ矩阵Ａ的ｎ个列向量所构成的向量组的秩为ｒ，则称ｒ为矩阵Ａ的

秩，记为Ｒ（Ａ）＝ｒ或ｒ（Ａ）＝ｒ．

为了建立矩阵的秩与行列式的关系，引入

定义１２　在ｍ×ｎ矩阵Ａ中任取ｋ行与ｋ列（ｋ≤ｍｉｎ｛ｍ，ｎ｝），位于这些交叉处的元

素构成一个ｋ阶行列式，称为矩阵Ａ的ｋ阶子式．

例如，矩阵

Ａ＝

１ １ ３ １

０ ２ －１ ４

０ ０ ０ ５













０ ０ ０ ０

，

选取行列式
３　１

０　５
＝１５，它是Ａ的一个二阶子式．若选取行列式

１　１　１

０　２　４

０　０　５

＝１０，

则它是Ａ的一个三阶子式．

注：ｍ×ｎ矩阵Ａ的ｋ阶子式共有ＣｋｍＣ
ｋ
ｎ个．

定理三　设矩阵Ａ中有一个ｒ阶子式Ｄ≠０，且所有包含Ｄ的ｒ＋１阶子式（如果存

在的话）都等于零，则Ａ的秩Ｒ（Ａ）＝ｒ．

［证］　不失一般性，可设Ｄ位于Ａ的左上角（否则可经对调行与列达到这一目的，而

含有Ｄ的ｒ＋１阶子式只是改变若干次符号而仍等于０），即设

Ａ＝

ａ１１ … ａ１ｒ ａ１，ｒ＋１ … ａ１ｎ

ａｒ１ … ａｒｒ ａｒ，ｒ＋１ … ａｒｎ

ａｒ＋１，１ … ａｒ＋１，ｒ ａｒ＋１，ｒ＋１ … ａｒ＋１，ｎ

ａｍ１ … ａｍｒ ａｍ，ｒ＋１ … ａ

………………………………………

………………………………………





















ｍｎ

．
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则向量组

ａ１１



ａｒ










１

，…，

ａ１ｒ



ａ










ｒｒ

线性无关．

从而Ａ的前ｒ个列向量β１＝

ａ１１



ａｒ１

ａｒ＋１，１



ａｍ





















１

，…，βｒ＝

ａ１ｒ



ａｒｒ

ａｒ＋１，ｒ



ａ





















ｍｒ

线性无关．

下面我们证明Ａ的第ｌ个列向量βｌ（ｌ＝ｒ＋１，…，ｎ）可由β１，…，βｒ线性表示．

为此，作ｒ＋１阶辅助行列式

Ｄｋ＝

ａ１１ … ａ１ｒ ａ１ｌ

ａｒ１ … ａｒｒ ａｒｌ

ａｋ１ … ａｋｒ ａ

………………

ｋｌ

，

可以看出，当ｋ≤ｒ时，Ｄｋ中有两行相同，因而Ｄｋ＝０；当ｋ＞ｒ时，Ｄｋ是Ａ的包含Ｄ的ｒ＋１

阶子式，由假设知Ｄｋ＝０．于是对于每一个ｋ（ｋ＝１，２，…，ｍ）皆有Ｄｋ＝０．

将Ｄｋ按最后一行展开，得

ａｋ１Ａ１＋ａｋ２Ａ２＋… ＋ａｋｒＡｒ＋ａｋｌＤ＝０　（ｋ＝１，２，…，ｍ），

其中

Ａｊ＝（－１）
ｒ＋１＋ｊ

ａ１１ … ａ１，ｊ－１ ａ１，ｊ＋１ … ａ１ｒ ａ１ｌ

ａｒ１ … ａｒ，ｊ－１ ａｒ，ｊ＋１ … ａｒｒ ａ

……………………………………

ｒｌ

　（ｊ＝１，２，…，ｒ），

它们是一些与ｋ无关的数．因Ｄ≠０，故得

　　　ａｋｌ＝－
１
Ｄ（Ａ１ａｋ１＋Ａ２ａｋ２＋… ＋Ａｒａｋｒ）

＝－
Ａ１
Ｄａｋ１－

Ａ２
Ｄａｋ２－… －

Ａｒ
Ｄａｋｒ　（ｋ＝１，２，…，ｍ），

因而 βｌ＝－
Ａ１
Ｄβ１－

Ａ２
Ｄβ２－… －

Ａｒ
Ｄβｒ　（ｌ＝ｒ＋１，…，ｎ），

这就表明Ａ的第ｌ个列向量βｌ（ｌ＝ｒ＋１，…，ｎ）可由前ｒ个列向量β１，β２，…，βｒ线性表示，
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于是β１，β２，…，βｒ为Ａ的列向量组的一个最大线性无关组，因此Ｒ（Ａ）＝ｒ． 证毕．

特别地，当Ａ为ｎ阶非奇异方阵时，因为｜Ａ｜≠０，所以由定理三知Ｒ（Ａ）＝ｎ（Ａ的阶

数）．这时，我们又称Ａ为满秩方阵，而奇异方阵又称降秩方阵．

例１４　求矩阵

Ａ＝

１ －１ ３ ０

－２ １ －２ １

－１ －









１ ５ ２

的秩．

［解］　因为

Ｄ＝
１ －１

－２ １
＝－１≠０，

而含Ｄ的三阶子式只有两个，且都等于零．

即

Ｄ１＝

１ －１ ３

－２ １ －２

－１ －１ ５

＝０，　Ｄ２＝

１ －１ ０

－２ １ １

－１ －１ ２

＝０，

所以Ｒ（Ａ）＝２．

推论１　矩阵Ａ的列向量组的秩等于Ａ的行向量组的秩．

［证］　设Ａ的列向量组的秩为ｒ，将Ａ转置得Ａ′，则Ａ的每个子式都以转置行列式的

形式出现在Ａ′中，由于转置后行列式的值不变，从而定理三的假设对Ａ与Ａ′同时成立，故

Ａ与Ａ′的秩相等，即Ａ的列向量组的秩等于Ａ′的列向量组的秩．而Ａ′的列向量就是Ａ的

行向量，所以Ａ的行向量组的秩也是ｒ． 证毕．

因此也可以用Ａ的行向量组的秩来定义矩阵Ａ的秩．

推论２　

（ｉ）若Ａ中有一个ｒ阶子式不为零，则Ｒ（Ａ）≥ｒ；

（ｉｉ）若Ａ中所有ｒ阶子式全为零，则Ｒ（Ａ）＜ｒ．

［证］　（ｉ）的证明见定理三证明的开头部分，由于Ａ中有一个ｒ阶子式不为零，所以

Ａ的列向量组中至少可以找到ｒ个列向量是线性无关的，故Ａ的列向量组的秩不小于ｒ，即

有Ｒ（Ａ）≥ｒ．下面证明（ｉｉ）．设ｍ×ｎ矩阵Ａ中所有ｒ阶子式全为０，由行列式展开式定理

可以推知：Ａ中所有ｋ（＞ｒ）阶子式（如果存在的话）全为零，从而Ａ中不为零的子式的最

大阶数ｓ必小于ｒ，由定理三知，Ｒ（Ａ）＝ｓ＜ｒ． 证毕．
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下面我们利用分块矩阵的知识证明关于矩阵秩的两个重要结论．

定理四　设Ａ，Ｂ为ｍ×ｎ矩阵，则Ｒ（Ａ＋Ｂ）≤Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）．

［证］　令Ａ＝

α１

α２



α















ｍ

，Ｂ＝

β１

β２



β















ｍ

，Ａ＋Ｂ＝

γ１

γ２



γ















ｍ

，

则由分块矩阵运算，得

γ１＝α１＋β１，

γ２＝α２＋β２，

……………

γｍ ＝αｍ ＋βｍ













．

即γ１，γ２，…，γｍ可由α１，α２，…，αｍ，β１，β２，…，βｍ线性表示，

所以 Ｒ（γ１，γ２，…，γｍ）≤Ｒ（α１，α２，…，αｍ，β１，β２，…，βｍ）

≤Ｒ（α１，α２，…，αｍ）＋Ｒ（β１，β２，…，βｍ），

即 Ｒ（Ａ＋Ｂ）≤Ｒ（Ａ）＋Ｒ（Ｂ）．

定理五　设Ａ为ｍ×ｓ矩阵，Ｂ为ｓ×ｎ矩阵，则Ｒ（ＡＢ）≤ｍｉｎ｛Ｒ（Ａ），Ｒ（Ｂ）｝．

［证］　令Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｓ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｓ

… … … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ















ｍｓ

，　Ｂ＝

β１

β２



β















ｓ

，　ＡＢ＝

γ１

γ２



γ















ｍ

，

则由分块矩阵运算，得

γ１＝ａ１１β１＋ａ１２β２＋… ＋ａ１ｓβｓ，

γ２＝ａ２１β１＋ａ２２β２＋… ＋ａ２ｓβｓ，

……………………………

γｍ ＝ａｍ１β１＋ａｍ２β２＋… ＋ａｍｓβｓ













，

即γ１，γ２，…，γｍ可由β１，β２，…，βｓ线性表示，

所以 Ｒ（γ１，γ２，…，γｍ）≤Ｒ（β１，β２，…，βｓ），

即 Ｒ（ＡＢ）≤Ｒ（Ｂ）．

类似地，把Ａ，ＡＢ进行列分块，Ｂ不分块可证Ｒ（ＡＢ）≤Ｒ（Ａ）．

故 Ｒ（ＡＢ）≤ｍｉｎ｛Ｒ（Ａ），Ｒ（Ｂ）｝．
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前面我们介绍了一个矩阵可以用一组行（列）向量表示；反之，已知一组行（列）向

量，也可以用它来构造一个矩阵．

例如，已知向量组

αｉ＝（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）　（ｉ＝１，２，…，ｍ），

用它可以构造矩阵

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………















ｍｎ

＝

α１

α２



α















ｍ

．

从而可以根据定理三求矩阵的秩的方法来求向量组的秩．

例１５　判定下面的向量组是否线性相关，并求出它的一个最大线性无关组．

α１＝（－２，１，０，３），　α２＝（１，－３，２，４），

α３＝（３，０，２，－１），　α４＝（２，－２，４，６）．

［解］　用这些向量作为矩阵Ａ的行向量，得

Ａ＝

－２ １ ０ ３

１ －３ ２ ４

３ ０ ２ －１

２ －













２ ４ ６

，

在Ａ中有三阶子式

Ｄ＝

－２ １ ０

１ －３ ２

３ ０ ２

＝１６≠０．

而Ａ中包含Ｄ的四阶子式只有一个，即｜Ａ｜．

由于｜Ａ｜＝０，所以Ｒ（Ａ）＝３．即向量组α１，α２，α３，α４的秩为３，故向量组α１，α２，α３，

α４是线性相关．

因为Ｄ位于前三行，可知前三个行向量线性无关，故 α１，α２，α３是一个最大线性无

关组．

我们已经知道，通过计算矩阵Ａ的子式来求矩阵Ａ的秩的方法，倘若Ａ的阶数较高，

需逐个计算那么多的子式，其计算量是相当大的．下一节我们将介绍一种行之有效的简

便方法，即利用矩阵的初等变换求矩阵的秩．
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§６　矩阵的初等变换

定义１３　对矩阵Ａ施行下列变换：

（ｉ）互换矩阵Ａ的任意两行（互换ｉ，ｊ两行，记作ｒｉｒｊ）；

（ｉｉ）用一个不等于零的数乘矩阵Ａ的某一行中的所有元素（第ｉ行乘ｋ，记作ｋ·ｒｉ）；

（ｉｉｉ）用一个数乘矩阵Ａ的某一行的所有元素后再加到Ａ的另一行对应元素上去（第

ｊ行的ｋ倍加到第ｉ行上，记作ｒｉ＋ｋｒｊ）．

这三种变换称为矩阵Ａ的初等行变换．

把定义中的“行”换成“列”（所用记号“ｒ”换成“ｃ”），即得矩阵Ａ的初等列变换的定

义，矩阵的初等行变换与初等列变换统称为矩阵的初等变换．

定义１４　如果矩阵Ａ经过有限次初等变换变成矩阵Ｂ，则称矩阵Ａ与Ｂ是等价的，记

为ＡＢ．

等价是矩阵间的一种关系，它具有如下性质：

（ｉ）反身性：每一个矩阵与它自身等价；

（ｉｉ）对称性：如果矩阵Ａ与Ｂ等价，则矩阵Ｂ与Ａ等价；

（ｉｉｉ）传递性：若ＡＢ，而ＢＣ，则ＡＣ．

下面我们讨论等价矩阵的秩之间的关系．

定理六　设Ａ为ｍ×ｎ矩阵：

（１）若矩阵Ａ经有限次初等行变换变成矩阵Ｂ，则Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）；

（２）若矩阵Ａ经有限次初等列变换变成矩阵Ｂ，则Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．

［证］　设矩阵Ａ的行向量组为

α１，…，αｉ，…，αｊ，…，αｍ， （１８）

经过定义１３中（ｉ）、（ｉｉ）或（ｉｉｉ）的初等行变换后得到新矩阵的行向量组分别为

α１，…，αｊ，…，αｉ，…，αｍ；

α１，…，ｋαｉ，…，αｊ，…，αｍ；

α１…，αｉ＋ｋαｊ，…，αｊ，…，αｍ．

　（ｋ≠０）

显然，这三个向量组中的每一个向量组与向量组（１８）可相互线性表示，从而它们与

向量组（１８）是等价的．我们知道，等价向量组有相同的秩，所以经过（ｉ）、（ｉｉ）、（ｉｉｉ）的初

等行变换，变换前后的行向量组的秩是不变的，即变换前后的矩阵的秩是不变的，故

Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）． 证毕．
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类似可证（２）．

综合（１）和（２）可得，矩阵Ａ经有限次初等变换变成Ｂ，则

Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）；

即若ＡＢ，则

Ｒ（Ａ）＝Ｒ（Ｂ）．

定义１５　设矩阵Ａ的每个非零行第一个非零元素所在列的列标大于上一个非零行

第一个非零元素所在列的列标，且零行在非零行的下方，则称Ａ为阶梯形矩阵．

例如，矩阵

２ －１ ０ １ －３

０ １ ３ ４ ２

０ ０ ０ －１ －２













０ ０ ０ ０ ０

即为阶梯形矩阵．

我们利用矩阵经初等变换后其秩不变的特点，把所给矩阵Ａ＝（ａｉｊ）通过一系列初等

行变换，化矩阵中的许多元素为０，再利用初等列变换中的第（ｉ）种变换，最后将矩阵Ａ变

为阶梯形矩阵Ｂ：

Ａ

ｃ１１ ｃ１２ … ｃ１ｒ … ｃ１ｎ

０ ｃ２２ … ｃ２ｒ … ｃ２ｎ

０ ０ … ｃｒｒ … ｃｒｎ

０ ０ … ０ … ０

０ ０ … ０ …

…………………………

…………………………

























０

＝Ｂ， （１９）

其中ｃｉｉ≠０（ｉ＝１，２，…，ｒ），（１９）式阶梯形矩阵Ｂ中有一个ｒ阶子式

Ｄｒ＝

ｃ１１ ｃ１２ … ｃ１ｒ

０ ｃ２２ … ｃ２ｒ

０ ０ … ｃ

………………

ｒｒ

＝ｃ１１ｃ２２…ｃｒｒ≠０，

且所有包含Ｄｒ的ｒ＋１阶子式全为零，由定理三知，Ｒ（Ｂ）＝ｒ，再由定理六得知，Ｒ（Ａ）＝ｒ．

例１６　设
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Ａ＝

１ １ ２ ２ １

０ ２ １ ５ －１

２ ０ ３ －１ ３

１ １ ０ ４ －













１

，

求Ｒ（Ａ）．

［解］　Ａ
ｒ３－２ｒ１

ｒ４－ｒ１

１ １ ２ ２ １

０ ２ １ ５ －１

０ －２ －１ －５ １

０ ０ －２ ２ －













２


ｒ３＋ｒ２

１ １ ２ ２ １

０ ２ １ ５ －１

０ ０ ０ ０ ０

０ ０ －２ ２ －













２


ｒ３ｒ４

１ １ ２ ２ １

０ ２ １ ５ －１

０ ０ －２ ２ －２













０ ０ ０ ０ ０

＝Ｂ． （２０）

因为阶梯形矩阵Ｂ中有一个三阶子式

１ １ ２

０ ２ １

０ ０ －２

＝－４≠０，

且所有包含它的四阶子式全为零，由定理三可知，

Ｒ（Ｂ）＝３，

再由定理六得知，

Ｒ（Ａ）＝３．

（１９）式阶梯形矩阵若再经初等列变换，则可化为如下最简形式：
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１ ０ … ０ … ０

０ １ … ０ … ０

０ ０ … １ … ０

０ ０ … ０ … ０

０ ０ … ０ …

……………………

……………………

























０

上述矩阵称为 Ａ的标准形，其特点是：标准形的左上角是一个 ｒ阶单位矩阵［ｒ＝

Ｒ（Ａ）］，其他元素都是０．

下面我们将例１６的矩阵Ａ通过初等变换变为标准形．在解例１６的基础上，对（２０）式

矩阵Ｂ继续进行初等列变换：

ＡＢ＝

１ １ ２ ２ １

０ ２ １ ５ －１

０ ０ －２ ２ －２













０ ０ ０ ０ ０



ｃ２－ｃ１
ｃ３－２ｃ１

ｃ４－２ｃ１
ｃ５－ｃ１

１ ０ ０ ０ ０

０ ２ １ ５ －１

０ ０ －２ ２ －２













０ ０ ０ ０ ０



ｃ３－
１
２ｃ２

ｃ４－
５
２ｃ２

ｃ５＋
１
２ｃ２

１ ０ ０ ０ ０

０ ２ ０ ０ ０

０ ０ －２ ２ －２













０ ０ ０ ０ ０


ｃ４＋ｃ３

ｃ５－ｃ３

１ ０ ０ ０ ０

０ ２ ０ ０ ０

０ ０ －２ ０ ０













０ ０ ０ ０ ０


１
２×ｃ２

－１２×ｃ３

１ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０













０ ０ ０ ０ ０

．
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这便是矩阵Ａ的标准形，标准形的左上角的单位矩阵的阶数等于矩阵Ａ的秩，即等于

Ｒ（Ａ）＝３．

由此可见，若ＡＢ，则它们的秩相等，从而Ａ与Ｂ具有相同的标准形．其中的特例，若

Ａ为ｎ阶满秩方阵，则其标准形为 ｎ阶单位矩阵．换言之，ｎ阶满秩方阵与 ｎ阶单位矩阵

等价．

前面探讨了利用矩阵初等变换求矩阵的秩，由于矩阵的秩也是矩阵列向量组的秩或

行向量组的秩，故我们可以利用矩阵的秩来解决向量组的秩，且由定理三的证明过程可

以求出向量组的最大线性无关组．下面介绍如何利用矩阵解决向量组的秩、最大线性无

关组并用最大线性无关组表示其余向量，为此，我们先给出一个定义及一个结论．

定义１６　设矩阵Ａ为阶梯形矩阵，若矩阵Ａ的每个非零行的第一个非零元素为１，且

所在列的上方元素为零，则称Ａ为简化阶梯形矩阵或行最简形．

例如，矩阵Ａ＝

１ ０ ２ ０

０ １ ３ ０

０ ０ ０ １













０ ０ ０ ０

即为行最简形．

定理七

（１）任何一个矩阵都可经初等行变换化为阶梯形矩阵及行最简形．

（２）矩阵的初等行变换不改变列向量组的线性相关性及线性表示式．

证明略．

由定理七可得求向量组的秩、最大线性无关组并用最大线性无关组表示其余向量的

方法．

向量组的秩与最大线性无关组的求法：以所给向量为列构成矩阵Ａ，用初等行变换把

Ａ化为阶梯形矩阵Ｂ，则向量组的秩为Ｒ（Ｂ），且Ｂ中每一非零行首非零元素所在列对应

的向量构成一个最大线性无关组．

用最大线性无关组表示其余向量的方法：以所给向量为列构成矩阵Ａ，用初等行变换

把Ａ化为行最简形Ｃ，若Ｃ中每一非零行的首１（第一个为１的元素）所在列为ｉ１，ｉ２，…，ｉｒ
且其他列所对应向量βｊ＝ｋ１βｉ１＋ｋ２βｉ２＋… ＋ｋｒβｉｒ，则Ａ中列向量有

αｊ＝ｋ１αｉ１＋ｋ２αｉ２＋… ＋ｋｒαｉｒ．

例１７　利用矩阵的初等变换判定下面向量组的线性相关性，并求出它的一个最大无

关组．

α１＝（１，２，１，３），　α２＝（４，－１，－５，－６），
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α３＝（１，－３，－４，－７），　α４＝（２，１，－１，０）．

［解］　用这些向量作为矩阵Ａ的列向量得

Ａ＝

１ ４ １ ２

２ －１ －３ １

１ －５ －４ －１

３ －６ －













７ ０


ｒ２－２ｒ１

ｒ３－ｒ１
ｒ４－３ｒ１

１ ４ １ ２

０ －９ －５ －３

０ －９ －５ －３

０ －１８ －１０ －













６


ｒ３－ｒ２

ｒ４－２ｒ２

１ ４ １ ２

０ －９ －５ －３

０ ０ ０ ０













０ ０ ０ ０

．

所以Ｒ（Ａ）＝２，即向量组的秩为２，因此α１，α２，α３，α４线性相关，且α１，α２是它的一个

最大无关组．

例１８　 求向量组 α１ ＝（１，－２，０，３），α２ ＝（２，－５，－３，６），α３＝（０，１，３，０），

α４＝（２，－１，４，－７），α５＝（５，－８，１，２）的一个最大线性无关组，并用该最大线性无关

组表示其余向量．

［解］　因为

Ａ＝

１ ２ ０ ２ ５

－２ －５ １ －１ －８

０ －３ ３ ４ １

３ ６ ０ －













７ ２


ｒ２＋２ｒ１

ｒ３－３ｒ１

１ ２ ０ ２ ５

０ －１ １ ３ ２

０ －３ ３ ４ １

０ ０ ０ －１３ －













１３


ｒ３－３ｒ２

（－１）ｒ２

１ ２ ０ ２ ５

０ １ －１ －３ －２

０ ０ ０ －５ －５

０ ０ ０ －１３ －













１３
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
ｒ４－
５
１３ｒ３

（－１５）ｒ３

１ ２ ０ ２ ５

０ １ －１ －３ －２

０ ０ ０ １ １













０ ０ ０ ０ ０


ｒ２＋３ｒ３

ｒ１－２ｒ３

１ ２ ０ ０ ３

０ １ －１ ０ １

０ ０ ０ １ １













０ ０ ０ ０ ０


ｒ１－２ｒ２

１ ０ ２ ０ １

０ １ －１ ０ １

０ ０ ０ １ １













０ ０ ０ ０ ０

，

所以向量组α１，α２，α３，α４，α５的一个最大线性无关组为α１，α２，α４．且

α３＝２α１－α２＋０·α４，　α５＝α１＋α２＋α４．

§７　初等方阵

这一节主要讨论矩阵的初等变换与矩阵乘法的联系，然后在此基础上，给出用初等

变换求逆矩阵的方法．

定义１７　由单位矩阵Ｅ经过一次初等变换而得到的方阵称为初等方阵．

显然，三种初等变换对应着三类初等方阵．

（ｉ）互换两行或互换两列．

把单位矩阵中第ｉ，ｊ两行互换（ｒｉｒｊ），得初等方阵

Ｅ（ｉ，ｊ）＝

１ ０ … ０ … ０ … ０

０ １ … ０ … ０ … ０

０ ０ … ０ … １ … ０

０ ０ … １ … ０ … ０

０ ０ … ０ … ０ …

……………………………

……………………………

……………………………



























１

　

第ｉ行

　

第ｊ行

．
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（ｉｉ）用数ｋ≠０乘以Ｅ的第ｉ行（ｒｉ×ｋ），得初等方阵

Ｅ（ｉ（ｋ））＝

１ ０ … ０ … ０

０ ０ … ｋ … ０

０ ０ … ０ …

……………………

……………………

















１

第ｉ行

．

（ｉｉｉ）用数ｋ乘以Ｅ的第ｉ行后加到第ｊ行上去，得初等方阵

Ｅ（ｉ（ｋ），ｊ）＝

１ ０ … ０ … ０ … ０

０ １ … ０ … ０ … ０

０ ０ … １ … ０ … ０

０ ０ … ｋ … １ … ０

０ ０ … ０ … ０ …

……………………………

……………………………

……………………………



























１

　

第ｉ行

　

第ｊ行

．

同样可得与初等列变换相对应的初等方阵，而且对单位矩阵做一次初等列变换所得

到的方阵也包括在上面所列的三类方阵之中，故这三类方阵就是全部的初等方阵．

那么，初等方阵与矩阵相乘又跟矩阵的初等变换有何联系呢？请看定理八．

定理八　对于一个ｍ×ｎ矩阵Ａ做一次初等行变换相当于在Ａ的左边乘上一个相应

的ｍ阶初等方阵；对Ａ做一次初等列变换相当于在Ａ的右边乘上一个相应的ｎ阶初等方

阵．

［证］　（１）用ｍ阶初等方阵Ｅ（ｉ，ｊ）左乘Ａ得

Ｅ（ｉ，ｊ）Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａｊ１ ａｊ２ … ａｊｎ

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………

…………………

…………………

























ｍｎ

　

第ｉ行

　

第ｊ行

　

，

其结果相当于对矩阵Ａ进行第一种初等行变换．类似地，用ｎ阶初等方阵Ｅ（ｉ，ｊ）右乘矩阵

Ａ，其结果相当于对矩阵Ａ进行第一种初等列变换．
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（２）用ｍ阶初等方阵Ｅ（ｉ（ｋ））左乘Ａ得

Ｅ（ｉ（ｋ））Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ｋａｉ１ ｋａｉ２ … ｋａｉｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

…………………

…………………

















ｍｎ

第ｉ行

，

其结果相当于对矩阵Ａ进行第二种初等行变换．类似地，用ｎ阶初等方阵Ｅ（ｉ（ｋ））右乘矩

阵Ａ，其结果相当于对矩阵Ａ进行第二种初等列变换．

（３）用ｍ阶初等方阵Ｅ（ｉ（ｋ），ｊ）左乘Ａ得

Ｅ（ｉ（ｋ），ｊ）Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

ｋａｉ１＋ａｊ１ ｋａｉ２＋ａｊ２ … ｋａｉｎ＋ａｊｎ

ａｍ１ ａｍ２ … ａ

……………………………………

……………………………………

……………………………………

























ｍｎ

　

第ｉ行

　

第ｊ行

　

，

其结果相当于对矩阵Ａ施行第三种初等行变换．类似地，用ｎ阶初等方阵Ｅ（ｉ（ｋ），ｊ）右乘

矩阵Ａ，其结果相当于对矩阵Ａ施行第三种初等列变换． 证毕．

不难看出：初等方阵都是可逆的，它们的逆矩阵也是初等方阵，事实上

Ｅ（ｉ，ｊ）－１＝Ｅ（ｉ，ｊ），　Ｅ（ｉ（ｋ））－１＝Ｅｉ１( )( )ｋ
，

Ｅ（ｉ（ｋ），ｊ）－１＝Ｅ（ｉ（－ｋ），ｊ）．

根据定理八，对一矩阵做初等变换就相当于用相应的初等方阵左乘或右乘这个矩

阵，因此两个ｍ×ｎ矩阵Ａ，Ｂ等价的充要条件是存在ｍ阶初等方阵Ｐ１，…，Ｐｌ与ｎ阶初等

方阵Ｐｌ＋１，…，Ｐｔ使

Ａ＝Ｐ１Ｐ２…ＰｌＢＰｌ＋１Ｐｌ＋２…Ｐｔ． （２１）

若令Ｐ＝Ｐ１Ｐ２…Ｐｌ，Ｑ＝Ｐｌ＋１Ｐｌ＋２…Ｐｔ，显然Ｐ为可逆的ｍ阶方阵，Ｑ为可逆的ｎ阶方阵，

此时上式可写成Ａ＝ＰＢＱ，从而得

定理九　两个ｍ×ｎ矩阵Ａ，Ｂ等价的充要条件是存在可逆的ｍ阶方阵Ｐ与可逆的

ｎ阶方阵Ｑ，使

Ａ＝ＰＢＱ．
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我们知道，若Ａ为ｎ阶可逆方阵，其标准形为ｎ阶单位阵，即可逆矩阵ＡＥ，由（２１）

式立得

Ａ＝Ｐ１Ｐ２…ＰｌＥＰｌ＋１Ｐｌ＋２…Ｐｔ＝Ｐ１Ｐ２…Ｐｔ，

其中Ｐｉ（ｉ＝１，２，…，ｔ）为ｎ阶初等方阵，从而得

定理十　ｎ阶方阵Ａ可逆的充要条件是它能表成一些初等方阵的乘积，即

Ａ＝Ｐ１Ｐ２…Ｐｔ． （２２）

把（２２）式改写一下，有

Ｐ－１ｔ…Ｐ
－１
２Ｐ

－１
１Ａ＝Ｅ．

因为初等方阵的逆矩阵仍为初等方阵，同时在矩阵Ａ的左边乘这些初等方阵就相当于对

Ａ做初等行变换，从而有

推论　可逆矩阵总可以经过一系列初等行变换化为单位矩阵．

定理十及推论提供了一种求逆矩阵的方法．设Ａ为可逆矩阵，由定理十知Ａ可表为一

些初等方阵的乘积：

Ａ＝Ｐ１Ｐ２…Ｐｔ．

显然Ａ－１＝Ｐ－１ｔ…Ｐ
－１
２Ｐ

－１
１，从而得以下两式：

Ｐ－１ｔ…Ｐ
－１
２Ｐ

－１
１Ａ＝Ｅ， （２３）

Ｐ－１ｔ…Ｐ
－１
２Ｐ

－１
１Ｅ＝Ａ

－１． （２４）

（２３）、（２４）两个式子说明，如果用一系列初等行变换把可逆矩阵Ａ化成单位矩阵，那

么同样地用这一系列初等行变换去化单位矩阵就得到Ａ－１．

把Ａ，Ｅ这两个ｎ×ｎ矩阵合并在一起，构成一个ｎ×２ｎ矩阵（ＡＥ），按矩阵的分块乘

法，则有

Ｐ－１ｔ…Ｐ
－１
２Ｐ

－１
１（ＡＥ）＝（Ｐ

－１
ｔ…Ｐ

－１
１ＡＰ

－１
ｔ…Ｐ

－１
１Ｅ）

＝（ＥＡ－１）．

这就是用初等行变换求逆矩阵的根据所在．请看下面的例子．

例１９　设

Ａ＝

３ －１ ０

－２ １ １

２ －









１ ４

，求Ａ－１．

［解］　因为

３ －１ ０ １ ０ ０

－２ １ １ ０ １ ０

２ －














１ ４ ０ ０ １

!"
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
ｒ１＋ｒ２

ｒ３＋ｒ２

１ ０ １ １ １ ０

－２ １ １ ０ １ ０













０ ０ ５ ０ １ １


ｒ２＋２ｒ１

１ ０ １ １ １ ０

０ １ ３ ２ ３ ０













０ ０ ５ ０ １ １


１
５×ｒ３

１ ０ １ １ １ ０

０ １ ３ ２ ３ ０

０ ０ １ ０ １
５


















１
５


ｒ２－３ｒ３

ｒ１－ｒ３

１ ０ ０ １ ４
５ －１５

０ １ ０ ２ １２
５ －３５

０ ０ １ ０ １
５



























１
５

，

所以

Ａ－１＝

１ ４
５ －１５

２ １２
５ －３５

０ １
５


















１
５

．

上面是用初等行变换求逆矩阵，同样只用初等列变换也可以求逆矩阵，但在具体计

算时Ｅ不放在Ａ的右边，而是放在Ａ的下面，即

Ａ

…









Ｅ



Ｅ

…

Ａ－









１
．理由请读者给出．下面用

初等列变换求例１９矩阵Ａ的逆矩阵．

因为

!"



!

! " # $ ! " $ % & # " ' ( )

! " # $

书书书

　　　

３ －１ ０

－２ １ １

２ －１ ４

１ ０ ０

０ １ ０























０ ０ １


ｃ１＋２ｃ２

１ －１ ０

０ １ １

０ －１ ４

１ ０ ０

２ １ ０























０ ０ １


ｃ２＋ｃ１

１ ０ ０

０ １ １

０ －１ ４

１ １ ０

２ ３ ０























０ ０ １


ｃ３－ｃ２

１ ０ ０

０ １ ０

０ －１ ５

１ １ －１

２ ３ －３























０ ０ １


１
５×ｃ３

１ ０ ０

０ １ ０

０ －１ １

１ １ －１５

２ ３ －３５

０ ０






























１
５


ｃ２＋ｃ３

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ １

１ ４
５ －１５

２ １２
５ －３５

０ １
５






























１
５

，

所以

Ａ－１＝

１ ４
５ －１５

２ １２
５ －３５

０ １
５


















１
５

．

在第二章第四节向量空间中指出了向量空间的基不唯一，下面介绍向量在不同基下

的坐标之间的关系，即坐标变换公式．

定义１８　设α１，α２，…，αｍ；β１，β２，…，βｍ为向量空间Ｖ的两组基，若
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β１＝ａ１１α１＋ａ２１α２＋… ＋ａｍ１αｍ，

β２＝ａ１２α１＋ａ２２α２＋… ＋ａｍ２αｍ，

………………………………

βｍ ＝ａ１ｍα１＋ａ２ｍα２＋… ＋ａｍｍαｍ













．

则称矩阵Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｍ

ａ２１ ａ２２ … ａ２ｍ

… … … …

ａｍ１ ａｍ２ … ａ















ｍｍ

为基α１，α２，…，αｍ到基β１，β２，…，βｍ的过渡矩阵．

这时，利用分块矩阵的运算，有

（β１，β２，…，βｍ）＝（α１，α２，…，αｍ）Ａ．

其中α１，α２，…，αｍ；β１，β２，…，βｍ为列向量．

例如，在向量空间Ｒ２中，基α１＝
１[ ]０ ，α２＝

１[ ]１ 到基β１＝
　１

－[ ]１，β２＝
２[ ]３ 的过渡矩

阵为

Ａ＝
２ －１

－[ ]１ ３
．

定理十一　设α１，α２，…，αｍ；β１，β２，…，βｍ为向量空间Ｖ的两组基，且过渡矩阵为

Ａ，若α∈Ｖ在基α１，α２，…，αｍ；β１，β２，…，βｍ的坐标分别为Ｘ，Ｙ，则

Ｘ＝ＡＹ　或　Ｙ＝Ａ－１Ｘ．

［证］　由已知及分块矩阵运算，得

（β１，β２，…，βｍ）＝（α１，α２，…，αｍ）Ａ，

α＝（α１，α２，…，αｍ）Ｘ，

α＝（β１，β２，…，βｍ）Ｙ，

所以 α＝［（α１，α２，…，αｍ）Ａ］Ｙ

＝（α１，α２，…，αｍ）（ＡＹ）．

由α１，α２，…，αｍ线性无关，得

Ｘ＝ＡＹ　或　Ｙ＝Ａ－１Ｘ．

例２０　在线性空间Ｒ３中，取两组基

（Ⅰ）α１＝（１，０，１）
Ｔ，α２＝（１，１，０）

Ｔ，α３＝（０，１，１）
Ｔ；

（Ⅱ）β１＝（１，０，３）
Ｔ，β２＝（２，２，２）

Ｔ，β３＝（－１，１，４）
Ｔ．
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（１）求基（Ⅰ）到基（Ⅱ）的过渡矩阵Ａ；

（２）设α在基（Ⅰ）下的坐标为（１，１，３）Ｔ，求α在基（Ⅱ）下的坐标．

［解］　（１）方法１：

因为（β１，β２，β３）＝（α１，α２，α３）Ａ，即

１ ２ －１

０ ２ １








３ ２ ４

＝

１ １ ０

０ １ １








１ ０ １

Ａ．

所以 Ａ＝

１ １ ０

０ １ １








１ ０ １

－１ １ ２ －１

０ ２ １








３ ２ ４

＝

１
２ －１２

１
２

１
２

１
２ －１２

－１２
１
２


















１
２

１ ２ －１

０ ２ １








３ ２ ４

＝

２ １ １

－１ １ －２








１ １ ３

．

方法２：

因为

（α１，α２，α３β１，β２，β３）＝

１ １ ０  １ ２ －１

０ １ １  ０ ２ １

１ ０ １ 









３ ２ ４


ｒ３－ｒ１

１ １ ０  １ ２ －１

０ １ １  ０ ２ １

０ －１ １ 









２ ０ ５


ｒ３＋ｒ２

１ １ ０  １ ２ －１

０ １ １  ０ ２ １

０ ０ ２ 









２ ２ ６


１
２ｒ３
１ １ ０  １ ２ －１

０ １ １  ０ ２ １

０ ０ １ 









１ １ ３
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
ｒ２－ｒ３

１ １ ０  １ ２ －１

０ １ ０  －１ １ －２

０ ０ １ 









１ １ ３


ｒ１－ｒ２

１ ０ ０  ２ １ １

０ １ ０  －１ １ －２

０ ０ １ 









１ １ ３

，

所以过渡矩阵为Ａ＝

２ １ １

－１ １ －２








１ １ ３

．

（２）坐标变换公式，得α在基（Ⅱ）下的坐标为

Ｙ＝Ａ－１










１

１

３

＝

５
９ －２９ －１３

１
９

５
９

１
３

－２９ －１９


















１
３











１

１

３

＝

－２

















３

５
３

２
３

．

从例２０解题过程可得，基α１，α２，…，αｍ到基β１，β２，…，βｍ的过渡矩阵Ａ的求法．

（１）逆矩阵法：Ａ＝（α１，α２，…，αｍ）
－１（β１，β２，…，βｍ）．

（２）初等变换法：（α１，α２，…，αｍβ１，β２，…，βｍ） 
初等行变换

（ＥＡ）．

习题三

１．设Ａ＝

１ ２ １ ２

２ １ ２ １








１ ２ ３ ４

，　Ｂ＝

４ ３ ２ １

－２ １ －２ １

０ －１ ０ －









１

．

求：（１）３Ａ－Ｂ；

（２）２Ａ＋３Ｂ；

（３）若Ｘ满足Ａ＋Ｘ＝Ｂ，求Ｘ；

（４）若Ｙ满足（２Ａ－Ｙ）＋２（Ｂ－Ｙ）＝０，求Ｙ．

２．设Ａ＝

１ １ １

１ １ －１

１ －









１ １

，　Ｂ＝

１ ２ ３

－１ －２ ４








０ ５ １

，求３ＡＢ－２Ａ及Ａ′Ｂ．
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３．计算下列矩阵的乘积．

（１）（１２３４）

３

２

－














１

０

； （２）

４ ３ １

１ －２ ３








５ ７ ０











７

２

１

；

（３）
２ １ ４ ０

１ －[ ]１ ３ ４

１ ３ １

０ －１ ２

１ －３ １

４ ０ －













２

；

（４）

１ ２ １ ０

０ １ ０ １

０ ０ ２ １













０ ０ ０ ３

１ ０ ３ １

０ １ ２ －１

０ ０ －２ ３

０ ０ ０ －













３

；

（５）
３ １ ２ －１[ ]０ ３ １ ０

１　０　５

０　２　０

１　０　１













０　３　０

－１ ０

１ ５








０ ２

．

４．设Ａ＝

１ ０ ０ ０

０ １ ０ ０

－１ ２ １ ０













１ １ ０ １

，　Ｂ＝

１ ０ ３ ２

－１ ２ ０ １

１ ０ ４ １

－１ －













１ ２ ０

，求Ａ与Ｂ的乘积ＡＢ（用分块

的方法）．

５．设Ａ＝

－１ ２ ０ ０

３ １ ０ ０

０ ０ １ ２

０ ０ －













２ １

，　Ｂ＝

１ ３ ０ ０

４ －１ ０ ０

０ ０ ２ １













０ ０ ３ ４

，求ＡＢ（用分块的方法）．

６．已知Ａ＝

１ ０ ３

０ ２ １








０ ０ １

，　Ｂ＝

１ ０ ０

０ ２ １








３ ０ １

．

求：（１）（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）；

（２）Ａ２－Ｂ２．
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比较（１）与（２）的结果，可得出什么结论？

７．举反例说明下列命题是错误的．

（１）若Ａ２＝０，则Ａ＝０；

（２）若Ａ２＝Ａ，则Ａ＝０或Ａ＝Ｅ；

（３）若ＡＸ＝ＡＹ，且Ａ≠０，则Ｘ＝Ｙ．

８．设Ａ＝
１ ０

λ[ ]１，求Ａ２，Ａ３，…，Ａｋ（ｋ为正整数）．

９．设Ａ＝
λ １ ０

０ λ １

０ ０









λ

，求Ａｋ．

１０．设Ａ，Ｂ为同阶方阵，证明：

（Ａ＋Ｂ）（Ａ－Ｂ）＝Ａ２－Ｂ２

的充分必要条件是ＡＢ＝ＢＡ．

１１．设Ａ，Ｂ都是ｎ阶对称矩阵，证明：ＡＢ是对称矩阵的充分必要条件是ＡＢ＝ＢＡ．

１２．求下列各矩阵的逆矩阵．

（１）
１　２[ ]３　５

； （２）

１ ２ －１

３ ４ －２

５ －









４ １

；

（３）

１ １ １

２ －１ １








１ ２ ０

； （４）

１ ２ ３ ４

０ １ ２ ３

０ ０ １ ２













０ ０ ０ １

．

１３．解下列矩阵方程．

（１）

１ １ －１

－２ １ １








１ １ １

Ｘ＝

２








３

６

；

（２）

０ １ ０

１ ０ ０








０ ０ １

Ｘ

１ ０ ０

０ ０ １








０ １ ０

＝

１ －４ ３

２ ０ －１

１ －









２ ０

．

１４．设Ａｋ＝０（ｋ为正整数），证明：

（Ｅ－Ａ）－１＝Ｅ＋Ａ＋Ａ２＋… ＋Ａｋ－１．
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１５．设方阵Ａ满足Ａ２－Ａ－２Ｅ＝０，证明Ａ及Ａ＋２Ｅ都可逆，并求Ａ－１及（Ａ＋２Ｅ）－１．

１６．设Ａ＝

４ ２ ３

１ １ ０

－









１ ２ ３

，ＡＢ＝Ａ＋２Ｂ，求Ｂ．

１７．设

Ａ＝

６ ０ ４

０ ２ ０








０ ０ ９

，

求（Ａ＋２Ｅ）－１（Ａ２－４Ｅ）．

１８．设

Ａ＝

１ ０ ０

－１ ２ ０








１ ４ ３

，

求｜（４Ｅ－Ａ）′（４Ｅ－Ａ）｜．

１９．求下列矩阵的秩．

（１）

１ ２ ３ ４

１ －２ ４ ５








１ １０ １ ２

； （２）

１ －１ ２ １ ０

２ －２ ４ ２ ０

３ ０ ６ －１ １













０ ３ ０ ０ １

；

（３）

１ ０ ０ １ ４

０ １ ０ ２ ５

０ ０ １ ３ ６

１ ２ ３ １４ ３２

















４ ５ ６ ３２ ７７

．

２０．利用矩阵的秩判断下列向量组的线性相关性，并求出它的一个最大线性无关组．

（１）α１＝（１，４，１，０），　α２＝（２，１，－１，－３），

α３＝（１，０，－３，－１），　α４＝（０，２，－６，３）；

（２）α１＝（１，－１，２，４），　α２＝（０，３，１，２），

α３＝（３，０，７，１４），　α４＝（１，－１，２，０），

α５＝（２，１，５，６）；

（３）α１＝（２，１，１），　α２＝（－４，－２，－２），
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α３＝（３，１，４），　α４＝（５，３，０）．

２１．利用矩阵的初等变换求下列方阵的逆矩阵．

（１）

３ ２ １

３ １ ５








３ ２ ３

； （２）

１ １ １

２ －１ １








１ ２ ０

；

（３）

１ ２ ３ ４

２ ３ １ ２

１ １ １ －１

１ ０ －２ －













６

； （４）

１ ３ －５ ７

０ １ ２ ３

０ ０ １ ２













０ ０ ０ １

．

２２．用初等变换将下列矩阵化为标准形．

（１）

１ －１ ２

３ －３ １

－２ ２ －









４

； （２）

１ ２ ３ ４

０ －１ ０ －２

１ １ ３ ２













２ ２ ６ ４

．

２３．已知ＡＰ＝ＰＢ，其中

Ｂ＝

１ ０ ０

０ ０ ０

０ ０ －









１

，　Ｐ＝

１ ０ ０

２ －１ ０








２ １ １

，

求Ａ及Ａ５．

２４．设Ａ和Ｂ为可逆阵，求分块矩阵

Ｘ＝
Ｏ Ａ[ ]Ｂ Ｏ

的逆矩阵．

２５．若Ａ为ｎ阶方阵，试证：Ｒ（Ａ）＜ｎ的充分必要条件是｜Ａ｜＝０．

２６．利用逆矩阵解下列线性方程组．

（１）

ｘ１＋２ｘ２＋３ｘ３＝１，

２ｘ１＋２ｘ２＋５ｘ３＝２，

３ｘ１＋５ｘ２＋ｘ３＝３
{

；

　　（２）

ｘ１－ｘ２＋３ｘ３＝２，

２ｘ１－ｘ２＋４ｘ３＝１，

－ｘ１＋２ｘ２－４ｘ３＝－１
{

．

２７．求下列向量组的一个最大线性无关组并用最大线性无关组表示其余向量．

（１）α１＝（２，１，２，２），　α２＝（１，１，－１，０），　α３＝（０，１，２，１），

α４＝（－１，－１，－１，－１）；
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（２）α１＝（２，１，３，７），　α２＝（－１，０，１，０），　α３＝（４，１，１，７），

α４＝（－３，－１，０，－３），　α５＝（－４，－３，１，３）．

２８．在线性空间Ｒ３中，取两组基

（Ⅰ）α１＝（１，０，０）
Ｔ，　α２＝（１，１，０）

Ｔ，　α３＝（１，１，１）
Ｔ；

（Ⅱ）β１＝（２，１，１）
Ｔ，　β２＝（１，２，１）

Ｔ，　β３＝（１，１，２）
Ｔ．

（１）求基（Ⅰ）到基（Ⅱ）的过渡矩阵Ａ；

（２）设α在基（Ⅰ）下的坐标为（３，１，１）Ｔ，求α在基（Ⅱ）下的坐标．
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