
笔记前言： 

本笔记的内容是去掉步骤的概述后，视频的所有内容。 

本猴觉得，自己的步骤概述写的太啰嗦，大家自己做笔记时， 

应该每个人都有自己的最舒服最简练的写法，所以没给大家写。 

再是本猴觉得，不给大家写这个概述的话，大家会记忆的更深， 

掌握的更好！ 

所以老铁！一定要过呀！不要辜负本猴的心意！~~~ 

【祝逢考必过，心想事成~~~~】 

【一定能过！！！！！】  
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线性代数第一课 

|
1 2
2 3

| |
1 2 3
2 3 4
4 5 7

| |

1 2
2 3

3 4
4 5

4 5
8 9

7 8
10 12

| 

二阶 三阶 四阶 

例 1： 

|
1 2
2 3

|=1×3−2×2=−1 

|
3 4
5 6

|=3×6−4×5=−2 

例 2： 

|
1 2 3
2 3 4
4 5 7

| = |
1 2 3
0 −1 −2
0 0 1

| =1×(−1)×1=−1 

|

1 2
2 3

 3  4
 4  5

4 5
8 9

 7  8
10 12

| = |

1  2
0 −1

 3 4
−2 −3

0 0
0 0

1  1
0  1

| = 1 × (−1) × 1 × 1 = −1 

例 3： 

|
1 2 3
2 3 4
4 5 7

| ====== |
1 2 3

2 − 2 × 1 3 − 2 × 2 4 − 2 × 3
4 5 7

| =

 |
1 2 3
0 −1 −2
4 5 7

| ====== |
1 2 3
0 −1 −2

4 − 4 × 1 5 − 4 × 2 7 − 4 × 3
| =

 |
1 2 3
0 −1 −2
0 −3 −5

| ====== |
1 2 3
0 −1 −2
0 −3 − 3 × (−1) −5 − 3 × (−2)

| =

行
2

− 2行
1

行
3

− 4行
1

行
3

− 3行
2
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         |
1 2 3
0 −1 −2
0 0 1

| = 1 × (−1) × 1 = −1  

 

 

例 4： 

|

1 2
2 3

 3  4
 4  5

4 5
8 9

 7  8
12 12

| ====== |

1    2
0 −1

 3  4
−2 −3

4   5
8   9

7 8
12 12

| ======

         |

1 2
0 −1

 3  4
−2 −3

0 −3
8 9

−5 −8
12 12

| ====== |

1 2
0 −1

  3     4
−2    −3

0 −3
0 −7

−5 −8
−12 −20

| ======

         |

1 2
0 −1

3 4
−2 −3

0 0
0 −7

1 1
−12 −20

| ====== |

1    2
0 −1

3 4
−2 −3

0   0
0   0

1     1
2     1

| ======

         |

1    2
0 −1

3    4
−2 −3

0   0
0   0

   1     1
   0    −1

| = 1 × (−1) × 1 × (−1) = 1  

 

 

例 5： 

|

1 2
2 3

 3  4
 4  5

4 5
8 9

 7  8
10 12

| = −1  

|

2 4
2 3

6  8
 4  5

4 5
8 9

 7  8
10 12

| = 2 × |

1 2
2 3

 3   4
 4   5

4 5
8 9

 7  8
10 12

| = 2 × (−1) = −2  

|

2  4
2  3

6   8
 4    5

12 15
8 9

 21  24
10 12

|=2 × 3 × |

1 2
2 3

 3   4
 4   5

4 5
8 9

 7  8
10 12

| = 2 × 3 × (−1) = −6  

行
2

− 2行
1

 行
3

− 4行
1

 

行
4

− 8行
1

 行
3

− 3行
2

  

行
4

− 7行
2

  行
4

− 2行
3
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例 6： 

|

1 2
2 3

 3   4
 4   5

4 5
8 9

 7  8
10 12

| = −1  

|

2 3
1 2

 4  5
 3  4

4 5
8 9

 7  8
10 12

| ====== −1 × |

1 2
2 3

 3   4
 4   5

4 5
8 9

 7  8
10 12

|=−1× (−1)=1  

|

0 0
0 0

 0  3
 3  2

1 2
0 5

 3  4
2 4

|======−1 × |

0 5
0 0

2 4
3 2

1 2
0 0

3 4
0 3

|======−1× (−1) 

× |

0 5
1 2

2 4
3 4

0 0
0 0

3 2
0 3

|======−1× (−1) × (−1) × |

1 2
0 5

3 4
2 4

0 0
0 0

3 2
0 3

| 

= −1 × (−1) × (−1) × 1 × 5 × 3 × 3 = −45  

 

 

例 7： 

行：r      列：c  

|

0 0
0 0

 0  3
 3  2

1 2
0 5

 3  4
2  4

|======−1 × (−1) |

0 5
1 2

2 4
3 4

0 0
0 0

3 2
0 3

|  

|

1 2
2 3

 3  4
 4  5

4 5
8 9

 7  8
10 12

|======|

1 2
0 −1

 3  4
−2 −3

0 −3
8 9

−5 −8
10 12

|  

 

 

行
1

⟷ 行
4

 

行
1

⟷ 行
2

 

行
2

⟷ 行
3

 

r1 ⟷ r4 

r2 ⟷ r3 

r2 − 2r1 

r3 − 4r1 

行
1

⟷ 行
2
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线性代数第二课 

例 1： 

|

2 3 3 3
3 2 3 3
3
3

3
3

2 3
3 2

| = (2 − 3)4−1[2 + (4 − 1) × 3] = −11  

 

 

例 2： 

|

1 1 1  1 
3 4 5  6 

32

33
42

43
52 62

53 63

| = (6 − 5)(6 − 4)(6 − 3)(5 − 4)(5 − 3)(4 − 3)=12 

 

 

例 3： 

已知|

𝐚𝟏 𝐛𝟏 𝐜𝟏

𝐚𝟐 𝐛𝟐 𝐜𝟐

𝐚𝟑 𝐛𝟑 𝐜𝟑

|=1，试求|

𝐚𝟏 + 𝐜𝟏 𝐛𝟏 𝐚𝟏 + 𝐛𝟏

𝐚𝟐 + 𝐜𝟐 𝐛𝟐 𝐚𝟐 + 𝐛𝟐

𝐚𝟑 + 𝐜𝟑 𝐛𝟑 𝐚𝟑 + 𝐛𝟑

| 

解： 

|

a1 + c1 b1 a1 + b1

a2 + c2 b2 a2 + b2

a3 + c3 b3 a3 + b3

|=|

a1 b1 a1 + b1

a2 b2 a2 + b2

a3 b3 a3 + b3

|+|

c1 b1 a1 + b1

c2 b2 a2 + b2

c3 b3 a3 + b3

| 

=|

a1 b1 a1

a2 b2 a2

a3 b3 a3

|+|

a1 b1 b1

a2 b2 b2

a3 b3 b3

|+|

c1 b1 a1

c2 b2 a2

c3 b3 a3

|+|

c1 b1 b1

c2 b2 b2

c3 b3 b3

| 

=0+0+|

c1 b1 a1

c2 b2 a2

c3 b3 a3

|+0=− |

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

|=−1 
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例 4： 

试求|
𝟏 𝟐 𝟑
𝟓 𝟔 𝟕
𝟗 𝟏𝟎 𝟏𝟏

|中 𝐚𝟐𝟑 的余子式。 

解： 

    余子式 : M              M23=|
1 2
9 10

|=−8 

                            M12=|
5 7
9 11

|=−8 

    代数余子式 : A           A23=(−1)2+3·M23=−1×(−8)=8 

                            A12=(−1)1+2·M12=−1×(−8)=8 

 

 

例 5： 

|
1 2 3
5 6 7
9 10 11

|=a11A11+a12A12+a13A13 

= a11(−1)1+1M11+a12(−1)1+2M12+a13(−1)1+3M13 

=1×(−1)1+1×|
6 7

10 11
|+ 2×(−1)1+2×|

5 7
9 11

|+ 3×(−1)1+3×|
5 6
9 10

| 

 

 

例 6： 

|
1 2 3
5 6 7
9 10 11

|=a11A11+a21A21+a31A31 

= a11(−1)1+1M11+a21(−1)2+1M21+a31(−1)3+1M31 

=1×(−1)1+1×|
6 7

10 11
|+ 5×(−1)2+1×|

2 3
10 11

|+ 9×(−1)3+1×|
2 3
6 7

| 
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例 7： 

|
1 2 3
4 0 5
6 0 7

|=2×(−1)1+2×|
4 5
6 7

|+0×(−1)2+2×|
1 3
6 7

|+ 

0×(−1)3+2×|
1 3
4 5

|=2×(−1)1+2×|
4 5
6 7

| 

 

 

例 8： 

已知 D=|

𝟏 𝟐 𝟑   𝟒
𝟓 𝟔 𝟕   𝟖
𝟗

𝟏𝟑
𝟏𝟎
𝟏𝟒

𝟏𝟏 𝟏𝟐
𝟏𝟓 𝟏𝟔

|，试求： 

①3𝐀𝟏𝟏+4𝐀𝟏𝟐+5𝐀𝟏𝟑+6𝐀𝟏𝟒； 

②3𝐀𝟏𝟏+4𝐀𝟐𝟏+5𝐀𝟑𝟏+6𝐀𝟒𝟏； 

③3𝐌𝟏𝟏+4𝐌𝟐𝟏+5𝐌𝟑𝟏+6𝐌𝟒𝟏。 

解： 

①3A11+4A12+5A13+6A14=|

3 4 5   6
5 6 7   8
9

13
10
14

11 12
15 16

| 

②3A11+4A21+5A31+6A41=|

3 2 3   4
4 6 7   8
5
6

10
14

11 12
15 16

| 

③A11=(−1)1+1·M11=M11 → M11=A11 

      A21=(−1)2+1·M21=−M21 → M21=−A21 

      A31=(−1)3+1·M31=M31  → M31=A31 
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      A41=(−1)4+1·M41=−M41 → M41=−A41 

    ∴3M11+4M21+5M31+6M41=3A11 −4A21+5A31 −6A41 

=|

3 2 3   4
−4 6 7   8
5

−6
10
14

11 12
15 16

| 

 

 

例 9： 

请判断下列方程组是否有唯一解。 

①{

  𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟑 = 𝟎
𝟒𝐱𝟏 + 𝟓𝐱𝟐 + 𝟔𝐱𝟑 = 𝟎
𝟕𝐱𝟏 + 𝟖𝐱𝟐 + 𝟗𝐱𝟑 = 𝟎

     ②{

  𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟑 = 𝟏
𝟒𝐱𝟏 + 𝟓𝐱𝟐 + 𝟔𝐱𝟑 = 𝟐
𝟕𝐱𝟏 + 𝟖𝐱𝟐 + 𝟗𝐱𝟑 = 𝟑

 

解： 

①：D=|
1 2 3
4 5 6
7 8 9

|=0   ∴ 该方程组有零解与非零解，即没有唯一解。 

②：D=|
1 2 3
4 5 6
7 8 9

|=0   ∴ 该方程组有多个解或无解。 

 

 

例 10： 

已知{

   𝐱𝟏 + 𝛌𝐱𝟐 + 𝟑𝐱𝟑 = 𝟎
𝟒𝐱𝟏 + 𝟓𝐱𝟐 + 𝟔𝐱𝟑 = 𝟎
𝟕𝐱𝟏 + 𝟖𝐱𝟐 + 𝟗𝐱𝟑 = 𝟎

 有非零解，请确定 λ 的值。 

解： 

D=0     即|
1 λ 3
4 5 6
7 8 9

|=0     解得 λ=2 

猴
博
士
爱
讲
课



 
5 

 

 

用到的表格 

方程组 D≠0 D=0 

齐次 只有一组零解 有零解与非零解 

非齐次 只有一组非零解 有多个解或无解 
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线性代数第三课 

一、矩阵加减 

例 1： 

已知 A=(
𝟏 𝟑
𝟐 𝟒
𝟓 𝟔

)，B=(
𝟕 𝟖
𝟗 𝟏𝟎

𝟏𝟏 𝟏𝟐
)，试求 2A+3B 

解： 

2A=(
1 × 2 3 × 2
2 × 2 4 × 2
5 × 2 6 × 2

) = (
2 6
4 8

10 12
) 

3B=(
7 × 3 8 × 3
9 × 3 10 × 3

11 × 3 12 × 3
) = (

21 24
27 30
33 36

) 

2A+3B=(
2 + 21 6 + 24
4 + 27 8 + 30

10 + 33 12 + 36
) = (

23 30
31 38
43 48

)  

 

 

二、矩阵相乘 

例 1： 

已知 A=(
𝟏 𝟑
𝟐 𝟒
𝟓 𝟔

)，B=(
𝟕 𝟖 𝟗

𝟏𝟎 𝟏𝟏 𝟏𝟐
)，试求 A×B 

解： 

A×B=(
1 3
2 4
5 6

)×(
7 8 9

10 11 12
)  

=(
1 × 7 + 3 × 10 1 × 8 + 3 × 11 1 × 9 + 3 × 12
2 × 7 + 4 × 10 2 × 8 + 4 × 11 2 × 9 + 4 × 12
5 × 7 + 6 × 10 5 × 8 + 6 × 11 5 × 9 + 6 × 12

) 

=(
37 41 45
54 60 66
95 106 117

) 
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例 2： 

已知 A=(
𝟏 𝟎 𝟏
𝟎 𝟐 𝟎
𝟏 𝟎 𝟏

)，B=(
𝟏 𝟐 𝟑
𝟒 𝟓 𝟔
𝟕 𝟖 𝟗

)，试求 𝐀𝟐B−2AB 

解： 

  A2B−2AB=(A2 −2A)·B 

         =[(
1 0 1
0 2 0
1 0 1

) · (
1 0 1
0 2 0
1 0 1

) − 2 · (
1 0 1
0 2 0
1 0 1

)]·(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

) 

=[(
2 0 2
0 4 0
2 0 2

) − (
2 0 2
0 4 0
2 0 2

)]·(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

) 

=(
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)·(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

) 

=(
0 0 0
0 0 0
0 0 0

) 

 

 

三、矩阵取绝对值 

例 1： 

已知 A=(
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟑 𝟒
𝟒 𝟓 𝟕

)，试求 |A| 

解：|A|=|
1 2 3
2 3 4
4 5 7

|=−1 
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例 2： 

已知 A=(
𝟐 𝟒 𝟔
𝟒 𝟔 𝟖
𝟖 𝟏𝟎 𝟏𝟒

)，试求 |A| 

解：A=2(
1 2 3
2 3 4
4 5 7

) 

|A|=23 |
1 2 3
2 3 4
4 5 7

|=8×(−1) =−8 

 

 

表格： 

AB 与 BA 未必相等 

AX=AY 不能推出 X=Y 

(AB)k 与 AkBk 不一定相等 

A2+(k+j)AB+kjB2 与 (A+kB)(A+jB) 不一定相等 

但   

A2+(k+j)A+kjE=A2+(k+j)AE+kjE2=(A+kE)(A+jE) 

|λA|=λn|A| 
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线性代数第四课 

一、涉及到转置的题目 

例 1： 

已知 A=(𝟏 𝟎 𝟏)，求 𝐀𝐓A𝐀𝐓 

解： 

 ATAAT=(
1
0
1
) · (1 0 1) · (

1
0
1
) 

          =(
1 0 1
0 0 0
1 0 1

) · (
1
0
1
)=(

2
0
2
) 

简便算法： 

∵ AAT=(1 0 1) · (
1
0
1
)=2 

∴ ATAAT=AT · 2=(
1
0
1
) ·2=(

2
0
2
) 

表格： 

AB与 BA未必相等 

AX=AY 不能推出 X=Y 

(AB)k 与 AkBk 不一定相等 

A2+(k+j)AB+kjB2 与 (A+kB)(A+jB) 不一定相等 

但 A2+(k+j)A+kjE=A2+(k+j)AE+kjE2=(A+kE)(A+jE) 

|λA|=λn|A| 

(AB)T=BTAT 

|AT|=|A| 
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二、证明矩阵可逆 

例 1： 

设 A=(
𝟏 𝟐 𝟑
𝟎 𝟒 𝟓
𝟎 𝟎 𝟔

)，试判断 A 是否可逆。 

解： 

|A|=|
1 2 3
0 4 5
0 0 6

|=24≠0 

∴ A 可逆 

 

 

例 2： 

设方阵 A 满足 𝐀𝟐 −A−2E=0，证明 A 可逆。 

解： 

A2 −A−2E=0 

A2 −A=2E 

A2 −AE=2E 

A(A−E)=2E 

A[
1

2
(A−E)]=E 

令 B=
1

2
(A−E) 

则 A·B=E 

∴ A 可逆 

猴
博
士
爱
讲
课



 
3 

 

 

 

三、求逆矩阵 

例 1： 

已知 A=(
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟑 𝟒
𝟒 𝟓 𝟕

)，求𝐀−𝟏 

解： 

(
1 2 3
2 3 4
4 5 7

 | 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
r2−2r1
→    (

1 2 3
0 −1 −2
4 5 7

 | 
1 0 0
−2 1 0
0 0 1

)   

r2×(−1)
→     (

1 2 3
0 1 2
4 5 7

 | 
1 0 0
2 −1 0
0 0 1

)
r3−4r1
→    (

1 2 3
0 1 2
0 −3 −5

 | 
1 0 0
2 −1 0
−4 0 1

)  

r3+3r2
→    (

1 2 3
0 1 2
0 0 1

 | 
1 0 0
2 −1 0
2 −3 1

)
r2−2r3
→    (

1 2 3
0 1 0
0 0 1

 | 
1 0 0
−2 5 −2
2 −3 1

)  

r1−3r3
→    (

1 2 0
0 1 0
0 0 1

 | 
−5 9 −3
−2 5 −2
2 −3 1

)
r1−2r2
→    (

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 | 
−1 −1 1
−2 5 −2
2 −3 1

)  

A−1=(
−1 −1 1
−2 5 −2
2 −3 1

) 

 

 

例 2： 

已知 B=(
𝟏 𝟐
𝟐 𝟏

)，求 𝐁−𝟏 

解： 

(
1 2
2 1

 | 
1 0
0 1

)
r2−2r1
→    (

1 2
0 −3

 | 
1 0
−2 1

)   

r2×(−
1

3
)

→     (
1 2
0 1

 | 
1 0
 2 
3
− 1 

3

)
r1−2r2
→    (

1 0
0 1

 | 
− 1 

3
 2 
3

 2 
3

− 1 

3

)  
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∴ B−1=(
− 1 

3
 2 
3

 2 
3

− 1 

3

) 

 

 

四、利用 A·𝐀−𝟏=E 或 𝐀−𝟏·A=E 计算 

例 1： 

已知 A=(
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟑 𝟒
𝟒 𝟓 𝟕

)、B=(
𝟏 𝟐
𝟐 𝟏

)、C=(
𝟏 𝟒
𝟐 𝟓
𝟑 𝟔

)，求矩阵 X 使其满足 AXB=C。 

解： 

    AXB=C 

A−1AXB=A−1C 

EXB=A−1C 

XB=A−1C 

XBB−1=A−1CB−1 

XE=A−1CB−1 

X=A−1CB−1=(
−1 −1 1
−2 5 −2
2 −3 1

)(
1 4
2 5
3 6

)(
− 1 

3
 2 
3

 2 
3

−
 1 
3

)=(

−2 1
 8 
3

−
 1 
3

− 1 

3
− 1 

3

) 

 

 

五、利用 A·𝐀∗=|𝐀|E 或 𝐀∗·A=|𝐀|E 计算 

例 1： 

已知 A=(
𝟏 𝟐 𝟑
𝟐 𝟑 𝟒
𝟒 𝟓 𝟕

)，且 𝐀∗X=𝐀−𝟏+X ，求矩阵 X。 
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解： 

A∗X=A−1+X 

AA∗X=A(A−1+X) 

|A|EX=A(A−1+X) 

|A|EX=AA−1+AX 

|A|EX=E+AX 

|A|EX−AX=E 

(|A|E−A)X=E 

(|A|E − A)−1·(|A|E−A)X=(|A|E − A)−1·E 

EX=(|A|E − A)−1·E 

X=(|A|E − A)−1  

|A|=|
1 2 3
2 3 4
4 5 7

|=−1 

∴ X=(−E − A)−1=[−(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) − (
1 2 3
2 3 4
4 5 7

)]

−1

 

=(
−2 −2 −3
−2 −4 −4
−4 −5 −8

)

−1

 

=(

−2  1 
6

 2 
3

0 − 2 

3
 1 
3

1  1 
3

− 
 2 
3

) 
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六、求矩阵的秩 

例 1： 

已知 A=(

𝟏 𝟐
𝟐 𝟒

𝟑 𝟒
𝟔 𝟖

𝟒 𝟓
𝟏 𝟐

𝟔 𝟕
𝟔 𝟗

) ，求 R(A) 

解： 

  A=(

1 2
2 4

3 4
6 8

4 5
1 2

6 7
6 9

)
r2−2r1
→    (

1 2
0 0

3 4
0 0

4 5
1 2

6 7
6 9

)
r2⟷r4
→    (

1 2
1 2

3 4
6 9

4 5
0 0

6 7
0 0

) 

r2−r1
→   (

1 2
0 0

3 4
3 5

4 5
0 0

6 7
0 0

)
r2⟷r3
→    (

1 2
4 5

3 4
6 7

0 0
0 0

3 5
0 0

)
r2−4r1
→    (

1 2
0 −3

3 4
−6 −9

0  0 
0  0 

3    5
0    0

) 

∴ R(A)=3 

 

 

例 2： 

已知 B=(

𝟏 𝟐
𝟐 𝟒

𝟑 𝟒  
𝟔 𝟖  

𝟑 𝟔
𝟐 𝟒

𝟗 𝟏𝟐
𝟒 𝟓

) ，求 R(B) 

解： 

  B=(

1 2
2 4

3  4 
6  8 

3 6
2 4

9 12
4 5

)

r2−2r1
r3−3r1
r4−2r1
→    (

1 2
0 0

3    4
0    0

0 0
0 0

0 0
−2 −3

)
r2⟷r4
→    (

1 2
0 0

3 4
−2 −3

0 0
0 0

0    0
0    0

) 

      ∴ R(B)=2 
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七、已知矩阵的秩，求矩阵里的未知数 

例 1： 

已知 B=(
𝟏 𝟐 𝟑 𝟒
𝟐 𝛍 𝟔 𝟖
𝟑 𝟔 𝟗 𝛌

)，且 R(B)=1，求 λ、μ 的值。 

解： 

B=(
1 2 3 4
2 μ 6 8
3 6 9 λ

)

𝑟2−2𝑟1
𝑟3−3𝑟1
→    (

1
0
0

2
μ − 4
0

3
0
0

4
0

λ − 12
) 

R(B)=1⇒ {
  μ − 4 = 0
λ − 12 = 0

⇒{
μ = 4   
λ = 12
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线性代数第五课 

一、 判断某向量是否可由某向量组线性表示 

例 1： 

已知 𝒂𝟏=(

𝟏
𝟏
𝟐
𝟐

)，𝒂𝟐=(

𝟏
𝟐
𝟏
𝟑

)，𝒂𝟑=(

𝟏
−𝟐
𝟒
𝟎

)，b=(

𝟏
𝟎
𝟑
𝟏

)，试判断 b 能否由 𝒂𝟏，𝒂𝟐，𝒂𝟑  

线性表示。 

解： 

令 A=(𝑎1，𝑎2，𝑎3) =(

1 1 1
1 2 −2
2
2
1
3

4
0

) 

A=(

1 1 1
1 2 −2
2
2
1
3

4
0

)
行变换
→    (

1 1 1
0 1 −3
0
0
0
0
−1
0

)⇒ R(A)=3 

令 B=(𝑎1，𝑎2，𝑎3，b) =(

1
1
2
2

1
2
1
3

1
−2
4
0

1
0
3
1

) 

B=(

1
1
2
2

1
2
1
3

1
−2
4
0

1
0
3
1

)
行变换
→    (

1
0
0
0

1
1
0
0

1
−3
−1
0

1
−1
0
0

)⇒ R(B)=3 

∴ R(A)=R(B)   ∴ b能由 a1，a2，a3 线性表示 

线性表示：b=k1a1+k2a2+k3a3 
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二、 判断某个向量组是否线性相关 

例 1： 

已知 𝒂𝟏=(

𝟏
𝟏
𝟐
𝟐

)，𝒂𝟐=(

𝟏
𝟐
𝟏
𝟑

)，𝒂𝟑=(

𝟏
−𝟐
𝟒
𝟎

)，𝒂𝟒=(

𝟏
𝟎
𝟑
𝟏

)，试判断 A=(𝒂𝟏，𝒂𝟐，𝒂𝟑，𝒂𝟒)  

是否线性相关。 

解： 

A=(

1
1
2
2

1
2
1
3

1
−2
4
0

1
0
3
1

)
行变换
→    (

1
0
0
0

1
1
0
0

1
−3
−1
0

1
−1
0
0

)⇒ R(A)=3 

∵ R(A)=3 <向量个数    ∴ 线性相关 

线性相关：a1，a2，a3，a4 中存在一个向量可用其他向量线性表示 

a4=k1a1+k2a2+k3a3       a2=k1a1+k2a3+k3a4 

a3=k1a1+k2a2+k3a4       a1=k1a2+k2a3+k3a4 

 

 

三、已知三维向量空间的一组基底，求某一向量在此基底下的坐标 

例 1： 

设三维向量空间的一组基底 𝛂𝟏=(1，1，0)，𝛂𝟐=(1，0，1)，𝛂𝟑=(0，1，1)， 

求向量 β=(2，0，0) 在此基底下的坐标。 

解： 

β=k1α1+k2α2+k3α3 

(2，0，0)=k1(1，1，0)+k2(1，0，1)+k3(0，1，1) 

(2，0，0)=(k1，k1，0)+(k2，0，k2)+(0，k3，k3) 
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{

2=k1+k2+0 
0=k1+0+k3 
0=0+k2+k3 

⇒  {

k1 = 1   
k2 = 1   
k3 = −1

 

∴ 坐标为 (k1，k2，k3)=(1，1，−1) 

 

 

四、求几个行向量的极大无关组 

例 1： 

已知向量 𝐚𝟏=(0，−4，12，8)，𝐚𝟐=(−1，−3，5，1)，𝐚𝟑=(3，5，−1，4)， 

𝐚𝟒=(1，1，1，3)。求向量 𝐚𝟏，𝐚𝟐，𝐚𝟑，𝐚𝟒 的一个极大无关组。 

解： 

 

    则  R=3 

    ∴ a4，a2，a3 是 a1，a2，a3，a4 的一个极大无关组 
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线性代数第六课 

一、 判断方程组解的情况 

条件 解的情况 

齐次 
R(A)=未知数个数 唯一解（零解） 

R(A)<未知数个数 多个解（零解和多个非零解） 

非齐次 

R(A)≠R(A|b) 无解 

R(A)=R(A|b) 有解 
R(A)=R(A|b)=未知数个数 一个非零解 

R(A)=R(A|b)＜未知数个数 多个非零解 

例 1： 

判断方程组解的情况 

①：{

𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟎
𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟎          
𝐱𝟏 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 = 𝟎
𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 = 𝟎

 

解：{

x1 + x2 + x4 = 0
x2 + x4 = 0          
x1 + x3 + x4 = 0
x1 + x2 + x3 = 0

={

  x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 0 
0x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 0 
  x1 + 0x2 +   x3 +   x4 = 0
  x1 +   x2 +   x3 + 0x4 = 0

 

A=(

1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 0

)

r3−r1
r4−r1
r3+r2
r4−r3
→   (

1 1 0  1  
0 1 0  1  
0 0 1  1  
0 0 0 −2

) 

R(A)=4=未知数个数=4 

∴ 该方程组有唯一解 
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②：{

𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟏            
𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟐                      
𝐱𝟏 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 = 𝟑            
𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 + 𝟐𝐱𝟒 = 𝟒

 

解：{

x1 + x2 + x4 = 1            
x2 + x4 = 2                      
x1 + x3 + x4 = 3            
x1 + x2 + x3 + 2x4 = 4

= {

  x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 1 

0x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 2 

  x1 + 0x2 +   x3 +   x4 = 3

  x1 +   x2 +   x3 + 2x4 = 4

 

A=(

1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 2

)

r3−r1
r4−r1
r3+r2
r4−r3
→    (

1 1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

) 

(A|b)=(

1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 2

 | 

1
2
3
4

)

r3−r1
r4−r1
r3+r2
r4−r3
→   (

1 1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 | 

1
2
4
−1

) 

R(A)=3≠R(A|b)=4 

∴ 该方程组无解 

 

 

③：{

𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟏            
𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟐                      
𝐱𝟏 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 = 𝟑            
𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 = 𝟒            

 

解：{

x1 + x2 + x4 = 1
x2 + x4 = 2          
x1 + x3 + x4 = 3
x1 + x2 + x3 = 4

= {

  x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 1 
0x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 2 
  x1 + 0x2 +   x3 +   x4 = 3
  x1 +   x2 +   x3 + 0x4 = 4

 

A=(

1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 0

)

r3−r1
r4−r1
r3+r2
r4−r3
→   (

1 1 0  1  
0 1 0  1  
0 0 1  1  
0 0 0 −2

) 
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(A|b)=(

1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 0

 | 

1
2
3
4

)

r3−r1
r4−r1
r3+r2
r4−r3
→   (

1 1 0  1  
0 1 0  1  
0 0 1  1  
0 0 0 −2

 | 

1
2
4
−1

) 

R(A)=4=R(A|b)=4=未知数个数=4 

∴ 该方程组有一个解 

 

 

二、 解方程组 

例 1： 

解方程组{

𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟏            
𝐱𝟐 + 𝐱𝟒 = 𝟐                      
𝐱𝟏 + 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 = 𝟑            
𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 + 𝟐𝐱𝟒 = 𝟓

 

解： 

原式={

  x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 1 
0x1 +   x2 + 0x3 +   x4 = 2 
  x1 + 0x2 +   x3 +   x4 = 3
  x1 +   x2 +   x3 + 2x4 = 5

  

(A|b)=(

1 1 0 1
0 1 0 1
1 0 1 1
1 1 1 2

 | 

1
2
3
5

) 
一系列行变换
→         (

1 1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 | 

1
2
4
0

) 

∴R=3 

(

1 1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 | 

1
2
4
0

) 
一系列行变换
→         (

1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 0

 | 

−1
2
4
0

)  
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{
x1 = −1      
x2 + x4 = 2
x3 + x4 = 4

    设 1个未知数k 

{

x1 = −1       
x2 + x4 = 2
x3 + x4 = 4
x4 = x4        

⇒{

x1 = −1     
x2 = 2 − k
x3 = 4 − k
x4 = k        

⇒ {

x1 = −1 + 0k
x2 =   2 − 1k
x3 =   4 − 1k
x4 =   0 + 1k

 

解为：(

−1
2
4
0

)+k(

0
−1
−1
1

) 

 

 

例 2： 

解方程组{

𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 − 𝐱𝟒 + 𝐱𝟓 = 𝟏                
𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 − 𝟐𝐱𝟓 = 𝟏                
𝟒𝐱𝟏 − 𝟏𝟎𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 − 𝟓𝐱𝟒 + 𝟕𝐱𝟓 = 𝟏      
𝟐𝐱𝟏 − 𝟏𝟒𝐱𝟐 + 𝟕𝐱𝟑 − 𝟕𝐱𝟒 + 𝟏𝟏𝐱𝟓 = −𝟏

 

解： 

原式={

 2x1  − 2x2   + x3  − x4    + x5 = 1    
  x1  + 2x2   − x3  + x4  − 2x5 = 1   
4x1 − 10x2 + 5x3 − 5x4  + 7x5 = 1   
2x1 − 14x2 + 7x3 − 7x4 + 11x5 = −1

 

(A|b)=(

2  −2  1 −1  1 
1      2 −1 1 −2
4 −10 5 −5  7 
2 −14 7 −7 11

 | 

1
1
1
−1

) 

一系列行变换
→         (

  2 −2   1 −1   1   
0 3 − 3

 2 
3
 2 

− 5

 2 

0 0    0  0     0 
0 0    0  0     0 

 | 

1
 1 
2

0
0

)   

∴R=2 
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(

  2 −2   1 −1   1   

0 3 − 3
 2 

3
 2 

− 5
 2 

0 0    0  0     0 
0 0    0  0     0 

 | 

1
 1 
2

0
0

) 
一系列行变换
→         

(

 
 
1 0    0  0 − 1 

3

0 1 − 1 
2

 1 
2
− 5

 6 

0 0    0  0    0 
0 0    0  0    0 

 || 

2
3
 1 
6

0
0)

 
 

 

 {
x1 −

 1 

3
x5 =

 2 

3
                            

x2 −
 1 

2
x3 +

 1 

2
x4 −

 5 

6
x5 =

 1 

6

 

设 3 个未知数  k1  k2  k3 

{
 
 

 
 
x1 −

 1 

3
x5 =

 2 

3
                           

x2 −
 1 

2
x3 +

 1 

2
x4 −

 5 

6
x5 =

 1 

6

x3 = x3                                       
x4 = x4                                       
x5 = x5                                       

⇒ 

{
 
 

 
 
x1 =

 2 

3
+ 0 k3 + 0 k2 +

 1 

3
k1

x2 =
 1 

6
+  1 

2
k3 −

 1 

2
k2 +

 5 

6
k1

x3 = 0 + 1 k3 + 0 k2 + 0 k1
x4 = 0 + 0 k3 + 1 k2 + 0 k1
x5 = 0 + 0 k3 + 0 k2 + 1 k1

 

解为 

(

 
 

 2 

3
 1 
6

0
0
0)

 
 
+k3

(

 
 

0
 1 
2

1
0
0)

 
 
+k2

(

 
 

0
− 1 

2

0
1
0 )

 
 
+ k1

(

 
 

 1 

3
5
 6 

0
0
1)

 
 

 

 

 

三、 求方程组的通解、特解、基础解系 

例 1： 

求方程组{

𝟐𝐱𝟏 − 𝟐𝐱𝟐 + 𝐱𝟑 − 𝐱𝟒 + 𝐱𝟓 = 𝟏                
𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 − 𝐱𝟑 + 𝐱𝟒 − 𝟐𝐱𝟓 = 𝟏                
𝟒𝐱𝟏 − 𝟏𝟎𝐱𝟐 + 𝟓𝐱𝟑 − 𝟓𝐱𝟒 + 𝟕𝐱𝟓 = 𝟏      
𝟐𝐱𝟏 − 𝟏𝟒𝐱𝟐 + 𝟕𝐱𝟑 − 𝟕𝐱𝟒 + 𝟏𝟏𝐱𝟓 = −𝟏

的通解、一个特解和基础解系 

解： 

通解为

(

 
 

 2 

3
 1 
6

0
0
0)

 
 
+k3

(

 
 

0
 1 
2

1
0
0)

 
 
+k2

(

 
 

0
− 1 

2

0
1
0 )

 
 
+ k1

(

 
 

 1 

3
5
 6 

0
0
1)
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令{

k1=1
k2=1
k3=1

，可得一个特解为

(

 
 

 2 

3
 1 
6

0
0
0)

 
 
+ 1

(

 
 

0
 1 
2

1
0
0)

 
 
+ 1

(

 
 

0
− 1 

2

0
1
0 )

 
 
+ 1

(

 
 

 1 

3
5
 6 

0
0
1)

 
 
=

(

 
 

1
1
1
1
1)

 
 

 

令{

k1=0
k2=0
k3=0

，可得一个特解为

(

 
 

 2 

3
 1 
6

0
0
0)

 
 
+ 0

(

 
 

0
 1 
2

1
0
0)

 
 
+ 0

(

 
 

0
− 1 

2

0
1
0 )

 
 
+ 0

(

 
 

 1 

3
5
 6 

0
0
1)

 
 
=

(

 
 

 2 

3
 1 
6

0
0
0)

 
 

 

基础解系：η1=

(

 
 

0
 1 
2

1
0
0)

 
 
，η2=

(

 
 

0
− 1 

2

0
1
0 )

 
 
，η3=

(

 
 

 1 

3
5
 6 

0
0
1)

 
 

 

 

 

四、 已知某方程组的多个特解，求某齐次方程组的通解 

例 1： 

四元非齐次线性方程组 Ax=b 的特解为 𝛈𝟏，𝛈𝟐，𝛈𝟑，R(A)=2。求 Ax=0的 

通解。（已知 𝛈𝟏+𝛈𝟐=(

𝟐
𝟏
𝟏
𝟎

)，𝛈𝟐+𝛈𝟑=(

𝟑
𝟏
𝟑
𝟏

)，𝛈𝟑+𝛈𝟏=(

𝟐
𝟎
𝟑
𝟏

)） 

解： 

    设有 2个未知数k1，k2 

    找两个线性无关的矩阵 X1、X2，使 AX1=0， AX2=0 

    则 Aη1=b， Aη2=b， Aη3=b 

    ∴  A(η1+η2)=Aη1+Aη2=b+b=2b⇒ A(

2
1
1
0

)=2b 
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    A(η2+η3)=Aη2+Aη3=b+b=2b⇒ A(

3
1
3
1

)=2b 

A(η3+η1)=Aη3+Aη1=b+b=2b⇒ A(

2
0
3
1

)=2b 

A(

2
1
1
0

) −A(

3
1
3
1

)=2b−2b=0    A(

2
1
1
0

) −A(

2
0
3
1

)=2b−2b=0   

A[(

2
1
1
0

) -(

3
1
3
1

)]=0        A[(

2
1
1
0

) -(

2
0
3
1

)]=0 

A(

−1
0
−2
−1

)=0               A(

0
1
−2
−1

)=0 

∴  X1=(

−1
0
−2
−1

)，X2=(

0
1
−2
−1

) 

∴  通解为 k1 (

−1
0
−2
−1

)+k2 (

0
1
−2
−1

) 

 

 

五、 已知某方程组的多个特解，求某非齐次方程组的通解 

例 1： 

四元非齐次线性方程组 Ax=b 的特解为 𝛈𝟏，𝛈𝟐，𝛈𝟑，R(A)=2。求 Ax=b的 

通解。（已知 𝛈𝟏+𝛈𝟐=(

𝟐
𝟏
𝟏
𝟎

)，𝛈𝟐+𝛈𝟑=(

𝟑
𝟏
𝟑
𝟏

)，𝛈𝟑+𝛈𝟏=(

𝟐
𝟎
𝟑
𝟏

)） 

解： 
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    设有 2个未知数k1，k2 

    找两个线性无关的矩阵 X1、X2，使 AX1=0， AX2=0 

则 Aη1=b， Aη2=b， Aη3=b 

∴ A(η1+η2)=Aη1+Aη2=b+b=2b ⇒ A(

2
1
1
0

)=2b 

A(η2+η3)=Aη2+Aη3=b+b=2b ⇒ A(

3
1
3
1

)=2b 

A(η3+η1)=Aη3+Aη1=b+b=2b ⇒ A(

2
0
3
1

)=2b 

A(

2
1
1
0

) −A(

3
1
3
1

)=2b−2b=0    A(

2
1
1
0

) −A(

2
0
3
1

)=2b−2b=0 

A[(

2
1
1
0

) -(

3
1
3
1

)]=0        A[(

2
1
1
0

) -(

2
0
3
1

)]=0 

A(

−1
0
−2
−1

)=0              A(

0
1
−2
−1

)=0 

∴ X1=(

−1
0
−2
−1

)，X2=(

0
1
−2
−1

) 

即 找出一个矩阵 Y，满足 AY=b 

∴ A(η1+η2)=Aη1+Aη2=b+b=2b 

⇒ A(

2
1
1
0

)=2b ⇒ A·
1

2
·(

2
1
1
0

)=b ⇒ A

(

 
 

1
1

2
1

2

0)

 
 
=b 
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∴  Y=

(

 
 

1
1

2
1

2

0)

 
 

 

∴ 通解为 

(

 
 

1
1

2
1

2

0)

 
 
+k1 (

−1
0
−2
−1

)+k2 (

0
1
−2
−1

) 

 

 

六、判断解集合中线性无关的解向量个数 

例 1： 

设 A 是 3×4 矩阵且 R(A)=2，若齐次线性方程组 Ax=0 有解， 

求解集合中线性无关的解向量个数。 

解： 

未知数个数=4   R(A)=2   4−2=2 

∴ 解向量个数为 2 

 

 

例 2： 

设 A 是 m 行 n 列矩阵，若 Ax=b≠0 有解，且 R(A)=r， 

求 Ax=b 的解集合中最多线性无关的解向量个数。 

解： 

未知数个数=n   R(A)=r    
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∴ 解向量个数为 n−r+1 
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线性代数第七课 

一、 规范正交化 

例 1： 

试把向量 𝐚𝟏=(
𝟏
𝟐

−𝟏
)，𝐚𝟐=(

−𝟏
𝟑
𝟏

)，𝐚𝟑=(
𝟒

−𝟏
𝟎

) 规范正交化。 

解： 

b1=a1=(
1
2

−1
) 

[b1,a2] =1×(−1)+2×3+(−1)×1=4 

[b1,b1] =1×1+2×2+(−1)×(−1)=6 

b2=a2 −
[b1,a2]

[b1,b1]
b1=(

−1
3
1

) −
4

6
(

1
2

−1
)=

5

3
(

−1
1
1

) 

b3=a3 −
[b1,a3]

[b1,b1]
b1 −

[b2,a3]

[b2,b2]
b2=(

4
−1
0

) −
1

3
(

1
2

−1
)+

5

3
(

−1
1
1

)=2(
1
0
1

) 

||b1||=√12 + 22 + (−1)2=√6 

||b2||=√(−
5

3
)

2
+ (

5

3
)

2
+ (

5

3
)

2
=

5√3

3
 

||b3||=√22 + 02 + 22=2√2 

e1=
b1

||b1||
=

√6

6
(

1
2

−1
) 

e2=
b2

||b2||
=

√3

3
(

−1
1
1

) 

e3=
b3

||b3||
=

√2

2
(

1
0
1

) 
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二、 求矩阵的特征值 

例 1： 

求矩阵 A=(
𝟎 −𝟏 𝟏

−𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎

) 的特征值。 

解： 

令|A − λE|=0 

|(
0 −1 1

−1 0 1
1 1 0

) − λ (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)|=0 

|(
−λ −1 1
−1 −λ 1
1 1 −λ

)|=0 

|

1 λ −1
0 λ2 − 1 1 − λ
0 0 −(λ+2)(λ−1)

1+λ

|=0 

1·(λ2 − 1)·−(λ+2)(λ−1)

1+λ
=0 

(λ + 2)·(λ − 1)2=0 

当 λ=−2 或 λ=1 时，满足要求 

∴ λ1=−2，λ2=λ3=1 

 

 

例 2： 

求矩阵 A=(
−𝟏 𝟏 𝟎
−𝟒 𝟑 𝟎
𝟏 𝟎 𝟐

) 的特征值。 

解： 
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令|A − λE|=0 

|(
−1 1 0
−4 3 0
1 0 2

) − λ (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)|=0 

|(
−1 − λ 1 0

−4 3 − λ 0
1 0 2 − λ

)|=0 

|
−1 − λ 1 0

−4 3 − λ 0
1 0 2 − λ

|=0 

|
1 0 2 − λ
0 1 2 + λ − λ2

0 0 (λ−1)2·(2−λ)

|=0 

1· 1·(λ − 1)2 · (2 − λ)=0 

(λ − 1)2 · (2 − λ)=0 

当 λ=2 或 λ=1 时，满足要求 

∴ λ1=2，λ2=λ3=1 

 

 

三、 求矩阵的特征向量 

例 1： 

求矩阵 A=(
𝟎 −𝟏 𝟏

−𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎

) 的特征向量。 

解： 

上个题型已经求得 A 的特征值为 λ1=−2 ，λ2=λ3=1 

当 λ=λ1=−2 时 

A−λE=(
0 −1 1

−1 0 1
1 1 0

) −(−2)·(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 
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=(
0 −1 1

−1 0 1
1 1 0

)+(
2 0 0
0 2 0
0 0 2

)=(
2 −1 1

−1 2 1
1 1 2

) 

(A−λE)x=0 ⇒ (
2 −1 1

−1 2 1
1 1 2

)x=0 ⇒ {

2x1 − x2 + x3 = 0   
−x1 + 2x2 + x3 = 0
x1 + x2 + 2x3 = 0   

 

通解为 k(
−1
−1
1

) 

∴ λ=λ1=−2 时，特征向量为 k(
−1
−1
1

) 

当 λ=λ2=λ3=1 时 

A−λE=(
0 −1 1

−1 0 1
1 1 0

) − (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)=(
−1 −1 1
−1 −1 1
1 1 −1

) 

(A−λE)x=0 ⇒ (
−1 −1 1
−1 −1 1
1 1 −1

)x=0 ⇒ {

−x1 − x2 + x3 = 0
−x1 − x2 + x3 = 0
x1 + x2 − x3 = 0   

 

通解为 k1 (
1
0
1

)+k2 (
−1
1
0

) 

∴ λ=λ2=λ3=1 时，特征向量为 k(
1
0
1

) 与 k(
−1
1
0

) 

 

 

例 2： 

求矩阵 A=(
−𝟏 𝟏 𝟎
−𝟒 𝟑 𝟎
𝟏 𝟎 𝟐

) 的特征向量。 

解： 

上个题型已经求得 A 的特征值为 λ1=2，λ2=λ3=1 

当 λ=λ1=2 时 
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A−λE=(
−1 1 0
−4 3 0
1 0 2

) −2·(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

     =(
−1 1 0
−4 3 0
1 0 2

) − (
2 0 0
0 2 0
0 0 2

)=(
−3 1 0
−4 1 0
1 0 0

) 

(A−λE)x=0 ⇒ (
−3 1 0
−4 1 0
1 0 0

)x=0 ⇒ {

−3x1 + x2 + 0 · x3 = 0
−4x1 + x2 + 0 · x3 = 0
x1 + 0 · x2 + 0 · x3 = 0

 

    通解为 k(
0
0
1

) 

    ∴ λ=λ1=2 时，特征向量为 k(
0
0
1

) 

    当 λ=λ2=λ3=1 时 

    A−λE=(
−1 1 0
−4 3 0
1 0 2

) − (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)=(
−2 1 0
−4 2 0
1 0 1

) 

    (A−λE)x=0 ⇒ (
−2 1 0
−4 2 0
1 0 1

)x=0 ⇒ {

−2x1 + x2 + 0 · x3 = 0  
−4x1 + 2x2 + 0 · x3 = 0
x1 + 0 · x2 + x3 = 0        

 

通解为 k(
−1
−2
1

)   ∴ λ=λ2=λ3=1 时，特征向量为 k(
−1
−2
1

) 

 

 

四、判断方阵是否与对角阵相似/是否满足 𝐏−𝟏AP=Λ 

例 1： 

已知方阵 A=(
𝟎 −𝟏 𝟏

−𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎

)，请判断 A 是否与对角阵相似。 

解： 

上个题型求得： 
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    λ1=−2 对应的特征向量为 k(
−1
−1
1

) 

  λ2=λ3=1 对应的特征向量为 k(
1
0
1

) 与 k(
−1
1
0

) 

    特征向量个数 : 3 

    方阵阶数 : 3 

    特征向量个数=方阵阶数 

∴ 方阵 A 与对角阵相似 

 

 

例 2： 

已知方阵 A=(
−𝟏 𝟏 𝟎
−𝟒 𝟑 𝟎
𝟏 𝟎 𝟐

)，请判断 A 是否满足 𝐏−𝟏AP=Λ 

解： 

上个题型求得： 

λ1=2 对应的特征向量为 k(
0
0
1

) 

λ2=λ3=1 对应的特征向量为 k(
−1
−2
1

) 

特征向量个数: 2 

方阵阶数: 3 

特征向量个数≠方阵阶数 

∴ 方阵 A 不满足 P−1AP=Λ 
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五、求方阵对应的对角阵 Λ 及可逆变换矩阵 P 

例 1： 

已知方阵 A=(
𝟎 −𝟏 𝟏

−𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎

)与对角阵相似，求相应的对角阵 Λ 及可逆变换 

矩阵 P 

解： 

第二个题型已经求得：A 的特征值为  λ1=−2  λ2=λ3=1  

当 λ1=−2 时，特征向量为 k(
−1
−1
1

) 

当 λ2=λ3=1 时，特征向量为 k(
1
0
1

) 与 k(
−1
1
0

) 

对角阵 Λ=(

𝜆1 0 0
0 𝜆2 0
0 0 𝜆3

)=(
−2 0 0
0 1 0
0 0 1

) 

∴ ξ1=(
−1
−1
1

)    ξ2=(
1
0
1

)    ξ3=(
−1
1
0

) 

将ξ1规范正交化 

ξ1=(
−1
−1
1

) 

b1=ξ1=(
−1
−1
1

) 

‖b1‖=√(−1)2 + (−1)2 + 12 =√3 

e1=
b1

 ‖b1‖ 
=

1

√3 
(

−1
−1
1

) 
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将ξ2、ξ3规范正交化 

ξ2=(
1
0
1

)     ξ3=(
−1
1
0

) 

b2=ξ2=(
1
0
1

) 

b3=ξ3 −
 [b2,ξ3] 

[b2,b2]
b2 

  = (
−1
1
0

) −
 −1 

2
(

1
0
1

)=(

−
 1 

2

1
 1 
2

) 

‖b2‖=√12 + 02 + 12 =√2 

‖b3‖=√(−
 1 

2
)

2
+ 12 + ( 1 

2
)

2
 =

√6 

2
 

e2=
b2

 ‖b2‖ 
=

1

√2 
(

1
0
1

) 

e3=
b3

 ‖b3‖ 
=

2

√6 
(

−
 1 

2

1
 1 
2

)=
1

√6 
(

−1
2
1

) 

将 ξ1 规范正交化 ⇒ e1=
1

 √3  
(

−1
−1
1

) 

将 ξ2 、ξ3 规范正交化 ⇒ e2=
1

 √2  
(

1
0
1

)   e3=
1

 √6  
(

−1
2
1

) 

可逆变换矩阵 P=( e1 , e2 , e3 ) 

              =(

−1

 √3 

1

√2 

−1

 √6 

−1

 √3 
0 2

√6 

1

√3 

1

√2 
1

√6 

) 
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六、已知𝐏−𝟏AP=Λ，求关于 A 的复杂式子 

例 1： 

已知 A=(
𝟎 −𝟏 𝟏

−𝟏 𝟎 𝟏
𝟏 𝟏 𝟎

)，求 𝐀𝟏𝟎 

解： 

    上一个题型求得：A 与对角阵相似， 即 A 满足 P−1AP=Λ 

    P=(

−1

 √3 

1

√2 

−1

 √6 

−1

 √3 
0 2

√6 

1

√3 

1

√2 
1

√6 

) 

    A 的特征值为  λ1=−2    λ2=λ3=1  

    ∴ A10=P·(

λ1
10 0 0

0 λ2
10 0

0 0 λ3
10

)·PT 

         =(

−1

 √3 

1

√2 

−1

 √6 

−1

 √3 
0 2

√6 

1

√3 

1

√2 
1

√6 

)·(
(−2)10 0 0

0 110 0
0 0 110

)·(

− 1

√3 
− 1

√3 

1

√3 

1

√2 
0

1

√2 

− 1

√6 

2

√6 

1

√6 

) 

最终结果就不给大家算了 
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线性代数第八课 

一、 求二次型对应的系数矩阵 

例 1： 

求二次型 𝐟 = −2𝐱𝟏𝐱𝟐+2𝐱𝟏𝐱𝟑+2𝐱𝟐𝐱𝟑 对应的系数矩阵。 

解： 

令 f = a11x1
2+a22x2

2+a33x3
2 

      +2a12x1x2+2a13x1x3+2a23x2x3 

解得

{
 
 

 
 
a11 = 0   
a22 = 0   
a33 = 0   
a12 = −1
a13 = 1   
a23 = 1   

 

∴ 系数矩阵为：(
0 −1 1
−1 0 1
1 1 0

) 

 

 

例 2： 

求二次型 𝐟 = 𝐱𝟐 −3𝐳𝟐 −4xy+yz 对应的系数矩阵 

解： 

令 f = a11x
2+a22y

2+a33z
2 

      +2a12xy+2a13xz+2a23yz 
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解得

{
 
 

 
 
a11 = 1   
a22 = 0   
a33 = −3
a12 = −2
a13 = 0   
a23 = 0.5

 

∴系数矩阵为：(
1 −2 0
−2 0 0.5
0 0.5 −3

) 

 

 

二、把二次型化成标准形 

例 1： 

化二次型 𝐟 = −2𝐱𝟏𝐱𝟐+2𝐱𝟏𝐱𝟑+2𝐱𝟐𝐱𝟑为标准形，并求所用的变换矩阵 P 

解： 

二次型的系数矩阵 A=(
0 −1 1
−1 0 1
1 1 0

) 

A 的特征值为：λ1=−2    λ2=1    λ3=1 

标准形是f = −2y1
2+y2

2+y3
2 

P=(

−1

 √3 

1

√2 

−1

 √6 

−1

 √3 
0 2

√6 

1

√3 

1

√2 

1

√6 

) 

 

 

 

 

三、把二次型化成规范形 
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例 1： 

化二次型 𝐟 = −2𝐱𝟏𝐱𝟐+2𝐱𝟏𝐱𝟑+2𝐱𝟐𝐱𝟑为规范形，并求所用的变换矩阵 C 

解： 

    系数矩阵 A=(
0 −1 1
−1 0 1
1 1 0

) 

A 的特征值为：λ1=−2    λ2=1    λ3=1 

规范形是f = −z1
2+z2

2+z3
2 

满足 P−1AP=Λ 的矩阵 P= (

−1

 √3 

1

√2 

−1

 √6 

−1

 √3 
0 2

√6 

1

√3 

1

√2 

1

√6 

) 

C=(

−1

 √3 

1

√2 

−1

 √6 

−1

 √3 
0 2

√6 

1

√3 

1

√2 
1

√6 

)(
√

 1 

2
0 0

0 1 0
0 0 1

)=(

−1

 √6 

1

√2 

−1

 √6 

−1

 √6 
0 2

√6 

1

√6 

1

√2 
1

√6 

) 

 

 

四、用配方法把二次型化成标准形 

例 1： 

用配方法把二次型 𝐟 = 𝐱𝟏
𝟐+2𝐱𝟐

𝟐+5𝐱𝟑
𝟐+2𝐱𝟏𝐱𝟐+2𝐱𝟏𝐱𝟑+6𝐱𝟐𝐱𝟑 化为标准形， 

并求所用的变换矩阵 P。 

解： 

f = x1
2+2x1x2+2x1x3+2x2

2+5x3
2+6x2x3 

 = (x1 + x2 + x3)
2 − x2

2 − x3
2 −2x2x3+2x2

2+5x3
2+6x2x3 

 = (x1 + x2 + x3)
2+x2

2+4x3
2+4x2x3 
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f = (x1 + x2 + x3)
2+x2

2+4x2x3+4x3
2 

 = (x1 + x2 + x3)
2+(x2 + 2x3)

2 − 4x3
2+4x3

2 

 = (x1 + x2 + x3)
2+(x2 + 2x3)

2 

标准形是 f = y1
2+y2

2 

令 {

y1 = x1 + x2 + x3
y2 = x2 + 2x3       
y3 = x3                   

  解得{

x1 = y1 − y2 + y3   
x2 =           y2 − 2y3
x3 =                    y3   

 

P=(
1 −1 1
0 1 −2
0 0 1

) 

 

 

五、判断二次型的正定性 

例 1： 

判断 𝐟 = 𝐱𝟏
𝟐+2𝐱𝟐

𝟐+6𝐱𝟑
𝟐+2𝐱𝟏𝐱𝟐+2𝐱𝟏𝐱𝟑+6𝐱𝟐𝐱𝟑 的正定性 

解： 

二次型的系数矩阵 A=(
1 1 1
1 2 3
1 3 6

) 

一阶顺序主子式为 |1|=1＞0 

二阶顺序主子式为 |
1 1
1 2

|=1×2−1×1=1＞0 

三阶顺序主子式为 |
1 1 1
1 2 3
1 3 6

|=|
1 1 1
0 1 2
0 2 5

|=|
1 1 1
0 1 2
0 0 1

|=1×1×1=1＞0 

∴ f 是正定的 
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六、二次型为正定的等价条件 

二次型 f 为正定⇔系数矩阵 A 的顺序主子式均大于 0 

⇔系数矩阵 A 的特征值均大于 0 

                  ⇔ f 化成的标准形里系数均大于 0 

                  ⇔当 xi 不全为 0 时 f＞0 恒成立 

例 1：  

若二次型 f为正定，则系数矩阵 A的特征值  （A） 

A、都大于 0   B、都大于等于 0   C、可能正也可能负   D、都小于 0 
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