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表达式(2)和 (3)提供了线性方程组(1)解的一般公式。为了便于记忆和讨论 ,我们

引艹

用 它 表 示 效 色 I1‰
ˉ
‰
a⒛ ,即

|∶∶∶∶∶∶
我们称之为二阶行列式。其中横写的叫做行 ,竖写的叫做列 ,一共有二行二列 ,@J(jj〓 1,

2)称为它的元素,

根据上面二阶行列式的定义 ,(2)式和(3)式的分子分别可以写为

t廴
可见二阶行列式是这样两项的代数和 :一项是位于第一行第一列的元素与划去第一

行和第一列后剩下的一个元素的乘积 ,取正号 ;另一项是位于第一行第二列的元素与戈刂

去第一行和第二列后剩下的一个元素的乘积 ,取负号.例如

|∶  :|=2×

9-7× 3=-3,

利用二阶行列式的定义 ,方程组(1)的解可写成

(3)

行列式是将分母行刃

正因为用行列爿

来将一般的线性方秸

从方程组(6)的

消去饧,就得到

(o11@” @∞ +@

〓b1@22@33 +G12‘

注意到上式中%1的豸

规律构成的,借助二 I

我们把此式记为

称为三阶行列式,即

上式的规律是 :把第-

前面再冠以正、负相丨

同样地 ,对 (7)≡

若(7)式凭1的系数刁
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(5)

我们通过消元法得到了求解线性方程组(1)的公式 (2)、 (3),这个公式用行列式来

表示就是(5)式.虽然用消元法可以求得二元线性方程组的解公式 ,但是随着未知数的增

多这个公式越来越复杂 ,其规律也不易掌握.而在用行列式表示的解公式 (5)中 ,解的表

达有一定规律可循 :

I~ェ1与 多2的分母都是将原方程组未知数前的系数按原顶序排成的一个行列式.

⒉ ェI的分子行列式是将分母行列式的第一列换成常效项 3I与 犭2而得到鸬 的分子



笤鲜￡茁1坠ir‘垒冯亻」匕瑙翟鳖叨】凭
、￡(∠)苫黎

￥i乡髟胡≡罾I煞毕鲁翕￥(∠)抠‘
聃舯田

·
唑9∮胥Ξ:、丬冫叨Ⅱ犭:∶'l刂仁￡::当rl誊ξF‘i菖言|J:彐

'明

回::丬

'丐

′
∶][[m::∶刍壁!1Ξ】刂:看-

‘
￥n纟勘胡
=明
⊥陛吕7i乡勘明孕绍覃Υ孕￥1丫m篚孚吖一鸟勘一彰af:罾渤獬明￥T

士钐明咿陷

t￥￡陋髟`

挲叨捌
‘
中
(

鼾叨嫌嘭半蔫

半￥i丝勘Ⅱ、

1丫旨孚r叨m

一弱平n丫荮蓦

' 1 = ['1)Io'lt1

\v)

u雒
‘
弘

.丨:∶f!|叱·

(ε)

惘
·
￥i亚髟胡≡竿哗

(s)
°
 
 
 

°

υ
 
 
 

°

(8)

°
 
 
 

υ
 
 
 

υ

υ
 
 
 

υ
 
 
 

°

°
 
 
 

°
 
 
 

υ

εI。
+

乙I。
 ~ˉ

吖肛￥耵日fⅡ雒

|

竿垩挲担嫌彦黧
‘
X邛叨￥i乡髟胡=昭影

‘
明￥僻渤徉

叨邛一浙洱(ε‘
乙
‘
I=严r)夕v嫌垩◇6叨嫌嘭半中(9屁梨吖甲者嫌彦叨

I跖

中￥T眶罩取

(∠)                 ·cqzz°cI v- εε0乙q引°- 乙C。CzzlIq~ 乙εo乙q εI°+ εqε乙。乙I。+ εε0乙乙0Iq=

I笏
(【
c°乙乙
v cI0- 

εε
0IzV zI V- 

乙ε
。
ε乙
。
"。
~ 乙ε0Iz0cI0十

 Ic0c乙。
乙Iv+ cc0zz。

"。)

中盈竿◇型

(9)

马留鹦η鬲

|∶

°
 
 
 

°

°
 
 
 

°
习哜

°
 
 
 

υ

°
 
 
 

υ

Ero +
Ξ彐
%1骂
习
%

款 
 
 
 
 
 
 
 

半

 
 

鸟

平 
 
 
 
 
 
 
 

龀

 
 

陋

‰ w
 
 
 
 
 
 
_
 

Ⅲ

￥

哪

啷

 
 
 

硎

蜘

咖

Θ

平1互髟 喜一蒡



扌 线 性 代 数

、 :,‘ sˉ·△
Θ

an an

azz azz

azz azz

类似可以求得

@
 
 
 
@
 
 
 
@

@
 
 
 
@
 
 
 

Ω

夕‘3  
〓〓

(9)

(10)

称 D为 Ⅱ阶行歹

当刀=1时
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我们注意到在凭l,笏2砘 的表达式中,它们的分母都相同.分子行列式都是由分母行列

式去掉对应于跖j的第 j列 ,再换上常数列 b1,犭2,b3组成.这些特点与二元线性方程组解的

表达式是一样的.如果我们引进几阶行列式的概念 ,当然希望也能用乃阶行列式表示几元

线性方程组的解 ,本章第 3节讨论的就是这个问题 ,

如果定义一阶行列式丨@丨 =@,则我们发现(4)式和(8)式的规律是一样的。我们把此

规律进一步推广 ,便引进汔阶行列式的概念 ,

定义 1 记
C11  @12  ¨ ·  色

ln

021  @22  ¨ ·  02n

(11)

anr an2 .,. ann

它由汔行乃列元素(共

'个
元素)组成 ,又记‰ 为 @σ 的余子式 ,即由D中划去第氵行

第J列后剩下的屁-1行 几-1列元素所组成的,即

D=
’
一 
 

一
j
:〓Ⅰ

Ω
 
 
 
@



{∶|~ ∶
-

叫:卜
(εI)."tv"t, + ... + zrvzrD + rrvrrD _

刃ε+ε(I-)〓
εcy

=ε℃叩 
‘

I〓ε×

:￥
n亚助i丝⊥芎妊 IⅡ纳

CI

竿剔叮匪泽(zI)‘乙X郅甲
‘

T-=乙1Vz+I(I-)〓
乙Iy

ε-s×乙= ·
乙-=乙×

ε

 
乙

 
Ⅰ

〓 一

 
Ⅰ

 
ν

△

 
︱

L
引

︱

× 一 冫

勘r彰￥J犭中

(II)

盯砰t↓雉
·l∶
丨
l;I∶

竺〃垩￥￥“

叨搦肜盈吖西

i丝助舟影甲磬

(oI)

t∶卜蜘田
·
￥士夥叨

n。
者
F刃
中丫

‘f刃
nI(I-)〓

fy

联X郅￥士彩嫌Ⅵ√°堇Υ明Π乡r彰勘了彰‘
中(￥(H))σ￥i兰勘孕 z不

= ·
黟揪叨￥士夥瑙V了|色型u雒

‘
亓一铒兰Ⅻ纽叨￥(乙I)刭⊥联

·
￥妊舀

叨勘一当洱σ吖墩Xˇ乙I)·髟明σ叩冰妲剪吕薯⋯⋯·胡乙-″联动壁‘胡I-v※劢

￥flF勘YFJ″龀
:景
吖叨￥i丝勘胡〃葛妊◇—⊥rF夥￥(乙I)‘″瑙谄目助I,壬职·谄否

(乙I)
n″n。

Ⅱ【(I~)Ⅰ【
〓

叮
刃
呵°
v+I(I-)+⋯

·+n刃n。
艹I(I~)+⋯

·+Ⅱ刃d0-"WII°
=σ

:髟
叨σ￥1乡勘胡〃X犁半￥吖明里⊥洱n″壬昭

影m担脾Lll雏
‘
耵吖谄骀

‘
明娜X孪眵口罾邛酗够吖甲彰叨马

‘
￥i丝勘YFJ I-″◇一瞀

F刃

‘
r‘f叨谣髻Il艹K`冫引匪

‘
氵r彐当弓器口、≡⒒￡芒吵YFJ I-u艹※彐当沓妙‘

"°〓σ,r彐当、￡(II)‘艹JI=″乐

Ⅸ吖※果够吖叨里⊥甲彰叨马
‘
￥1丝勘YFJ u吖σ哗

【v。

IJ‘
I+。

z,   。.。

v‘
I-。

v   ...

t+!'I+!D rf t+!D

r+['t-!D t-['r-rD

r' t+1 D

I r-!D
〓r刃

(6)

vI19t+['tD r-!'ID
"。

扛Ⅱ乡髟 喜一荔



线性代 数

“1
|:

D
︱

旧
 
(
.
 
 
2

×
 
 
 
 
 

×
 
 
 
 
 

〓

1
 
 
 
 
1
 
3
 

〓Ⅰ

 
2

一一  
 
 
 

〓

1
 
2
 
1

0
 
7
 
9
 
 
 
 

·

6
2
3
 
2
1
4

7
 
9
 
 
 
)

3

-6×

|∶  :|+0×

-6 ×7 +0〓 -45.

2
 
3

7
 
 
8

(2) ×
H lll1

-1 1

4 2

+3×

+3×

=2× 3-(-1)× (-6)

=-27.

用定义证明下三角行列式
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注 :主对角线(即从左上角到右下角这条对角线)上方所有元素全为零的行列式称为

下三角行列式 ,类似地 ,可定义上三角行列式.上三角行列式和下三角行列式统称为三角

行列式.

[讧] 这是一个 n阶行列式 ,但它的第一行除色11外均为零 ,因此利用(12)式展开时

只有一项不为零 ,于是
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容易看出色11的余子式仍是一个下三角行列式 ,只是阶数比D的阶数小 1.因此又可

用同样的方法求得
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这样一直下去

口下三角行列

由爿 2,易
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§2 行列式的基本性质与计算

1.行列式的基本性质

行列式的基本性质不仅对理解行列式的概念是必要的,而且是计算行列式的基础.

下面我们来研究行列式的基本性质 ,先介绍一个概念 .

定义3 设 乃阶行列式
C911   @12    ···

@2I    @22    ···

anl Qnz Ano

如果把 D的行列互换而不改变各行、各列的顺序 ,得到一个新的行列式

011  @21  ¨ ·  @Π
l

tB12  G22  ¨ ·  @溯

@In °
2刀   

¨ · @n丹

称为行列式 D的转置行列式 ,记为 D′ 或 D⒎

例如 ,在例 1(1)中该行列式的转置行列式为

由行列式的定义 ,知

豇

@
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刊色同佯碇二

对于闵 1

碍 D的任意卩

D=

”×恪:

圭行列式的寄

一狂地。;

隹上￡E2

圭于挂唇

圭佳贾 2

拄论 1

∶汪::

苦第 f行

孑 ~呋页由佳 :

拄论 2

只要冉相

{E3

J厅△十 ,和

J×悟:|们×悟:卜码
此行列式和原来的行列式恰好相等 ,即 D′ =D.

事实上 ,对一般的乃阶行列式 ,我们也有同样的结论 .

`】眭质 1 行列式与它的转置行列式相等 ,即 D=D′。

由性质 1及例 2知上三角行列式也等于主对角线上元素的乘积,
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线性代数

X`^Ⅳ X`Ⅳ ε 9/l`s″ V
③

D=
b,, + c,, bo + c, · ¨

 3jn+c fI

0旎

·̈   Gln

¨ ·  o2刀

3j1  bllz   
· ·
  !;切

@Ⅱ1  c几 2  
·̈   @Ⅱ n

[证 ] 当 j=1 时 ,由行列式的定义知
6r, + c,, br, + c' · ¨

 b1Ⅱ +cln

···       @2Ⅱ

@泛

1)1刂 (bv+cu)乃 %丿

@
 
 
 
c

@
 
 
 
@

@
 
 
 
@

(第 j行
)

@
 
 
 

Ω

@

Ω
 
 
 

Ω

@11
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n
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ο
 
 

色
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°

Cjl   C2   ···  C氵 n

Ω Ⅱ1  @nz  
¨ · @Ⅱ n

圭:)I

+~玉≡再彐

≡三重刂

It3

≡住 王 3

0E5

ˉ 卜土 .行△

=`表
云

乍 c-~名 f

上三 ~E怍 r

艹 i

n乏t汁工

,J =

‘B21 C22

一   
 
 
 
 
 
'
‘

`
 
 
 
 
 
 
 
 

一

‰

冂

△

∵

∑
匚

∵

△

卩

P
h

色
卩尼

-1)1刂 b.扯
IJ

1)1刂 blJ″ lJ+

bI2 
¨ ·
 bI:

@22    ···   C/2rJ

+(-1)I刂 c灯D⒋
丿
l

∑
(-1)1刂 cv〃 v

丿=1

C11  C12  ···  Cl乃

@21   @22    ···   @2Jl

Cnl  @砣   
¨ · 色 m @Ⅱl  C/沱   

¨ · @Ⅱ n

当j>1时 ,把第 j行与第一行互换 ,再按上面方法把行列式拆成两个行列式之和 ,然

后再把这两个行列式的第 讠行与第一行互换即可 , 证毕 ,

性质4 行列式中某一行(列 )所有元素的公因子可以提到行列式符号的外面.

[证 ] 当 j=1时 ,由行列式的定义知
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冂 扌簦嘤

X`^″ X`″ C D/l`s″ t/

0⋯

[解 ] J6 引

[口■氵1I]

● 冂 降 由 凵 u:

ro2I
虫厅州

Dqˉ
c2- f2-rr

r^ + 5r,

|:  ∶
|:  :

4
=rJ。

1

1

0

-5

3

2

3

-5

2

1

-1

1

4

-2

3  -

2

0

0

-1

3

1

3

2

-1

-6

2

-4

-1

-3

rn+4勹

2

-6

-1

7

3 -1

4

1

r2o'。

1

0

0

0

16  -2

-1   2

1  -1

8  -10

- 10    15

-8

16

1

0

0

%ˉ 80

7

例 5 计算

=40.

d

o+b+c

3@+2占 +c

6G+3b+c

5
%+讠Γ

r3

1     2

1  -1

8  -10

0手

D=

[解 ] 从第四行开始 ,后行减前行 :

abc
a a+b a+b+c
a 2a+b 3a+2b+c
a 3a+b 6a+3b+c

d

a,+b+c+d
4a+3b+2c+d
IOa+6b+3c+d,

r。 ˉ 勹

raˉ r,

%ˉ ra

abc
O a a+b
O a 2a+b

O a 3a+b
∶臼 犭   c

abc
O a a+b
00 a

00 0

d

@+b+c

2@+3

3@+b

d

@+犭 +c

2@+3

@

D
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q.¨q q v q

0¨·000I

=σ

￥i丝勘胡″葛妊 9llg

0

0

q

0
 

ο

q

q

q

°
 q q(I-〃)+°

q°q(I-〃)+°

q q q(I-似)+°

0

q

q

:髟一弱平黧鸵勘母吕潍￥Ti丝一彰i笠哪鸵f彡″

蓠豆iΞ
=彰
诽聊
‘q(I-u)+°

瞽噼陛7瑙护勘母者半勃明￥i丝髟◇黎 h果捌]
o。..q q q

q
 
q
 

υ

q
 

°

 
q

=σ

乙

I-

9-

乙

/,〃s`V@ 9″
`XⅣ
t/`X

`0

"t+.,.+zc+lc

单Ⅱ乡勘 喜一鹗



线 性 代数

X`^″ X`″ ε I,'`s″ t,

qˉ cI

%ˉ c〗

1
rI+cI~3。

1
r1+。

~br3

1
rl+@~3厂 n+l

-1  -1  -1

-犭   0   0

0  @-3  0

0   0  @-b
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1

3  c

b

占
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^
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"
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1+找 0

犭   @-b

b       0

3       0

0

0

0

Ω -犭

0

@-b

0

0

0

C一 犭

(Ω ≠ b)

0

0

0

0

矸以讨 DJ

△式~浔

二 行妯

呀 玷

艹

●。■

Ι

-ˉ

彐Ⅱ  -

-‘

III ■
1  1t彐彐E‘

犭       0

-b)Π
=[c+

0     0    ¨·

(乃 -1)犭 ](Ω -犭 )几
1

0-b

=0+先×@
例 7 设

D=

D1=

@l rrl

@Pl汛

C]汛

C几m

@1FJ

G汛屁

@11     ··

0m1   ···

C1l   ···

CⅡ1   
···

0
 
.
:
 
0
 

⒍

‘

:
.
⒊

″

, D2=

证 明 :D=Dl D2。

[证 ] 由行列式性质 5,对 D1作运算△+入勹,把 D1化为下三角形行列式 ,设为

〓 p11· ¨
p汛
耐

同理 ,对 D2作运算 q+^q,把 D2化为下三角形行列式 ,设为
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X`^″ X`″ C r,月
`s″

t/

由行列式的定义 ,按第一行展开

D @11乃
气 1=° 1lA11.

(2)再证一般情形 (第 J行除 cJJ外 ,其他元素全为零),此时

@t1  ¨ ·  C lJ  ⋯ ·  Cln

D=

· ¨

  °

″   

¨

  @讠
n

将 D的第 j行依次和第 j-1,j-2,⋯ ,1行交换 ,然后将第丿列依次和第丿-1,丿 -2,⋯ ,1
列交换 ,这样得到一个新的屁阶行列式

0

@-

@lJ

0
 
%

0
 
 
%

山引珏~口留

9u°扪

这个^J

■t行猁

山这—E

ˉ

⋯ ·口

I汪l

0厅△丈住彐

「u

9m可 浔目

D1=

@刂
  

色
几 〗  

¨ ·
  @n几

易知此行列式第一行第一列的元素的佘子式就是 D中第 j行第丿列的元素 %的余子式
坞 ,故由(1)的证明知

又由行列式的性质 2知

证毕.

定理一的证明:                    `

将行列式D的第 j行的所有元素按下面的方式拆成乃个数的和 ,然后由性质3将 D表

示为屁个行列式之和.

D〓

Dl=%‰·

D〓 (-1)j+’
2DI〓

(-1)j刂 c扌Jr-

=@扌 (-1)j刂 ″
扌
〓 @/扩

(·91n@I2@ll

@,Iz(·9几
1
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线 性代 数

X`^Jv X`Ⅳ C D/l`s″ t/

综合定理一及推论 ,我们得到

0

(氵 =丿 ),

氵≠丿).

氵=∫ ),

j≠ 丿).

5     1     1

- 11    1  - 1

-5 -5  0

5   1 -1   1

-11  1  3 -1

0    0    1    0

-5 -5  3  0

D=

呐坞纬⋯峨=亻

峨
}%/栌 ⋯ }%/泸

亻

ˉ

∶   ~∶ |〓

40·

0●  ÷萁

:j∶

中

■

下面我们利用定理一计算行列式 ,先计算前面的例 4:

D〓

3   1 -1  2

-5  1  3 -4

2  0  1 -1

1 -5  3 -3

我们保留‰ ,把第三行其余元素变为 0,然后按第三行展开 : =日

=(-1)3+3

-6  2

-5 -5

计算 4阶行列式

0+rI

例 8

[解 ] D·
2°

%ˉ 勹

2

1

0

1

7 -5

-3  0

2 -1

7 -7

-3 -5

0 -1

-7 -7

〓 (-1)2+]

B
 
2
 

⒓

7
 
2
 
7

〓 -(-1)2+2

3
 
6
 
2
 
2

1
门

2
4
Ι

·

<
￡

‘

3
0
2

-5

0

-1

-7

1

-6

2

6

0

1

0

0

-5

-1

-7

cI+2c2

c3+2c2

=27,

×(-1)
-3  3

-7 -2
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例 10 证 明 范 德 蒙
(Ⅴ anderm【 ,nde)行 列 式

1   1  ·̈   1

光 l   跖2   
¨ ·  冗

n

亻 琚 ⋯ 瑶 =II(x
n>; >j> |

ˉ
勹).

9Ⅱ

I● :

L彐

=丬

彐■E彐 |●五:∶iI∶∶冖   ::l:l

≡￡圭≡ ~

丈廷丧亍1

=

· -丿

Dn=

其中记号
“
∏
”
表示全体同类因子的乘积 .

[证 ] 用数学归纳法。因为

=x2-x.,= f| (x,-x).
2>i> j>l

昕以当n=2时命题成立.现在假设命题对于汜-1阶范德蒙行列式成立 ,要证对屁阶范德

蒙行列式也成立 ,

为此 ,设法把 D几 降阶 :从第 几行开始 ,后行减去前行的凭1

1         1     ·̈

凭2ˉ 钌 1    凭3ˉ 跖 I  
¨ ·

凭

2(跖 2一
凭

l)   
光

3(凭 3ˉ
%l)  

¨ ·

0 
·
t:ˉ

2(凭

2 -凭 l)  
凭
:ˉ

2(凭

3 -·
t1) . 宪
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刻线佳方程组(14)有解 ,且只有唯一解 ,其解可表示为
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(2)系数行列式 D≠ 0,

但是 .用克莱姆法则解 瓦个未知量、几个方程的线性方程组 ,需要计算刀+1个 屁阶行

列式 .计算量相当大.所以在实际问题中,超过四个未知数的线性方程组一般不采用克莱

姆法则求解 ,通常是采用在第四章里将介绍的方法 ,那里将对更一般的线性方程组 ,用更

有效的方法来求解.尽管如此 ,克莱姆法则在理论上仍然是相当重要的 ,因为它清楚地告

诉我们 .当方程组(14)的系数行列式不等于零时 ,方程组 (14)有唯一解 ,又从求解公式

中可看到方程组(14)的解与它们的系数、常数项的依赖关系 ,而且以后将会看到 ,克莱姆

法则还可用于一般线性方程组的研究和讨论。所以对克莱姆法则的条件、结论及其求解

公式必须正确掌握和运用 .

例⒓ 解线性方程组
+x2+xz=5,

*xz-t(3+x4=I,

+2xr-x, Itcn=2,

+Zxr+3xo-3.

[解 ] 因为

昕以方程组有唯一
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线性代 数

X`'″ X`″ C I,^′ sˉ △
¤

,而 ).我们称方程组

(18)

为齐次线性方程组 .

对于齐次线性方程组 ,可以肯定它一定有解 ,因为至少 %l=0吻 =0,⋯ ,‰ 〓0就是

它的钎(这个零解也叫做平凡解).而我们感兴趣的问题是齐次线性方程组 (18)除 了零

霈以外是否还有非零解?即 劣l,%2,⋯ ,凭汾不全为零的解.如果有的话 ,它必须满足什么条

件?什么情形下齐次线方程组(18)有非零解的问题我们留在第四章里介绍 ,至于有非零

铧必须满足的条件 ,我们有下面的定理.

定理三  如果齐次线性方程组(18)有非零解。则齐次线性方程组(18)的系数行列

式 D=0.

[证 ] 用反证法. ˇ

若 D≠ 0,则 由克莱姆法则得知 ,方程组(18)只有唯一的零解 ,这与已知条件相矛盾 ,

呔而必有 D=0,
·   证毕 ,

定理三清楚地告诉我们 ,方程组(18)的系数行列式D=0是方程组(18)有非零解的必

要条件.在第四章我们将会看到,D=0也是齐次线性方程组(18)有非零解的充分条件.

综合得到 :齐次线性方程组(18)有非零解的充要条件是系数行列式 D=0,

例Ⅲ 设齐次线性方程组
+y+z=0,
ly+z=0,
y + lz =0

有非零解 ,试问入为何值?

[解] 由齐次线性方程组有非零解的必要条件得知
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⒋ 计舁下列各屁阶行列式.
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%,y,z)为终点的向量可以

一种向量 ,这种向量就是所

,Ω 2,⋯ ,@n)称 为
孔 维 向 量 ,

量(或坐标),分量是实数的

字母 c,b,⋯ 表示向量的分
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通常 ,定义中尼维向量 (c1,o2,¨
·
,G尼 )用 α表示时 ,记作

α =(J/l,G2/¨ ,J/n).

有时 ,向量也可以写成一列 :

称为列向量.

上面所讲的平面向量α=(凭 ,y)就是二维向量 ,空间向量
α=(冗 ,γ ,z)就是三维向量 ,

屁维向量正是二维、三维向量的推广.当 n>3时 ,刀 维向量就没有直观的几何意义 ,但仍

旧沿用几何术语 ,称为向量 ,这是因为 ,工方面它是二维、三维向量的推广 ,另
一方面它与

二、三维向量确实有许多相同的性质.

对于齐次线性方程组

中的每一个方程都是由它的系数完全决定 ,而与未知数的记号无关 ,如果我们
把一个线
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线性代 数

X`'″ X`Ⅳ C z,'`s″ ″
0

(3)Ⅰ (‘ +`)〓 九α +^卩 ;                                   
·

(4)(^+u)cr=^α +uα ·

其中c`是 Ⅱ维向量 ,^,u是常数 .
由虫乘定义及运算规律 ,得

若

^α
=0,贝 刂

^=0或

α 〓 0.           ‘

向量的和、差及数乘运算统称为线性运算.

注〓两个向量只有维数相同时才有相等或不相等的概念 ,它们才能有加法或减法运

算 换句话说 ,维数不同的两个向量不能进行比较,也不能进行和或差的运算。例如 :维数

不同的零向量是不相等的:

在这一节里我们介绍刀维向量中两个基本概念 :向量组的线性相关与线性无关 ,为此

我们引进线性组合的概念.

定 义 6 设 α ,α 1,夕 2,¨
·
,α ″ 都 是 尼 维 向 量 ,如 果 存 在 一 组 数

^1,^2,⋯

,^屁 ,使 得

α =入 1α n+八 2α 2+·
¨ +^乃 α ″ ,

那 么 向 量 α 称 为 α1,α2,¨
·
,α″ 的 线 性 组 合 .或者 说 ,α 可 由 α1,夕2,¨ ·,αj线 性 表 示 .

例 1 任 意 一
个 η 维 向 量 α =(cI,c2,·

··

,GD)都 可 由 向 量 组

ε 1 =(1,0,¨
·

,0),

ε 2=(0,1,¨
·
,0),

ε
Ⅱ =(0,0,·

¨

,1)

线性表示.

事实上 ,因为

J/1ε 1 十 @2ε2 + 
¨ · +J/尼ε、

〓 @1(1,0,· ¨

,0) +@2(0,1,¨
·

,0) +

=(Ω 1,0,·
¨

,0) + (o,J/2,¨
·

,Q) +⋯
·

=(c/I,@2,¨
·

,@Ⅱ )

=clr,

⋯ +@Ⅱ (0,0,⋯ ,1)

+(0,0,⋯
,c几 )
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线挂 代 数

换个说汝 ,即不存在一组不全为零的数
^1,入
2,九 3,^4,使得

入 1clr1+九 2α2+入 3α3+^4α 4ˉ o

走 丿 羽 享 当

^I=^2〓 ^3〓 ^4=0时

,才 有

拉

0.a, + 0. or+0 . a, *0 .co =0

一般来说 ,在一个向量组α1,α2,⋯ ,α″中,是否有某个向量能被其余向量线性表示 ,

这是向量组的一种重要特性 ,我们称之为向量组的线性相关性 ,为此给出如下定义¨

定义7 设有屁维向量组
α 1,α 2厂

¨

,α ″ ,

如果存在不全为零的数乃1,屁 2,¨·,尼Ⅱ,使得
。
             乃 Iα 1 +钅 2α 2 + 

¨ ·
 +1Ⅱ α

〃  ~o

成 立 ,则 称 向 量 组 α 1,α 2,·
··

,α ″ 线 性 相 关 ;如 果 上 式 仅 当
屁 1〓 屁 2〓

¨ ·

=屁 m〓 0时
才 成 立 ,

则 称 向 量 组 α 1,α 2,¨
·

,α 仞 线 性 无 关
.

注意 :

(1)在向量组的线性相关定义中,只要求存在不全为零的数乃1,%2,⋯ ,尼汛,使得 
′

庀 I口q+庀 2α 2+·
¨ +屁

屁 α ″
〓 o

成 立 ,并 不 要 求 伤 1,乃 2,·
∶·
,乃 Ⅱ 都 不 等 于 零 。             

·

(2)在 向量组的线性无关定义中,要特别注意
“
仅当
”
这个词.例如 ,向 量 α1〓

(2,0),α2=(4,0),当 屁I=屁2=0时 ,有 ΙIαn+屁2α2=0,但是由此不能判断出向量组α1,
α2线性无关.这是因为并没有证明仅当 11=12=0时 ,等式乃Iα1+乃 2α2〓 0才成立。事实
上 ,当 屁1〓 2,屁2〓 -1时 ,等式屁1^1+屁2α2=0也成立 ,因此向量组α1,α2线性相关.
(3)一个向量组不是线性无关 ,就必然是线性相关 .

(4)设
向 量 组 α 1,α 2,·

··
,α″ 线 性 无 关 ,且 佬Iα1+庀 2ε2+⋯ +庀

Ⅱα 南
〓 0,则

庀
1 
〓 而 2 

〓 ¨ · =1Ⅱ 〓 0.

根据定义 7,可以直接得出以下结论。

(1)只包含一个向量α的向量组线性相关 ,当且仅当α=0。

事实上 ,因 α线性相关 ,由定义 7知 ,存在乃≠0,使

由效乘的性质 ,有

屁α 〓0,

÷
(屁g)〓 0,
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线汪代教

''^~''~ε
D^Js"″

(2)设存在三个数 乃1,尼2,乃3,使得

庀1α 1+屁 2α2+凡 3α3〓 0,

口

乃1(1, -2,3) +乃 2(0,2, -5) +屁 3(- 1,0,2)〓 (0,0,0)。

从百有

拓
1-尼 3〓 o,

-2凡 1 +2乃 2〓 o,

3拓1 -5尼 2 +2拓3〓 O。

而系数行列式

吊

0L0

由于齐次线性方程组的系数行列式等于零 ,因此方程组有非零解 ,即存在不全为零的数
乃1,凡2,屁 3,使 得 屁1α1+乃 2α2+凡 3α3〓 0成 立 ,所 以 向 量 组 α n,夕2,α3线 性 相 关 .

(3)设
存 在 三 个 数 拓1,乃2,伤 3,使 得

乃1(1,2,3) +屁 2(3,2,1) +伤 3(1,3,1)=(0,0,0).

而系数行列式                               ′

由于齐次线性方程组的系数行列式不等于零 ,因而方程组只有零解 :庀 1〓 屁2=凡3〓 0,所

以向量组α1,α2,α3线性无关.

例 7 设 向 量 组 α 1,α2,α3线 性 无 关 ,证 明 :向 量 组 α 1+夕 2,%+α 3,山3+喵 也 线 性

联

[证] 设存在三个数庀1,尼 2,乃3,使得
尼1(α1+α 2)+尼 2(cu2+α 3)+尼 3(α3+山 1)〓 0,

谁

· · · · · 。 · 。

0

即

0

0
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线 住代 数

J皙 ~`l:iJ~    
”。^

um = ldra.r + k2a2 + ... + k^_te__r,

kra, + kra, + ..' + k^_ru*_, + ( - l)a_ =9.

由 于 拓 1,屁 2,¨
·

,乃 ml,-1不 全 为 零 ,故 向 量 组 α 1,α 2,·
··

,α ″ 线 性 相 关 .

必 要 性  若 向 量 组 α 1,α 2,¨
·

,α ″ 线 性 相 关 ,即 有 不 全 为 零 的 数 尻
1,乃 2,∶

··

,伤 m,使 得

拓 1α 1十 12α
2+·

¨
+乃
mα ″ =0。

不失一般性 ,设 乃Ⅲ≠0,于是

证毕 .

注 :读者可进一步证明 :向量组α1,α 2,¨ ·,α厂(其中α1≠ 0)线性相关的充分必要条件

是至少有一向量αJ(1(氵 ≤Γ)可由α1,α2,⋯ ,α氵.线性表示。

性质 1 任意一个包含零向量的向量组必线性相关.

[证 ] 设所给向量组为α1,α 2,···,α″,其中有一个零向量 ,不妨设α1=0.现在取
庀 1=1,乃 2=拓 3=⋯ =佬 汛 =0,于 是 1,乃 2,¨

·
,品屁 是 一 组 不 全 为 0的 数 ,从 而 有

佬
Iα 1+%2α 2+·

¨
+乃

汛
α
叨 =1· α 1+0· α 2十

·¨
十 0· α

刀 =0,

因 此 向 量 组 α 1,α 2,⋯ ,α ″ 线 性 相 关
.                  .证

毕 。

性质2 两个向量线性相关的充分必要条件是它们的各对应分量成比例.
[证 ] 设两个向量α1,α2的各对应分量成比例 ,比例系数为屁,则

α2=凡αⅡ

即

庀]α 1+(-1)α 2=0.

由于系数乃,-1不全为0,所以向量α1,α2线性相关.设α1,α2线性相关 ,即有不全为零的

数 庀 1,屁 2,使 得

佬 1α 1+岛 2α 2=0,

不妨设 %】 ≠0,则

屁2
约ˉ
∥加

这说明向量α1与 α2的各对应分量成比例. 证毕。

此性质表明,由两个成比例的向量构成的向量组是线性相关的;换个说法 ,由两个不

0比臼的向量构成的向量组必线性无关 .

— ˉ

色

即

例如 ,向量α1=(1

又 如 ,向 量 α 1〓 (2,0):

性无关 .

性质3 如果一个

[证 ] 设向量组氵

量α1,α2,⋯ ,αs线性杆

由上式 ,显然有

%1α 1+

由于尼1,讫 2,···,乃s不全氵

o■ 线性相关 .

在一个向量组α1丿

⋯。α■的部分向量组 ,书

性质4 如果一个

[证 ] 用反证法.

若存在部分向量纽

个向量组线性无关相矛

定理二 设向量纟

●~`线性相关 ,则
`石[证 ] 因为α1,α

庋得

下面证明庀≠0(用反电

于 是 向 量 组 α 1,α 2,⋯ ,

`

口 卩 可 由 α 1,α 2,·
··

,α J

例 8 判别下列名
(1)α 1〓 (1,2,3,‘

(2)α 1=(1,-1!

α ″

一 扣

1ˉ

扣

2ˉ
⋯ -镊

抑

″ · ,

这 表 明 向 量 α ″ 可 被 其 余 屁 一 1个
向 量 α 1,α 2,¨

·
,α 访 ~1线 性 表 示 ,
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[饵] (1)由于α3=(0,0,0,0)是零向量 ,根据性质 1可知 ,向量组α1,￠2,叫 线性
相关

(2)容易看出 ,α3〓 2α2,由性质 2可知 ,向量组α2,α3线性相关 ,再根据性质 3可得 ,

向量纽口1,%,α 3线性相关。

J9 判 断 向 量 组 α 1,α 2,α 3,α 4,α 3+α 4的 线 性 相 关 性 .

1饵l 因为

α 3+α 4ˉ (α 3+α 4)〓 0,            .

厉 以 向 量 纽 α 3,α 4,α 3+α 4线 性 相 关 ,由 性 质 3可 知 ,向 量 组 α 1,α 2,α 3,α 4,α 3+α 4也 线

龃

"IO 

设 向 量 组 α 1,α 2,α 3,α 4线 性 无 关 ,向 量 组 α 1,α 2,α 3沼 线 性 相 关 ,证 明 :卩 可

由 白 量 纽 ε 1,α 2,α 3,α 4线 性 表 示 。

E汪 ] 因 为 向 量 组 α 1,α2,α3,α4线 性 无 关 ,所 以 根 据 性 质 4可 知 P向 量 组 约 ,α2,￠ 3

猕    '

又向量组α1,α2,α3沼 线性相关 ,所以根据定理二可知 ,卩 可由向量组α1,α。,α3线性

表示,即

F =kra, +kra, +krar.

, p =kr(rr +kra2 +lira, +\at,
田北卩可由向量组〃1,α2,α3,α4线性表示。

定理三  设

α 氵 =(@Ⅱ ,Ω⒓

'¨

,CⅡ )  (j〓 1,2,¨
、 m),          

∶

卩 氵 =(@Ⅱ ,@⒓ ,¨ 、 @Ⅱ ,包 j,Γ +1)  (j〓 1,2,¨
、 m⒈

如 果 Γ 维 向 量 组 α 1,α 2,·
··
,α 仞 线 性 无 关 ,那 么 Γ +1维 向 量 组

`1,F2,·

··
,F″ 也 线 性

无夫

[讧] 设存在屁个数屁I,屁 2广·,屁m使得
ˉ     跆1'1+佬 JB2+·

¨ +乃
硎BⅡ

〓 o,

即

屁
1(c11,色 12,·

¨

,C1、 ,C/1,r+1) 十 尼
2(G21,c/22,¨

·

,c/⒉ ,。 2,r+1)

+¨ ·
+乃

屁
(c耐

,c旎 ,¨
·

,Ω mr,色 屁 ,r+1)〓
(0,0,¨ ·

,0,O).

滩

从而

G
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因为 o,J,c两两互不相同,所以D≠ 0。

因此向量组卩1沼2沼 3线性无关 ,由定理三 ,得向量组α1,α2,α。线性无关 ,

定理四  任意乃十1个 乃维向量都是线性相关的.

E讧] 设 n+1个 几维向量为
at = (at ratz r"' ,an) ,

az = (azt ra22 r"' ,azo) ,

在这 n+1 +1个 几+1维向量

由这 尼+1

〓0.

故 卩 【 沼 2广
·

沼 刀 ′ ;+1线 性 相 关 ,由 定 理 三 注
(1)知 ,α 1,α 2,⋯ ,α 卩 ,α

"i也
线 性 相 关 。

推 论  α 1,α 2,·
··
,α ″ 都 是 尼 维 向 量 ,如 果 m>九 ,那 么 α 1,α 2,·

··
,α ″ 必 线 性 相 关 。

定理四及推论可简单地叙述为 :向量个数大于维数的向量组是线性相关的.
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α 1〓

`1-卩

2+0· 卩 3, α 2=叩 1ˉ

`2+0·

卩 3,

即向量组⒕可用向量组 B线性表示。

我们考虑

`3能
否用α1,α2线性表示。

设

即

于是

卩 3=入 1α 1+八 2α2,

(2,1,2)=入 1(- 1,1,0) +入 2(-1,2,1).

入2=2,

入2=1,

此方程组无解 ,故

`3不
能用α1,α2线性表示 ,因而向量组 B不能用向量组⒕线性表示 ,也

即向量组 A与 B不等价,

为了进一步讨论向量组的一些重要性质 ,我们引进最大线性无关向量组和向量组的

秩等概念。

定义9 若一个向量组中的部分向量组α1,α 2,···,α刃满足 :

(1)α
1,α 2,⋯ ,α 〃 线 性 无 关 ;

(2)向量组中任一向量都是α1,α 2,···,α″的线性组合。

则称α1,α2,¨·,α″是该向量组的一个最大线性无关向量组或极大线性无关向量组 ,

简称最大无关组或极大无关组.

例⒕ 设有向量组
α 1=(1,0,0), α 2=(0,I,0), α 3=(1,1,0),

试求向量组的一个最大线性无关组。

[解 ] 显然α1,α2线性无关 ,而α3=α 1十α2,所以α1,α2是一个最大线性无关组.另
一方面 ,容易看出 ,α1,α3或α2,α3也都是向量组α1,α2,α3的最大无关组.

注意 :

(1)一般来说 ,一个向量组的最大线性无关组不是唯一的.

(2)由定义 9可得到一个基本性质 :一个向量组与它的最大线性无关组是等价的.

(3)由 (2)及等价的传递性可知 ,一个向量组的任意两个最大线性无关组都是等

价的.

(4)一个线性无关向量组的最大线性无关组就是这个向量组本身,

(5)当一个向量组的向量都是零向量时 ,那么这个向量组的最大无关组是空集。

例 1s 全体屁维向量所构成的向量组记作 R几 .设 屁维向量组 E为 ε1,ε 2,···,ε刀’贝刂E

是 r的一个最大线{

[证 ] 在例 5Ι

任一 Ⅱ维向量α=((

口Γ 中任一向量都T

Cio。 ·̄,ε■是 R冂 中的ˉ

爿“ 设 n维庐

0一个最大线性无关

[讧 ] 因 为 α n、

■ 垂 向 量 c`1,cL2,¨

彐 臼 旬 皙彭 且 c△1,α 2,¨ 、

定理五  设有i

m白 Ⅱ纽⒕可以哇

E汪] 用反证氵

-系 丑杓成 `个

h')s,即 向量的
oˉ 亠,△ ,ˉ⋯艹rJ
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订:cI1+I2α 2+¨
· +乃

Γ“ 、

=I∶ {σ 11`1+@l丿 B2+· ¨
十 @1s`s)+屁 2(@21卩 1+@” 卩 2+·

¨ +Ω a卩 s)

-⋯ ·
+乃
r(@汀

`I+@泛

卩 2+·
¨
+@Ⅱ

's)=`l∶ 口

"+乃
2c2]+·

¨ +南 r@d)卩 1+⋯ +(屁
l 
Ω ls+绕 Ω2s+⋯ +乃 r色阝 )`s,

圭 2丿 式知 ,上式中

`;前
的系数全为 0,故

乃
1α 1+南 2α 2+·

¨
+品
rα r〓 0·

亍是夕I,α2,¨ ·,α厂线性相关 ,这与假设向量组⒕线性无关矛盾 ,即 r不可能大于 s,
丕 △Ir≤ s.

证毕 ,

推论 1 两个线性无关的等价的向量组 ,一定包含相同个数的向量.

[证 ] 设有两个等价的线性无关的向量组
⒕ :α Ⅱ α 2,¨

.,α
厂 ;  ::卩 1,`2,¨

·

,卩 s.

因向量组⒕是线性无关的向量组 ,且可由向量组B线性表示 ,由定理五 ,则有 r≤ ⒌同
理 .由定理五可得 s≤ r,所以 r=s,即两个向量组所含的向量个数相同, 证毕.

推论2 在一个向量组中,它的任意两个最大无关组所含向量的个数相同.
[证 ] 设⒕与 B都是向量组 r的最大线性无关组 ,因为⒕与 r等价 ,B与 r等价 ,因

此△与 B等价 ,由推论 1可知 ,向量组⒕与向量组 B所含向量的个数相同. 证毕 ,

由此可见 ,一个向量组的最大无关组虽然可以不是唯一的,但最大无关组所含向量
的个数`总是确定的 ,根据这个结论 ,我们引出向量组秩的概念 .

定义 10 向量组的最大无关组所含向量的个数称为这个向量组的秩。
说 明 :向 量 组 α 1,α 2,·

··

,α ″ 的 秩 记 为 R(α 【 ,α 2,·
··

,α 〃 ).

例如 ,由例 15可知 ,单位向量组 ε1,ε 2,¨ ·,ε刀是向量组 R刀 的一个最大无关组 ,所以
R(Rn)=rz.

对 向 量 组 α 1=(1,0,0),α 2〓 (0,1,0),α 3=(1,1,0),由 例 14可 知 ,α1,α 2为 其 一 个

最 大 无 关 组 ,所 以 R(α 1,α 2,α 3)=2.

显然 ,当向量组所含向量个数较多时 ,通过找最大无关组得到向量组的秩不是很理
想 ,我们将在第三章介绍求向量组的秩与最大无关组的一个比较实用方法 .

由定义 I0容易证明,一个向量组α1,α2,···,αr线性无关的充要条件是 :这个向量组
的秩等于它所含向量的个数 ∴

推论3 等价的向量组有相同的秩,
[证 ] 设两个等价的向量组为

B:`Ⅱ

`2,¨

、

`″

·

三
=量
￡ A芝

=sl=

=  .t -

t亘 rˉ≡

=夂
Ⅱ

¨ ≡ Ⅰ~≡ I

矸请岁t

诗坠一 ′

t≡万I=三

917:

斐 ≡呈 ~敌
^三

=Ⅰ
≡巨￡ JΞ

9~IB ˉ

l
ι

Ⅰ
Ⅰ
Ⅰ

L



{￥
彐‰

‘I“‘

0〓
z%z+I笏

|(乙
艿
‘I笏

)=r}〓′

号当 BI llg

·
ε￥劭肛凵Ξ喜回明留髟妫孬喜凵肜≡

‘
z￥勤肛凵孬喜凵

明郛髟妫孬喜凵珑
=‘
聃1暂勃
·
凵y壬鳘曜Lu耳‘

喜回动″瞽谄够耳喜回勒u圣Y瑙‘
喜凵躬

″罾谄够唑7喜凵勒″◇型罩I,※国‘回孬喜回◇一者骅v￥妫孬明喜凵骸v 乙I llg
·
渤睥翥妥狲钅澎Y舀熙谄否芎要愀皿

:氵
:l.ξ∶瑙Y景吖

{∶
9丬;丨砰徉

喜凵珑v竿国‘
狲图冉叨翥要仪昕聊璧ˇ

‘
田孬喜回留鲱显罾号当喜回珑u◇~骈聊

⒕D刀丫i丫
‘
Υ
彐Υ
‘
∠
彐″
早′DJ+vi西

‘
∠
彐σ

‘
∠
彐″
导

‘

^号

蒡士职qHf者
‘

田将塾猁

·
回孬喜凵联∠号当维吖

‘
田冉葛妥愀皿瑙篚￥果町壬双∠山

‘
∠彐″V

‘
⒕Dσ+v旦‘￥彐V‘AD俨″罩升职百‘孬非∠导‘号当叨喜凵珑〃※∠孚 Ⅱ不舀

·
弓确ψ国孬喜凵肜彤型⊥

·
刀W+刀Y=″(W+丫)(8)

·
σV+vV〓(σ+″)V(乙)

:″(wΥ)=(刀w)丫(9)

·刀
=刀

.I(s)

·
o=(″

-)+n,(V)

:n’
=0+刀(ε)

:(光+σ)+a’〓光+ (σ+刀)(乙)

:矽+J=σ+刀(I)

:(犭
椠扫鸶曜挲

w‘丫‘
暹霎凵珲疡″曜挲出肆比‘

矿刀舄佟)

渤徉芎妥澎Y⊥田舀绺翥妥愀堕琴
‘
翥要愀堕篚瑙丫剔吖⊥吖徉马俅百圻

‘
喜回蕲v竿鞋

(vv‘
⋯/z°

‘【
o)=″

獭当单丫〃肿Ⅱ雒‘
中I§孕

凵孬霉凵 冫§

·
钴卫

·
s=丿单耵国

‘
J>s卫Ⅱ卣豇田

“)J击

I承犁氍斟
‘
￥ΥWlr黪

Iy Izˉ
喜回百
‘
垩挲Wll彩

Iε
甲担
Iy罾
壬
‘
垩半吲`眵

Ig甲
卫g型‘
些

挲狲黪g肜喜回甲妲
Iy IFoˉ
喜凵影雌明马谄否

‘
垩挲Wll彩g髟喜凵甲卫y IFzˉ喜凵壬甲

·邸

J‘
·¨
‘〃

ε〃

vσ:Ig   ·
邛
″
‘
。¨
‘〃
a,‘
v刀:Iy

:肜
￥Υ￥誓◇一明t↓马狃母妊

‘s吖
滟叨g髟喜回‘丿

吖憩明y形喜凵百

髟喜|i:∶J·
`()''黎
:者
劫旄

·{∶
;i:;丨}.!∶∶丨

~∶∶

面秒罾业染明形喜

◇

—

￥吖

乙
J‘
I″‘

嘭

m拊
‘
IFz-￥垩￥警砧

·
谁

I∶
9刂;l

喜回弓驺肜￥Υ￥∶

·
咕::I][{「   

·
凵髀

l:]:l‘·(丿

`l〉

岛J乌g‘拐萘
·
凵H+嫌◇

|

·
钴::I][!|     

·
臣

田“>J瑁帅r‘I豇≡

·
喜

I

·
钴亚
‘s壬
￥绺妲业

‘s丿(q°J

(￡丿

/,〃s`l/t, f,″
`X″
l/`X

喜回殇u 喜
=蒡

醯
ˉ



线性 代 数

X`月 ~X-、 ε ,宀  5△ 。
。
③

是一个向量空间。

因为若

贝刂

又

呔而

于是

α 〓 (%,@2), 
卩 =(31,32)∈ 匕 ,

@I +2@2=o,  犭1 +2犭 2=o,

α +`=(ol+31,色
2+b2), ^α =(八 @”

^色
2)(入 ∈ R),

(@l +31) +2(@2 +b2)=(@1 +2@2) +(犭
I +232)=0+0=o,

入 @1 +2(入 @2)=入 (c1 +2@2)=八 ·0=0.

α +`∈
匕 , 入 α ∈ y1.

故 【l是一个向量空间。

例 19 集合

圪 ={r=(1,饧 /¨ ,钌 几 )|~T9,%3,¨
.,艿
Ⅱ ∈ R}

不是向量空间.

困 为 若 α =(1,@2,·
··

,@Π )∈ %,则 2α =(2,2%,·
··

,2@n)￠
屹 ,对 数 乘 运 算 不 满 足 封 闭 性 ,

定义⒓ 设 呢是一个向量空间 ,匕 是 圪的一个非空子集 ,若 匕对于‰中所定义的
加法及数乘两种运算也构成一个向量空间 ,则称 匕为 %的子空间.
在向量空间 7中 ,只 由零向量组成的子集是 /的一个子空间,称为零空间 ;向量空间

本身也是 /的一个子空间 ;任何由汔维向量所组成的向量空间 y,总有 yc RⅡ ,所以这样的
向量空间总是 R几 的子空间.

例 20 设 α 1,α 2,·
··

,α ″ 为 刀
维 向 量 ,集 合

/={r=入
1α 1+八 2α2+·

⋯ +八 mα屁 丨 ^1,八 2厂
¨
,^汛 ∈ R}

是一个向量空间。

因 为  (1)若 万 1,J2∈ /,则                 
‘

r1=@1α 1+@2α 2+·
¨ +G屁 tlr″  (%∈ R),

艿 2〓 31α 1+32α 2+·
¨ +犭

Ⅱα 刃  (九  ∈ R)·

于是

ir1+石 2=(@1 +31)α 1+(@2+32)α 2+·
¨ +(@汛 +3Ⅱ )α ″ ∈

`(2)若 △
·

1∈
y,入
 ∈ R,贝 刂

^J1=^@lα
1十 入 o2α 2+·

⋯ +九 @乃α 淝 ∈ `

这个向量空间称为由向量组α1,α 2,···,α加所生成的向量空间.

定义 1s 在向量空间 y中 ,如果存在 r个向量α1,α 2,···,αr满足 :

(1)α
1,α 2,⋯ ,α Γ 线 性 无 关 ;

(2)【
·
中任一向量总可由α】,α 2,···,α

`线性表示 ,则称向量组
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例 ”  设 l={(0,c,,Ω 3,⋯ ,Ω 刀 )@2,@3,¨
·
,@刀 ∈ R},(1)证 明 :y为 向 量 空 间 ;(2)

证 明 :向 量 组 α 1=(0,1,0,⋯ ,0),α 2=(0,1,1,⋯ ,0),⋯ ,α ″.=(0,1,1,⋯ ,1)为
y的

一

组 基 :`3Ⅰ 求 向 量 α =(0,%,@3,⋯ ,0几 )∈ /在 基 α 1,α 2,¨
·
,α ″.下 的 坐 标 .

∶证] (1)任取α,卩 ∈ y,入 ∈R,则

α +卩 =(0,Ω 2+b2,·
·
、 Ωn+3刀 )

入 α =(0,入 色2厂
¨
,入 @Ⅱ )∈

y

l,-r+l^-r=an-1,

lu-r = ao,

解之 ,得

r=42-43,

l"=ar-ao,

ln-2=an2-an-rt

, | = an l,

故 α 可 由 α 1,α 2,⋯ ,α 刀 △ 线 性 表 示 .

因 此 α 1,α 2,·
··

,α ″ J为 向 量 空 间

y的
一 组 基 。

曰

≡   
 
 
 
 
 
 
 

’故
㈡

.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n

υ

 
 
 

· ,

+

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一一
 
 

〓

饥  
 
 
 
 
 
 
 
 

‰
 汕

+
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

一一 
 
硐

间 .
臼

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

≡
 
⑴

空

厶
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

一一
 
〓

疃
砝
 
 
 
 
 
 

叱
蜘

为

冖
〓   
 
 
 
 
 
 
 

ι

任

Γ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

臼疋

〓豕
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

于

~ L七 i≡
F:差

i未 oˉ V~

~  Ⅰ廴

■ = ∶.0.|

●:= ∶~1~

`~=二
.I~

`== 
二.∶ .

i乏二辽 卩

△F.:ˇ

】子

i Io¨ 0~

Ⅰ △父 :ε 走乏
ˉ ￡丐 :≡

ˉ
—
=■ 之
三于

△ 三七 口∷

∈
 
1
 
J

贝α+α++α
 
 
 
,

’0 
 
 
@

+
 
 

一一 
 
 
,

忆

J
几
.
ˉ
 

玛

一一 
 
+
 
 
 

·
l

α
 
 

〓  
J
几

江叹 
 
+
 
 
+

且
 
J
2
 

≡

v
ι
 
 
+
 
 
+

‘

一
 
 
·"
·

 
 
 
c
 
 

〓
≡
 
 
·
扌
·

〓
〓
一
弭
珥

·口
 
 工
 
 

·〓

一一
 
辽

一.
 

〓

·

÷
·
 
一〓·

'
一
一一
 
氵一一一

一 
 

一

一

G



·

`焉
冫形冂同
`髟叻

z″‘【
刀
竿些

l瞀岁
εv弓1'誓j丫

晔Tlr崭
ε矽‘z刀‘In,‘

驷1哥冫」0冫※’
乐(乙)

:￥γTll崭εv‘z刀‘In9‘
驷1哥冫J兰冫竿”

泻帚(I)

凵ˇ乎
·
(ε
‘
ε
‘
乙)=cv‘(z‘I-‘ε)=z刀

‘
(ε
‘
乙
‘
I)〓
I″
JfQ·8

·
氵」:ˉ￥Tlfl肯寻歹%‘·̄·

‘z0

‘
切
邻田上σ善9一I,llJY‘丫γTll崭

Ⅱ
刀
‘
⋯
‘乙
″
‘I刀
者咩

‘

4凵Ξ兽L9,扬″
扌
:睡艹·

乙

:丫晔Tll芗垂
ˉ
;昝子
-ε
砂
z砂Iσ

 iζ阡下
ˉ
∶穹≥r￥晔Tl.挲田:l:∶I

·ε
a’
ε+z″-I刀乙=cJ〃

ε
刀-z刀=z丿

‘ca,乙
+zv-Iv=I丿沼∵￥γTl`崭

c″‘z刀‘I″
1肛 

·

9

·

些

·
∶
∶ll∶
:

Tll钅肜叠9ψ察屮上蜉(叨>r>I)切吾9一J,屮革
〃
刀
‘
⋯
‘z刀‘I刀

形吾L0,:⒗娈
·
s

!弯劢挲

J刀‘⋯‘乙
v‘I″

髟叠Lu/骇α叨窖f,邮上兽t。蟮骇
α:恤

耍V

●冫
:丬::∶

∶:!∶|∶
￥彬

=甲

纭
‘

轷一毕丫予孚些￥百普

‘
士￥种髟(r乙

‘
ε
‘
v)〓
9刀‘
(o‘I‘z‘ε)〓

ε″‘
(o‘o‘I‘乙)=E●

‘
(O‘0‘0‘I)〓I,砀

吾9ql田上焊(9q‘
ε
q‘
乙
q‘
【
q)=J善L。

/一+,亚￥
·
ε

·
Υ士

￥甲宝1Υ彤∶冒纤j恤々【r歹Tlf崭忉’v‘ε刀‘z刀‘In,竽
些￥R萼」埸竿’ε′‘ε

俨
z砂I丿
乎T凵￥

·
(ε
‘
I-‘I‘乙)=’丿 

‘
(0‘o‘I-‘I‘乙)〓

ε
丿

‘
(o‘I-‘I‘z)=zJ 

‘
(I-‘I‘乙)=【σ

〔(I‘
I‘I‘I)=冫v 

‘
(0‘I‘I‘I)=εv

‘
(0‘0‘I‘I)=za, 

‘
(0‘0‘0‘I)=Ia,

∶∶;:丨:!ˉ ·
乙

·
JC+v乙9F0壬

‘
(∠I‘∠-‘ε)=饬-刀ε丁

‘
(ε
‘
【-‘s)=刀善

L。
,d涕Q·I

l-v。

l^?°~ 乙^v°

’
0- 

ε
0

ε
0- zV

=X

吖斟币明⊥

I^″
刀
‘
⋯
‘z刀‘切
晋母(

Ⅱ

V‘...‘
ε
0‘
乙
。
‘

0)〓
刀
鹰汐

‘

(z)甲(C)

·
斟币叨

一叨⒕※
(I‘⋯

‘

I‘I‘

(乙)·[旦|孬喜凵吖∠:自

冖″s`/@ 9JV`×Ⅳ

'`X
⋯~⋯

⋯

`⋯

¨¨

 0

喜回勘u 喜
=鹗



θ

9.判 别下列向量组的线性相关性 ,

(1)cr1=(2,5), α 2=(1,3,-1,7);

(2)α 1=(1,1,1), α 2=(1,2,3); α 3=(1,6,3);

(3)α 1=(1,2,3), clr2=(1,-4,1), α 3=(1,14,7);

(4)α 1=(1,1,-3,4), α 2=(∴ 1,3,1,2),

α 3=(0,2,-1,3), α 4=(-2,6,2,4);

(5)α 1=(I,0,1,0,0), α 2=(1,1,0,0,0), d· u3=(0,1,1,0,0),

α 4=(0,0,1,1,0), α 5〓 (0,1,0,1,1),

10.若向量组α1,α2,⋯ ,α″线性相关,则每个向量都可以由其余向量线性表示 ,这种

说法对吗?

11.试 证 :若 而 维 单 位 向 量 ε 1,ε 2,·
··
,ε ″ 可 以 由 几 维 向 量 α 1,α 2,·

··
,α Ⅱ 线 性 表 示 ,则

cr】 。α 2/⋯ ,α 刃 线 性 无 关 .

12.假 设 α 可 以 用 α 1,α 2,·
··
,α ″ 线 性 表 示 :

α =入 lα 1+入 2α 2+·
¨ +入 mα ″ ,

闩这种表示法唯一吗?

13.求下列向量组的一个最大线性无关纽及向量组的秩 .

α 1=(2,1,3,-1), α 2=(3,-1,2,0),              .

α 3=(4,2,6,-2), α 4=(4,-3,1,1)。

14.设 向 量 组 α 1,α 2,α 。 线 性 相 关 ,向 量 组 α 2,α 3,α 4线 性 无 关 ,问 :

(1)α 1能 否 由 α 2,α 3线 性 表 示 ?

(2)〃 4能 否 由 α 1,α 2,α 3线 性 表 示 ?

15.若 α 1,α 2,α 3线 性 无 关 ,请 用 两 种 方 法 证 明 α 1+α 2,α 2+α 3,α 3+α 1也 线 性 无 关 ,

16,集合

y={石
=(凭 1,饧 厂

¨
,%n)|跖 1,·t9,·

¨
,跖 n∈ R满 足 凭 1+饧 +¨ · +凭

冂
〓 0}

是否为一个向量空间?

17.证 明 :向 量 组 α 1=(1,-1,0),α 2=(2,1,3),α 3〓 (3,1,2)为 R3的
一 组 基 ,并 求

向 量 α =(5,0,7)在 基 α 1,α2,α3下 的 坐 标 .
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