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线性代数学习指导书 

 

第一章   行列式 

内容提要  

行列式概念 

n阶行列式： n阶行列式是用特定的符号 

nnnn

n

n

n

aaa

aaa

aaa

D









21

22221

11211

  

表示的由 nn 个数 ),,2,1,( njiaij  确定的一个数. 其中数 ija 称为行列式的第 i行、第 j列元

素. nnaaa  ,  ,22,11  形成行列式的主对角线， 1,1,2,1  ,  nnn aaa  形成另一条对角线. 从 nD 中划

去第 i行第 j列后, 剩下的 )1()1(  nn 个元素数组成的 1n 阶行列式称为 ija 的余子式, 记

为 ijM . 而 ijA = ij

ji M )1( 称为 ija 的代数余子式. n阶行列式 nD 的值由下面的归纳法定义,  

即 

当 1n 时， 11111 aaD  ； 

假定 1n 阶行列式的值已经定义，则 ijM 的值随之确定，且 n阶行列式 nD 的值为 

nn
n

jj
j

n MaMaMaMaD 11
1

11
1

12121111 )1()1(    ， 

或 .111112121111 nnjjn AaAaAaAaD    

   对角行列式：对角线以外的元素全为零的行列式称为对角行列式，其形式为 
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a
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三角形行列式：对角线以下（上）的元素全为零的行列式称为上（下）三角行列式，其

形式为 
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1,221
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


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    转置行列式：将行列式D的行列互换所得到的行列式称为D的转置行列式，记为D或

.TD  

行列式性质 

性质 1：行列式与它的转置行列式相等； 

性质 2：互换行列式的两行（列），行列式的值变号； 

性质 3：如果行列式有两行（列）完全相同，则行列式的值为零； 

性质 4：行列式的某一行（列）中所有元素都乘以同一个数 k，等于用数 k乘以该行列式； 

性质 5：行列式的某一行（列）中所有元素的公因子可以提到行列式符号之外； 

性质 6：如果行列式中有两行（列）对应元素成比例，则行列式的值为零； 

性质 7：如果行列式的某一行（列）的所有元素都是两个数之和，则该行列式可写成两

个行列式之和，即 

；
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性质 8：行列式的某一行（列）各元素乘以同一个数加到另一行（列）的对应元素上去，

行列式的值不变，即 

         .

21

2211

21
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
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jnjj

jninjiji

jnjj

inii

aaa

kaakaakaa

aaa

aaa 

  

行列式按行（列）展开定理：行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余

子式乘积之和. 

行列式任意一行（列）的各元素与另一行（列）的对应元素的代数余子式乘积之和为零. 

即 










 .0

,

1 ji

jiD
Aa kj

n

k

ki  
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 .0

,

1 ji

jiD
Aa jk

n

k

ik  

    克莱姆法则 

设线性方程组 


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若其系数行列式 

,0
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则线性方程组有且只有唯一解，其解为 

.  ,  ,  , 2
2

1
1 D

D
x

D

D
x

D

D
x n

n    

其中 ) , ,2 ,1( njD j  是将系数行列式D中第 j列的元素用常数项 nbbb  , , , 21  代替后所得到

的行列式，即 
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齐次线性方程组 



















.0

.................................

,0

,0

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa







 

有非零解的充分必要条件是其系数行列式 0D . 

特殊行列式的计算 

(ⅰ) 上（下）三角形行列式： 

            ,
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(ⅱ) 准三角行列式： 
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(ⅲ) 范德蒙行列式： 
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例题分析 

例 1 写出下列行列式中元素 332311  , , aaa 的余子式及代数余子式. 

(1) 

422

013

211







；  (2) 

2871

1422

4013

3211









. 

解   (1) 元素 332311  , , aaa 的余子式分别为： 
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42

01
11


M ，

22

11
23




M ， .

13

11
33




M  

相应的代数余子式分别为： 

           1111 MA  ， 2323 MA  ， 3333 MA  . 

(2) 元素 332311  , , aaa 的余子式为： 

    

287

142

401

11





M ，

271

122

311

23







M ，

271

413

311

33







M . 

相应的代数余子式分别为： 

    1111 MA  ， 2323 MA  ， 3333 MA  . 

例2  用行列式定义计算下列行列式 

(1) 

132

213

321

；  (2) 

000

1000

0200

0010











n

n

Dn



 . 

解  (1) 由行列式的定义，得 

      
32

13
3

12

23
2

13

21
1

132

213

321

  

              73)1(2)5(1   

              =18. 

(2) 由行列式的定义，得 

    

00

100

020

1)1( 21









n

n
Dn


   

  !2])1[( 221

00

100

030









n

n 
 

  

=
0

10
)!2(])1[( 221

n

n
nn


   

= !)1( 1nn . 
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例 3  已知 104、143、377 均能被 13 整除，试不计算行列式的值，用行列式的性质证明：

773

341

401

能被 13 整除. 

分析  因为 41001001104  ， 31041001143  ， 71071003377  及

行列式元素的特点，所以可将第一列乘以100、第二列乘以10加到第三列，则第三列的三个

元素分别为 104，143，377，于是利用行列式的性质便可得到结论. 

证   因为 

773

341

401

=

37773

14341

10401

=13

2973

941

801

， 

又因为右端行列式的元素皆为整数，由行列式定义知其值为整数， 

故原行列式能被 13 整除. 

例4  设

4197

5321

2111

7112




D ，求(1) 44A ，(2) 利用(1)的结果求



4

1

4

k

kA . 

解  (1) .1

321

111

001

321

111

112

)1(
21

44
44 







rr

A ＝  

(2) 因为行列式的第二行的元素分别乘以第四行对应元素的代数余子式相加，得 

  .02 44434241  AAAA  

所以  

14444434241  AAAAA . 

例5  设 ,27

05134

22111

54213

11222

54321

D  

求 434241 AAA  和 .4544 AA   

分析  如果先求出 ,  ,  , 434241 AAA  然后再相加求出 434241 AAA  ，则要计算 3 个四阶行

列式，比较麻烦，本例可利用行列式第二行、第四行元素的特点及行列式展开定理得到关于

434241 AAA  及 4544 AA  的两个方程，通过解方程得到所求的值. 

解  由行列式展开定理，得 

        








.0)(2

,27)(2

4544434241

4544434241

AAAAA

AAAAA
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解上述方程组得 

.18    ,9 4544434241  AAAAA  

例 6(2001.Ⅳ) 设行列式 

,

2235

0070

2222

0403




D  

求第四行各元素余子式之和.  

解   以 ijM 表示D中元素 ija 的余子式，考虑行列式 

               ,

1111

0070

2222

0403

1




D  

因为 1D 中第四行元素的余子式 44434241  , , , MMMM 也是D中第四行相应元素的余子式

44434241  , , , MMMM ，将 1D 按第四行展开，得 

.

)1()1()1()1()1()1(

44434241

44

44

43

34

42

24

41

14

1

MMMM

MMMMD



 

 

于是D中第四行各元素余子式之和等于 1D ， 

不难求得 281 D ， 

所以  .2844434241  MMMM  

  例 7  设

3431

2321

1211

)(









xx

xx

xx

xf ，证明：存在 ),1 ,0(  使得 .0)(  f  

分析  要证明存在 ),1 ,0(  使得 0)(  f ，只要证明 )(xf 在区间 ]1 ,0[ 上满足罗尔定理

的条件. 

  证  因为 )(xf 为关于 x的二次多项式，故在区间 ]1 ,0[ 上连续，在区间 )1 ,0( 内可导， 

又因为 

  ,0

331

221

111

)0( 







f  ,0

121

111

101

)1( 



f  

即有 ).1()0( ff   
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由罗尔定理，可知存在 ),1 ,0(  使得 .0)(  f  

例8  计算行列式 .

2101

1712

1641

1232

4




D  

解   解法一（化三角形行列式） 

0520

5910

3540

2101

1232

1712

1641

2101

34

12

13

41

2
4


















 rr
rr

rr

rr

D ＝＝  

102300

174100

5910

2101

0520

3540

5910

2101

23

24

32 4

2
















 rr

rr

rr

＝＝  

2300

3500

5910

2101

102300

2500

5910

2101

3443 42








 rrrr

＝＝  

.19    

19000

7100

5910

2101

2300

7100

5910

2101

3443 32














 rrrr

＝＝
 

解法二（逐次降阶法） 

0001

5912

3541

5432

13

124

4







cc

cc

D ＝  

591

354

543

)1()1( 14    

001

17414

10233
12

13

9

5







cc

cc
＝  

.19

1741

1023
)1(1 13






 
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注：上述两种解法是求三、四阶行列式常用的方法. 

例9  计算行列式 

(1) 

2

2

4

9132

5132

3221

3211

x

x
D




 ；(2) .4

abcd

badc

cdab

dcba

D






  

解  (1) 显而易见，当 ,12 2  x  即 1x 时， 4D 种第一、 二行对应元素相同，此时

,04 D  即 4D 有因子 )1)(1(  xx . 

当 ,59 2  x  即 2x 时， 4D 种第三、四行对应元素相同，此时 ,04 D  因此 4D 还有因

子 ).2)(2(  xx  

又因为行列式 4D 为 x的 4 次多项式，所以 

令   )2)(2)(1)(1(4  xxxxaD  

现只要求出 4x 的系数即可. 又当 0x 时，可算出 124 D ，于是 3a ， 

故 

).2)(2)(1)(1(34  xxxxD  

(2)  因为 44
2
4 DDD   

abcd

badc

cdab

dcba

abcd

badc

cdab

dcba














  

f

f

f

f

000

000

000

000

  ，    

其中      2222 dcbaf  ， 

所以     22222

4 )( dcbaD  . 

又因为行列式 4D 中 4a 的系数为 1， 

故  

.)( 22222

4 dcbaD   

注：上例中(1)的解法称为分析因子法. 即运用行列式性质找出 4D 的全部因子，最后再确
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定最高次项系数；(2)的解法虽有一定的特殊性，但说明当 2

nD 或 nnn DDD 2 易于计算时，可

先求出 2

nD ，然后确定 nD 的符号，从而求出 nD . 

例10 利用行列式性质证明 

222

111

222222

111111 2

cba

cba

cba

baaccb

baaccb

baaccb









 

证  左边

2222222

1111111

)(2

)(2

)(2
321

baaccba

baaccba

baaccba
ccc








＝  

               =2

2222222

1111111

baaccba

baaccba

baaccba







 

22222

111112
12

13
cbcba

cbcba

cbcba
cc

cc








＝  

222

1112
321

cba

cba

cba
ccc








＝  

=2

222

111

cba

cba

cba

=右边.  

例11 计算行列式 

nD

n









001

0301

0021

1111

 . 

分析  因为主对角线上的元素非零，利用行列式性质可将第一列（行）除第一个元素外

的其它元素变为零，从而行列式变成上（下）三角行列式，从而可计算出行列式的值. 

解   

n

D

n

j
j

nj

cc

n

jj











000

0300

0020

1111

2

1

,,3,2

1
1 



 

＝  
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             = )1(!
2

1



n

j

j
n . 

例12 计算行列式 

          

xaaa

axaa

aaxa

aaax

Dn











  

分析 该行列式具有特点：各行元素之和相同，且各列除对角线上的元素外均相同，可考

虑下面方法求解. 

解   解法一   从第二列起将各列加到第一列，提出公因子，然后从第二行起各行减去

第一行，得 

xaaanx

axaanx

aaxanx

aaaanx

Dn











)1(

)1(

)1(

)1(









  

= ])1([ anx 

xaa

axa

aax

aaa











1

1

1

1

 

= ])1([ anx 

ax

ax

ax

aaa

















000

000

000

1

 

= 1)]()1([  naxanx . 

解法二  把行列式的第 1 行乘以 )1( 分别加到第 n , ,3 ,2  行上去，得 

      ,

00

00

00

axxa

axxa

axxa

aaax

Dn



















 

依次将第 n , ,3 ,2  列加到第 1 列，得 
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ax

ax

ax

aaaanx

Dn





















000

000

000

)1(

 

             .))](1([ 1 naxnx  

解法三   构造与 nD 等值的 1n 阶行列式 1nD  

          

xaa

axa

aax

aaa

DD nn











0

0

0

1

1   , 

将行列式的第 1 行乘以 )1( 分别加到第 1 , ,3 ,2 n 行，得 

          

ax

ax

ax

aaa

Dn



















001

001

001

1

, 

(1)  当 0 ax 时，依次将第 1 , ,3 ,2 n 列乘
ax 

1
加到第 1 列，得 

           

.))](1([     

))(1(

000

000

000

1

1

















n

n

n

axnx

ax
ax

na

ax

ax

ax

aaa
ax

na

D











 

(2)  当 0 ax 时，显然有 .0nD  

由(1)、(2)可知 .))](1([ 1 n

n axnxD  

注：本例解法一是根据行列式的特点，利用行列式的性质，将 n阶行列式的计算转化为

上（下）三角行列式的计算，这是计算 n阶行列式常用的方法. 

例 13   计算行列式 
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xaaa

axaa

aaxa

aaax

Dn

















  

分析  本例的行列式是将上例中的行列式主对角线以下的元素 a变为 a ，其它元素不变

而得到的，但无法用上例的方法求值，下面用拆边法来计算该行列式的值. 

解 

     

xaaa

axaa

aaxa

aaaaax

Dn





















0

0

0

)(

 

          =

aaaa

axaa

aaxa

aaaa

aaa

axa

aax

aaaax





































0

0

0

， 

将第一个行列式按第一列展开，第二个行列式的第一列依次加到其它各列， 

则有 

      

axaaa

axaa

axa

a

DaxD nn









 











22

02

00

000

)( 1  

         = 1

1 )()( 

  n

n axaDax .                              (1)  

另一方面， 

aaaa

aaxaa

aaxa

aaaaax

Dn

















 000)(

 

         =

xaaa

axaa

aaxa

aaaa

xaaa

axaa

aaxa

ax



































 000

 

将第一个行列式按第一行展开，第二个行列式的第一行依次加到其它各行，则 
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nD =

ax

aax

aaax

aaaa

Dax n







 











000

200

220

)( 1  

         = 1

1 )()( 

  n

n axaDax .                        (2) 

由 )()2()()1( axax  ，得 

nn

n axaaxaaD )()(2  , 

当 0a 时， 
2

)()( nn

n

axax
D


 , 

当 0a 时， n

n xD  , 

综上所述得  .
2

)()( nn

n

axax
D


  

例 14  计算 n阶行列式 

(1) ;

1

1

1

1

321

321

321

321

n

n

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

D





















 

(2) 

121

2543

1432

321





nn

n

Dn











. 

解  (1) 解法一  从第二列起将各列加到第一列，提出公因子，然后从第二行起各行减

去第一行，得 

n

n

i

i

n

n

i

i

n

n

i

i

n

n

i

i

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

D



























11

11

11

1

32

1

32

1

32

1

32

1










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n

n

n

n

n

i

i

aaa

aaa

aaa

aaa

a







 


11

11

11

1

)1(

32

32

32

32

1











 

   

1000

0100

0010

1

)1(

32

1









 n

n

i

i

aaa

a


  






n

i

ia

1

.1  

解法二  （加边法） 

n

n

n

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

D









10

10

10

1

321

321

321

321











 

10001

00101

00011

1 321



















naaaa

 

10000

00100

00010

1 321

1









 n

n

i

i aaaaa




  

= 



n

i

ia
1

1 . 

(2)  从第二列起将各列加到第一列，提出公因子，再从第 n行开始依次减前一行，得 
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121
2

)1(

254
2

)1(

143
2

)1(

32
2

)1(












n
nn

nn

nn

n
nn

Dn











 

        

1211

2541

1431

321

2

)1(






n

n

nn











 

           

11110

11110

11110

1321

2

)1(











n

n

n

nn

nn










  

           

1111

1111

1111

1111

2

)1(











n

n

n

n

nn










 ， 

再从第 2 行开始到第 1n 行，各行减去第一行，得 

       

nn

nn

nn

n

nn
Dn

00

00

00

1111

2

)1(




















 ， 

再从第 1 列开始到第 2n 列，各列加到第 1n 列，得 

       

000

000

000

1111

2

)1(











n

n

n
nn

Dn










  

.
2

1
)1(

)1()1(
2

)1(

12

)1(

22

)2)(1(

1



















n
n

n
nn

n

nn

n

nn

n

 

       例 15  证明： 
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).(          

0

0

0

1000

000

010

01

00

11 























 ，nnnn

nD
















 

证  方法一（归纳法） 

当 1n 时，结论显然成立. 

假设对于阶数小于 n的行列式结论成立，下面证明对 n阶行列式也结论成立. 

将 nD 按第一行展开，得 

21)(   nnn DDD   

   ))(( 1221   nnnn    

)( 2332   nnnn    

  = nnn    1 . 

方法二 （递推法） 

将 nD 按第一行展开，得 

21)(   nnn DDD  ， 

即   )( 211   nnnn DDDD  , 

上式对一切 n都成立，故递推可得 

)( 32
2

1   nnnn DDDD   

   
)( 12

2 DDn  






 

   
，n

n







  )]()[( 22

 

即    n

nn DD   1 .                        (3)  

同理可得 

n

nn DD   1 ，                       (4) 

由   )3()4( ，得 

11)(   nn

nD  ， 
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又因为   ， 

所以    










 11 nn

nD  

 = .11 nnnn      

方法三  

因为 

       ,

1000

0010

001

0000

1000

0010

001

000





















































nD  

第一个行列式记为 1nD ，则 

         

.

10000

00100

0010

0001

1000

0000

0010

0001

1000

0010

000

0001

2

1

n

n

nD


































































 

第二个行列式记为 2nD ，则 

.        

100

001

00

1

2











n

n

D

D



















 

所以 

   ,121  n

n

nnn DDDD                      (5) 
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由于 nD 中   , 地位相同，交换位置不改变 nD ， 

因此 

,1 n

n

n DD                                 (6) 

由   )6()5( ，得 

       )()( 11   nn

nD  ， 

又因为  ,   

所以 










 11 nn

nD  

.11 nnnn      

注： 当   时， 

1 n

n

n DD   

)( 2

1

1











n

nn

n

n

D

D




 

            

.)1(

)1(

2

1
1

2
2

n

nn

n
n

n

Dn

D




















 

例 16  利用范德蒙行列式计算 

     (1)   

111

1

)()1(

)()1(
111











naaa

naaa

naaa
nnn

nnn








； 

(2)   

n

n

n

nnn

n

n

n

n

nnnn

nnnn

bbabaa

bbabaa

bbabaa

1

1

111

1

11

2

1

222

1

22

1

1

111

1

11























 ， 

其中 )1 ,   ,2  ,1(0  niba ii  . 

分析 这两个行列式与范德蒙行列式形式不同，但若把(1)的最后一行依次与前面各行交

换到第一行，新的最后一行再依次与前面各行交换到第二行，这样继续进行下去，共经过交

换
2

)1( nn
次行后可化为范德蒙行列式. (2)只要每行提出 )1 , ,2 ,1(  niani  也可化为范德蒙
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行列式. 

解 

(1)  原式=

nnn

nn

naaa

naaa

naaa

)()1(

)()1(

1

111

)1( 2222

)1(





















 

             = )]1()1[()1(
11

2

)1(






jaia
nij

nn

 

             = )()1(
11

2

)1(

ji
nij

nn






 

             = !1!2)!1(!)1( 2

)1(





nn

nn

. 

(2)  原式=

n

n

nn

n

n

n

n

nn

nn

n

n

nn

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

b

aaa

)()(1

)()(1

)()(1

1

11

1

1

1

1

2

21

2

2

2

2

1

11

1

1

1

1

121



























  

            = )()(
11

121
j

j

i

i

nij

n
n

a

b

a

b
aaa 


  

            = )(
11

ijji
nij

abab 


. 

例 17   计算行列式 

     

n

n

nn

n

n

nn

n

n

n

xxx

xxx

xxx

xxx

D













21

22

2

2

1

22

2

2

1

21

111



 . 

分析 行列式 nD 不是范德蒙行列式，但它和范德蒙行列式比较接近，只要在第 1n 行与

第 n行之间适当加一行，在加上一列便可构成一个范德蒙行列式. 

解  考虑 1n 阶范德蒙行列式 
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nn

n

nn

nn

n

nn

nn

n

nn

n

n

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xf















21

111

2

1

1

222

2

2

1

222

2

2

1

21

1111

)(





  

         = )()())((
1

21 ji
nij

n xxxxxxxx 


 , 

显然行列式 nD 就是辅助行列式 )(xf 中元素 1nx 的余子式 1, nnM ，即 

      1,1,   nnnnn AMD ， 

又由 )(xf 的表达式知， 1nx 的系数为 

)()(
1

211, ji
nij

nnn xxxxxA 


  ， 

于是    

nD )()(
1

21 ji
nij

n xxxxx 


 . 

例 18  设 n

nxcxccxf  10)( ，用线性方程组理论证明： 若 )(xf 有 1n 个不同的

根，则 )(xf 为零多项式. 

证  设 121  , , , n  是 )(xf 的 1n 个不同的根，则有齐次线性方程组 

 

 

 

 

 

 

其系数行列式D的转置即D为一个 1n 阶的范德蒙行列式. 

又因为 121   ,  ,  , n  互不相同，故 

0)(
11




ji
nij

DD  ， 

所以方程组只有零解，即 010  nccc  ， 

故 )(xf 是零多项式. 

例 19 计算 n阶行列式 



















 .0

           ,0

          ,0

1
2

12110

2
2
22210

1
2
12110

n
nnnn

n
n

n
n

cccc

cccc

cccc













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

















y

y

y

xxx

Dn  )2( n . 

分析  这个行列式大部分元素相同，所以问题的关键是想办法变出尽可能多的零. 

解  从第二行开始，以后各行都减去第 n行，然后从第二列开始，以后各列都加到最后

一列，再按第一列展开，得 

         

















y

xxxx

Dn









0000

0000

0000

 











)2(

00000

00000

00000

)1(













ny

xnxxx







 











)2(

000

000

000











n









 

000

000

000

)1(

)1( 1















 









 xnxxx

yn  

212 )()1()1()1(])2([)(   nnnn xynn   

].)1()2([)( 2 xynnn     

例 20 证明： 
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.

1000

0000

0010

0001

1
1

1

1221

nn
nn

nnn

axaxax

axaaaa

x

x

x

x






























 

证   方法一  按最后一行展开，得 

左边= 






























 

10000

000

0100

001

)1(

00

100

00

01

)1)(( 12
2

2
1

x

x

a

x

x

x

ax nn  

100

000

001

0001

)1(

1000

0000

000

0010

000

)1( 12
1













 


x

x

x

a

x

x

x

a n
n

n
n



















 

1122

1

2

2

1

1 )1()1()1()1()( 



  nn

n

nn

n

nn axaxaxax   

=右边. 

方法二  降阶为三角形行列式 

记原式右边多项式为 )(xf ，从第二列起，依次对左边行列式作 ) , ,3 ,2(1
1 njcxc j

j   ，

则左边行列式变为第一列除 )1  ,(n 元素为 )(xf 外，其余元素全为零的一个行列式，再按第一

列展开，得到一个下三角行列式， 

左边=

1221)(

1000

0000

0010

00010

axaaaxf

x

x

x

nn 







 











 

1000

000

001

0001

)1)(( 1







 

x

x

x

xf n









 

，)()1()1)(( 11 xfxf nn    
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其中 )(xf 为原式右边的多项式. 

方法三   数学归纳法 

记左边行列式为 nD ，则 

111 axaxD   ( 1ax  是一阶行列式，不是绝对值！)，即当 1n 时，命题成立. 

假设 .12

2

1

1

1 



  nn

nn

n axaxaxD   

对 nD 按第一列展开，得 

100

000

001

0001

)1( 1
1







 


x

x

x

axDD n
nnn











 

11

1

2

1

1 )1()1()( 



  nn

nn

nn aaxaxx   

，nn
nn axaxax  


1
1

1   

因此由数学归纳法，命题对一切正整数 n成立. 

小结：以上例题说明了行列式计算的一般方法，从这些例题可以总结出计算行列式的基

本原则和常用的方法. 

基本原则： 

(ⅰ) 利用行列式性质把行列式的某一行（列）尽可能化简，使得这一行只剩下一个或很

少几个不为零，然后按该行（列）用展开定理计算（化零降阶法）. 

(ⅱ) 利用行列式性质把行列式化成某些特殊的行列式或自己熟悉的行列式类型，然后得

到结果. 

(ⅲ) 利用行列式性质得到所求行列式的递推公式，然后求解. 

 常用方法： 

(ⅰ) 某一行（列）乘数加到另一行（列）上去或某一行（列）乘数加到其余各行（列）

上去. 

(ⅱ) 第 1n 行（列）乘数加到第 n行（列）上，之后再从第 2n 行（列）乘数加到第 1n

行（列）上，直到需要为止. 

(ⅲ) 若干行（列）加到某一行（列）上去或者各行（列）全加到某一行（列）上去. 

(ⅳ) 利用行列式性质把行列式按某一行（列）或按某几行（列）或按 n行（列）拆开计

算（称为拆行列法）. 

(ⅴ) 把 n阶行列式变成等值的 1n 阶行列式（称为加边法）. 

 

目标测试题 

一、填空题 

1. 如果 ,0

333231

232221

131211

 M

aaa

aaa

aaa

D

33323131

23222121

13121111

1

43

43

43

aaaa

aaaa

aaaa

D







 ，则 1D _______. 



 25 

2. 已知D为四阶行列式，且第 3 列元素分别为 2,2,3,1  ，它们的余子式分别为

1 ,1 ,2 ,3  ，则D =_______. 

    3. (1988.Ⅳ) 

1110

1101

1011

0111

___________. 

    4. (1991.Ⅴ) n阶行列式 



ab

ba

ba

ba

000

000

000

000











_____________. 

5. 已知 cba   ,  , 为一元三次方程 03  qpxx 的三个根，则 

acb

bac

cba

________. 

二、选择题 

1．设

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

D









21

22221

11211

1  ，

11,11

1,11,11,

1,1

2

aaa

aaa

aaa

D

nnn

nnnnn

nnnnn















 ，则有(  ). 

(A)  21 DD  ，               (B) 21 DD   ， 

(C)  2

)1(
2

1

1 )1( DD
nn 

 ，       (D) .)1( 21 DD n  

2. 行列式

00

0

00

00

1

1,2

1









n

n

n

a

a

a


=(  ) 11,21 nnn aaa  . 

(A) 1 ,     (B) )1(
2

1
 nn ,   (C) n ,     (D)

 1
2

1

)1(



nn

. 

3.  ).(

1111

5432

251694

12564278

  

          (A) 12,    (B) 12 ,   (C) 16,  (D) 16 . 

4. 四阶行列式 
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   ).(

00

00

00

00

44

33

22

11



ab

ab

ba

ba

 

(A) 43214321 bbbbaaaa  ，  (B) ))(( 43432121 bbaabbaa  ， 

(C) 43214321 bbbbaaaa  ，  (D) ).)(( 41413232 bbaabbaa   

5. 行列式 0D 的必要条件是(  ). 

(A) D中有两行（列）元素对应成比例， 

(B) D中至少有一行各元素可用行列式的性质化为零， 

(C) D中有一行元素全为零， 

(D) D中任一行各元素都可用行列式的性质化为零. 

三、计算下列各行列式的值 

1．

1111

1111

1111

1111

4











x

x

x

x

D . 

2. 



















00010

1000

0010

0001

10

10











D .  

3. ).3(

21

22212

12111









 n

bababa

bababa

bababa

D

nnnn

n

n

n









 

 4. 

01111

10111

11101

11110











nD . 

四、解方程 

0

4321

4321

4321

4321











aaaxa

aaxaa

axaaa

xaaaa

. 

五、证明题 

1. 已知 1632，2160，3696，5024 都可被 16 整除，不求行列式的值，证明： 
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4205

6963

0612

2361

可被 16 整除. 

     2．证明： n阶行列式 

1

21000

12000

00210

00121

00012













n













. 

 

第二章  n维向量 

内容提要 

    n维向量概念 

n维向量：由n个数 naaa  , , , 21  组成的 n元有序数组 ) , , ,( 21 naaa  称为 n维向量，记为

) , , ,( 21 naaa  . 

负向量：称向量 ) , , ,( 21 naaa   为向量的负向量，记为  . 

零向量：称 )0 , ,0 ,0(0  为零向量. 

向量相等：设 ) , , ,( 21 naaa  ， ) , , ,( 21 nbbb  ，如果 ) , ,2 ,1( niba ii  ，则称

向量和  相等，记为   . 

n维向量的运算 

向量加法：设 ) , , ,( 21 naaa  ， ) , , ,( 21 nbbb  为 n维向量，则称 n维向量

) , , ,( 2211 nn bababa   为与  的和，记为   ，即   = ) , , ,( 2211 nn bababa   . 

向量减法：向量的减法定义为 )(   ，其中  为  的负向量. 

数乘向量：设 ) , , ,( 21 naaa  ， R ，称 n维向量 ) , , ,( 21 naaa   为数与向量

的数量乘积，记为  ，即  = ) , , ,( 21 naaa   . 

n维向量的运算规律 

向量的加法与数乘统称为向量的线性运算，向量的线性运算满足以下运算规律 

设   , , 均为 n维向量，   , 为实数，则有 
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(ⅰ) ；   

(ⅱ) ；)()(    

(ⅲ) ；  0  

(ⅳ) ；0)(    

(ⅴ) ； 1  

(ⅵ) ； )()(   

(ⅶ)   )(  

(ⅷ) .)(     

向量组的线性相关性 

线性组合：设 m  , , , 21  为m个 n维向量， mlll  , , , 21  为m个数，则称 

mmlll   2211 ， 

为 m  , , , 21  的一个线性组合. 

线性表示：设 m  , , , 21  为m个 n维向量，  也为一个 n维向量，且存在数

mkkk  , , , 21  ，使 

， 2211 mmkkk     

则称  可由 m  , , , 21  线性表示，或称  为 m  , , , 21  的一个线性组合. 

线性相关：对于n维向量组 m  , , , 21  ，如果存在一组不全为零的数 mkkk  , , , 21  ，使

02211  mmkkk   ， 

则称向量组 m  , , , 21  线性相关；否则称它们线性无关. 

    向量组的秩 

向量组等价：设有两个n维向量组 

A： s  , , , 21  , 

B： t  , , , 21  , 

如果向量组 A中每个向量都能由向量组 B中的向量线性表示，则称向量组 A能由向量组B线

性表示；又若向量组 B能由向量组 A线性表示，则称向量组 A与向量组B等价. 

最大线性无关组：如果向量组 A中有 r个向量 r  , , , 21  线性无关，且 A中的任一向
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量都是 r  , , , 21  的线性组合，则称 r  , , , 21  为向量组 A的一个最大线性无关组（或

极大线性无关组），简称最大无关组（或极大无关组）.  

向量组的秩：最大线性无关组所含向量的个数 r称为向量组 A的秩，同时规定仅含零向

量的向量组的秩为 .0  

向量空间 

向量空间：设V 为 n维向量的集合，如果V 非空，且V 对于向量加法和数乘两种运算封

闭，即若 VV    , ， ；V   若 RV    , ， ，V  则称V 为向量空间. 

基：如果向量空间V 中有 r个向量 r  , , , 21  线性无关，且V 中任一向量都可以由这 r

个向量线性表示，则称向量组 r  , , , 21  为向量空间V 的一个基， 

维数：向量空间的基所含向量的个数 r称为向量空间V 的维数，同时称向量空间V 为 r维

向量空间. 特别规定零空间没有基，它的维数为零. 

子空间：设 21  ,VV 为向量空间，如果 21 VV  ，则称 1V 为 2V 的子空间. 

线性相关性的主要定理 

定理1： 向量组 m  , , , 21  线性相关的充分必要条件是至少有一个向量可由其余 1m

个向量线性表示. 

定理 2：设向量组 m  , , , 21  线性无关，而   , , , , 21 m  线性相关，则  可由

m  , , , 21  线性表示，且表示式是唯一的. 

定理 3：如果向量组 r  , , , 21  线性相关，则 mrr aa   , , , , , , 121   线性相关；如

果向量组 mrr   ,, , , , , 121   线性无关，则它的任一部分向量组也线性无关. 

定理 4：含零向量的向量组必线性相关. 

定理 5： 维向量组线性维向量组，如果个分量成为添上维向量组的每一个向量    rnrnr   

.   维向量组也线性相关维向量组线性相关，则如果维向量组也线性无关；无关，则 rnn   

定理 6：当 nm  时，m个 n维向量组一定线性相关. 

定理 7：向量组线性无关的充分必要条件是它所含向量个数等于它的秩. 

定理 8：如果向量组 rA   , , ,  21 ： 为向量组T的一个最大无关组，则向量组 A与向量

组T等价. 

定理 9： 如果向量组 rA   , , ,  21 ： 可由向量组 sB     ,  21 ： 线性表示，且向量组 A

线性无关，则 sr  . 

定理 10：等价的线性无关向量组所含向量的个数相等. 

定理 11：如果向量组 A能由向量组B线性表示，且向量组 A的秩为 r，向量组B的秩为 s，

则 sr  . 

定理 12：等价的向量组有相同的秩. 
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例题分析 

例 1 判别下列向量组的线性相关性 

(1) )5 ,2(1  ,  )2 ,3 ,1(2  ; 

(2) );3 ,6 ,1(),3 ,2 ,1(),1 ,1 ,1( 321    

(3) );4 ,1 ,1(),1 ,4 ,1(),3 ,2 ,1( 321    

(4) );1  ,3 ,4  ,2(),0 ,2 ,3 ,0(),1 ,1 ,1 ,2( 321    

),1 ,2  ,1 ,2(),2 ,10 ,5 ,3(),10 ,2 ,1 ,2( )5( 321   ，)2 ,6 ,3 ,1(4 

).4 ,2 ,6 ,2(5   

分析 对于向量组 m  , , , 21  ，设有数组 mkkk  , , , 21  ，使 02211  mmkkk   ，

比较等式两端向量的对应分量，可得以 mkkk  , , , 21  为未知量的齐次线性方程组，于是判别向

量组线性相关性的问题转化为齐次线性方程组是否有非零解的问题. 因而当齐次线性方程组

有非零解时，向量组 m  , , , 21  线性相关；当齐次线性方程组只有零解时，向量组

m  , , , 21  线性无关. 该方法是讨论向量组线性相关性的一般方法. 

解   (1) 因为只有维数相同的向量组成的向量组，才能讨论向量组的线性相关性，而

21  , 的维数不相同，故不可能讨论 21  , 的线性相关性. 

  (2) 设有数组 321  , , kkk ，使得 

             0332211   kkk , 

即     ).0 ,0 ,0()3 ,6 ,1()3 ,2 ,1()1 ,1 ,1( 321  kkk  

于是有方程组 















.033

,062

   ,0

321

321

321

kkk

kkk

kkk

              (1) 

由于其系数行列式 

,08

331

621

111

  

故齐次线性方程组(1)只有零解 ,0321  kkk  

所以向量组 321  , ,  线性无关. 
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(3) 设有数组 321 ,, kkk ，使得 

          0332211   kkk , 

即     ).0 ,0 ,0()7 ,14 ,1()1 ,4 ,1()3 ,2 ,1( 321  kkk  

于是有方程组 















   .073

,01442

       ,0

321

321

321

kkk

kkk

kkk

              (2) 

由于其系数行列式 

,0

713

1442

111

  

故齐次线性方程组(2)有非零解，即存在 321 ,, kkk 不全为零，使得 0332211   kkk ， 

所以向量组 321  , ,  线性相关. 

例如，解方程组(2), 得 .2 ,3 3231 kkkk   显然若 3k 取任意非零值时， 1k ， 2k 随之取定，这

时 321  , , kkk 不全为零，且满足 

0332211   kkk ， 

所以向量组 321  , ,  线性相关. 

(4) 设有数组 321  , , kkk ，使得 

          0332211   kkk ， 

即     ，)0 ,0 ,0 ,0()1 ,3 ,4 ,2()0 ,2 ,3 ,0()1 ,1 ,1 ,2( 321  kkk  

于是有方程组 


















          .0

,032

,043

         ,022

31

321

321

21

kk

kkk

kkk

kk

             (3)                    

解之，得 3231  , kkkk  . 可见， 1  ,1 321  kkk 是方程组(3)的一组非零解，所以向量

组 321  , ,  线性相关. 

(5) 因为 54321  , , , ,  是五个四维向量组成的向量组，由定理 “当 nm  时，m个 n
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维向量组成的向量组一定线性相关”可知向量组 54321  , , , ,  线性相关. 

例 2  设向量组 321  , ,  线性相关，向量组 432  , ,  线性无关， 

问：(1) 1 能否由 32  , 线性表示？说明理由； 

    (2) 4 能否由 321  , ,  线性表示？说明理由. 

解  (1) 1 能由 32  , 线性表示. 

因为 321  , ,  线性相关，故存在不全为零的数组 321  , , kkk ，使得 

0332211   kkk ， 

如果 01 k ，则 32  , kk 不全为零，且 03322   kk ， 

所以 32  , 线性相关，从而 432      ，， 线性相关，与已知矛盾. 

故 01 k ，于是有 

22113

1

3

2

1

2
1 )()(  ll

k

k

k

k
                (4) 

(2) 4 不能由 321 ,,  线性表示. 

用反证法，若 4 能由 321  , ,  线性表示，则存在数组 321 ,,  ，使得

3322114   , 

利用(4)式，得 

，33212211

3322322114

)()(      

)(









ll

ll
 

即 4 能由 32  , 线性表示，从而 432 ,,  线性相关，与已知矛盾. 

所以 4 不能由 321 ,,  线性表示. 

注：在讨论向量组的线性相关性时，常常使用反证法. 

例 3 设 rbbb ,,, 21  是互不相同的数， nr  ，且 ) ,  , , ,1( 12  n
iiii bbb  ,2,1( i ),r ，证

明：向量组 r ,,, 21  是线性无关. 

证 作向量组 
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).,,,,1(

),,,,,1(

),,,,,1(

12

1

2

2

222

1

1

2

111













r

rrrr

r

r

bbb

bbb

bbb















 

设存在数 rkkk ,,, 21  ，使得 

0
2211  rrkkk   ， 

于是有 



















 .0

          ,0

                    ,0

1
2

1
21

1
1

2211

21

r
r
r

rr

rr

r

kbkbkb

kbkbkb

kkk









           (5) 

其系数行列式为 







rij

ji

r

r

rr

r
bb

bbb

bbb
D

1

11

2

1

1

21
)(

111









， 

由于 rbbb ,,, 21  是互不相同的数，所以 0D ， 

故齐次线性方程组(5)只有零解 021  rkkk  ， 

因而 r ,,, 21  线性无关. 

又因为 ) , ,2 ,1() , , , ,1( 12 ribbb n
iiii    是在 i 中增加 rn  个分量

) , ,2 ,1( , , , 11 ribbb n
i

r
i

r
i   得到的向量， 

所以向量组 r  , , , 21  线性无关. 

例 4 设向量  可由向量组 m ,,, 21  线性表示，但不能由 121 ,,, m  线性表示，证

明： m 可由   , , , , 121 m 线性表示. 

证  因为向量  可由向量组 m ,,, 21  线性表示， 

所以存在数组 mkkk ,,, 21  ，使得 

   mmkkk   2211 ， 
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.     

 )
1

()()()(           

0  

    

 0

121

1
1

2
2

1
1

121

112211

线性表示，，，，可由即

，

，于是有故

，线性表示，与已知矛盾，，，可由即

，，则如果
























mm

m
m

m

m

mm
m

m

m

mmm

kk

k

k

k

k

k

k

kkkk









 

可由设向量例   5 向量组 m ,,, 21  线性表示，证明：表示法唯一的充分必要条件是

m ,,, 21  线性无关. 

证  必要性  设 的的表示式唯一， 

又设有数组 mkkk ,,, 21  ，使得     

02211  mmkkk   . 

由题设有 

mmlll   2211 ， 

于是 

.)()()(0 222111 mmm klklkl     

因为 由 m ,,, 21  的表示式唯一， 

所以  ),,2,1( milkl iii  ， 

即    ),,2,1(0 miki  ， 

故  m ,,, 21  线性无关. 

充分性  设 m ,,, 21  线性无关 

假设  有表示式 

       
)7(.

)6(,

2211

2211

mm

mmlll












 

由 ),7()6(   得 

,0)()()( 222111  mmmlll    

因为  m ,,, 21  线性无关， 

所以     ，)  ,  ,2  ,1 (  0 mil ii   
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即       ，)  ,  ,2  ,1 (  mil ii    

故  的表示式唯一. 

注：由例 5 易知，设向量  可由向量组 m ,,, 21  线性表示，则表示法不唯一的充分

必要条件是 m ,,, 21  线性相关. 

例6 (2001 工程硕士) 设向量组 321  , ,  线性无关 ，证明：向量组 

,3211    

,432 3212    

.1694 3213    

也线性无关. 

分析  对于抽象的向量组证明其线性无关，常采用的方法为待定系数法，即先设有

0332211   kkk ，然后由已知得到 321 ,, kkk 的齐次线性方程组，再说明该方程组只有

零解. 

证  设有数组 321 ,, kkk ，使得 

0332211   kkk ， 

则 

        0)164()93()42( 332123211321   kkkkkkkkk ， 

因为 321 ,,  线性无关， 

所以  

)8(

.0164

,093

,042

321

321

321















kkk

kkk

kkk

 

其系数行列式 

          02

1641

931

421

D ， 

所以方程组(8)只有零解 ,0321  kkk  

故向量组 321 ,,  线性无关. 

例 7 设向量组 m ,,, 21  线性无关，令   ,  ,  , 322211    
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,11 mmm     1  mm  ，证明： 

(1) 当m为偶数时，向量组 m ,,, 21  线性相关； 

(2) 当m为奇数时，向量组 m ,,, 21  也线性无关. 

证  设数组 mkkk ,,, 21  ，使得 02211  mmkkk   ， 

则有 

0)()()( 122111   mmmm kkkkkk   ,        

因为 m ,,, 21  线性无关， 

所以 



















 .0

    ,0

   ,0

1

21

1

mm

m

kk

kk

kk


                         (9) 

其系数行列式 

        ，1)1(1

1100

0100

0011

1001

 m
mD











 

(1) 当m为偶数时， 0mD ，方程组(9)有非零解， 

故向量组 m ,, 21 线性相关. 

(2) 当m为奇数时， 02 mD ，方程组(9)只有零解 ,021  mkkk   

故 m ,,, 21  也线性无关. 

例 8  设向量组 )1(,,, 21 mm  线性无关，且 m  21 ，证明：向量组

m  ,,, 21  线性无关. 

证  设有数组 mkkk ,,, 21  ，使得 

0)()()( 2211  mmkkk   ， 

即  

0)()()( 121231132   mmmm kkkkkkkkk   ， 

因为 m ,,, 21  线性无关， 
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所以 















   .0

    

        ,0

       0,

121

31

32

m

m

m

kkk

kkk

kkk







            (10) 

其系数行列式 

    0)1()1(

011

1

01

110

1   mD m

m









， 

所以线性方程(10)只有零解 021  mkkk  ， 

故向量组 m   , , , 21  线性无关. 

例9  设向量组 m  , , , 21  线性无关，且 

        

.

,

,

2211

22221212

12121111

mmmmmm

mm

mm

aaa

aaa

aaa





















 

证明：向量组 m ,,, 21  线性无关的充分必要条件为 

0

21

22221

11211



mmmm

m

m

aaa

aaa

aaa

D









 

证  设有数组 mkkk ,,, 21  ，使得 

02211  mmkkk   ， 

将 ) , ,2 ,1(  ,

1

mia

m

j

jiji 


 代入上式，得 

.0)(

)(

1 1

1 11

2211







 

 

 

 

m

j

m

i

jiji

m

i

m

j

jiji

m

i

ii

mm

ak

akk

kkk





 

 

因为 m ,,, 21  线性无关，  
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所以 

.,,2,1,0

1

mak ij

m

i

i 


 

即 

 

其系数行列式为 

          D

mmmm

m

m

aaa

aaa

aaa









21

22212

12111

, 

因为 DD  ，且齐次线性方程组(12)只有零解的充分必要条件为 0D ， 

所以向量组 m ,,, 21  线性无关的充分必要条件为 0D . 

例10 ) ,3 ,1( ),3 ,2 ,1( ),1 ,1 ,1( 321 t  ，则当 t ____时， 321  , ,  线性相关；当

t _____时， 321  , ,  线性无关. 

分析  当向量组的个数与维数相同时，若用这些向量作行（列）构成的行列式等于零，

则向量组线性相关；否则向量组线性无关. 

解    因为           

,5

31

321

111

 t

t

 

所以当 5t 时， 321 ,,  线性相关；而当 5t 时， 321 ,,  线性无关. 

例11 已知向量组 sA   , , ,  21 ： 及向量组 tB   , , , 21 ： 的秩相等，且向量组 A可

由向量组 B线性表示，证明：向量组 A与向量组 B等价. 

分析  要证向量组 A与向量组 B等价，只需证明向量组 B可由向量组 A表示. 

证  设向量组 BA   , 的秩都为 r， 

考虑向量组   ：C , , , , 21 s  t  , , , 21  ， 

因为向量组 A可由向量组 B线性表示，故向量组C与向量组B等价，从而向量组C的秩也为 r . 

显然，向量组 A的一个最大无关组
riii   , , ,

21
 也是向量组C的最大无关组，于是向

量组 tB   , , ,  21 ： 可由
riii   , , ,

21
 线性表示，从而可由向量组 sA   , , ,  21 ： 线性表

示，所以向量组 A与向量组 B等价. 

例12 证明：一个向量组的任何一个线性无关组都可以扩充成一个最大线性无关组. 

证  设一向量组为 

)11(

.0

,0

,0

2211

2222112

1221111















mmmmm

mm

mm

kakaka

kakaka

kakaka






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       mrA   , , , , ,  21 ： ， 

不妨设向量组 A的前 r个向量线性无关，则以 r  , , , 21  为基础，增加向量

) , ,2 ,1( mrrii  形成向量组 irB    , , , ,  21 ： . 

如果所有得到的向量组 B都线性相关，则向量组 r  , , , 21  就是向量组 A的一个最大

线性无关组. 

如果存在某个向量 )( mjrj  ，使得向量组 jrC    , , , ,  21 ： 线性无关，则以向量组

C为基础，然后逐一增加其余没有考察过的向量，并进行类似于上面的讨论. 照此继续下去，

经过有限次的考察总可以找到向量组 ljrD   , , , , , ,  21 ： ，且向量组D满足： 

(1) 向量组D是以某一线性无关组 r ,,, 21  为基础形成的一个新的线性无关组； 

(2) 从向量组D的形成过程，可知 A中所有向量均可由D线性表示. 

所以向量组D是向量组 A的 一个最大线性无关组. 

例 13(1988.Ⅰ) n维向量组 )3(  , , , 21 nss   线性无关的充分必要条件是(   ). 

(A) 存在不全为零的 s个数 skkk ,,, 21  使得 02211  sskkk   . 

(B) s ,,, 21  中的任何两个向量都线性无关， 

(C) s ,,, 21  中存在一个向量不能用其余向量线性表示， 

(D) s ,,, 21  中任意一个向量都不能用其余向量线性表示. 

解   (A), (B), (C)是 s ,,, 21  线性无关的必要条件，不是充分条件.  

例如向量组 

).0 ,1 ,0 ,0(),0 ,0 ,1 ,1(

),0 ,0 ,1 ,0(),0 ,0 ,0 ,1(

43

21








 

线性相关，其中任何两个向量线性无关，符合（B）. 

显然  00011 4321   ，符合(A). 

又显然  4 不能用 321  , ,  线性表示，符合(C). 

因此符合(A), (B), (C)条件的向量不一定线性无关，故不能选择(A), (B), (C). 

由内容提要中的定理 1 可知选择(D)正确. 

例 14  设有向量组 )0 ,2 ,1 ,1(),14 ,7 ,0 ,3(),2 ,1 ,3 ,0(),4 ,2 ,1 ,1( 4321   ， 

)6 ,5 ,1 ,2(5  . 

(1) 证明： 21  ,  线性无关； 
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(2) 把 21  , 扩充为 54321  ,  , , ,  一个最大线性无关组. 

证  (1) 因为 21 , 的各对应分量不成例，所以 21 , 线性无关. 

(2) 先讨论向量组 321 ,,  的线性相关性 

设有数组 321 ,, kkk ，使得 

0332211   kkk ,                       

即 

),0,0,0,0()14,7,0,3()2,1,3,0()4,2,1,1( 321  kkk  

于是有 





















.01424

   ,072

          ,03

             ,03

321

321

21

31

kkk

kkk

kk

kk

 

解此方程组，得 31 3kk  ， 32 kk  ， 3k 可取任意值. 

若令 13 k ，则 31 k ， 12 k ， 

于是  03 321   ， 

所以 321 ,,  线性相关，故 3 能由 21 , 线性表示. 

[注:  3 自然也能由 421 ,,  线性表示！] 

    再讨论向量组 421 ,,  的线性相关性 

设有数组 421 ,,  ,使得 

0442211   ,                         

即 

),0,0,0,0()0,2,1,1()2,1,3,0()4,2,1,1( 421    

于是有 





















        .024

,022

,03

             ,0

21

421

421

41









 

解此方程组，得 0421   ，故 421 ,,  线性无关. 
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最后讨论向量组 5421 ,,,  的线性相关性 

因为向量组 5421 ,,,  是四个 4 维向量，且行列式 

,0

6512

0211

2130

4211






D   

所以向量组 5421 ,,,  的线性相关，故 5 能由 421 ,,  线性表示. 

综上所述，向量组 421 ,,  满足最大线性无关组的条件，同时也是由 21 , 扩充成一个最大

线性无关组. 

例15  判断向量集合 

(1) RxxxxxxxV nn  ,,,|),,,({ 21211  满足 }021  nxxx  , 

(2) RxxxxxxxV nn  ,,,|),,,({ 21212  满足 }121  nxxx  . 

是否构为向量空间，若为向量空间，求其维数和一个基. 

分析  要判断向量集合V 是否构成向量空间，只要验证V 对向量的加法及数乘是否封闭，

即任取 ,,, RV    是否有 . , VV    

解 (1) 显然， n维向量 10 V ，故 1V 非空. 

设 RVbbbaaa nn    ,),,,(  ),,,,( 12121  ， 

则有 

0,0 2121  nn bbbaaa  ， 

且  ),,,,( 2211 nn bababa    

),,,,( 21 naaa    

因为 

)()()( 2211 nn bababa    

)()( 2121 nn bbbaaa    

      000  . 

,00

)( 21

21













n

n

aaa

aaa





 

所以 

11    , VkV   , 
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故 1V 为向量空间. 

取 ，，，， )1 , ,0 ,0 ,1(    )0 , ,1 ,0 ,1()0 , ,0 ,1 ,1( 121     

则 1121   , ,  , Vn   ，且 121  , , , n  线性无关及 1V 中的任意一个元素都能由

121  , , , n  线性表示， 

所以 121  , , , n  是 1V 的一个基，且 1V 的维数为 1n . 

注：在学过第四章线性方程组后， 121  , , , n  可通过解齐次线性线性方程组 

021  nxxx  得到. 

(2) 设 ,),,,(  ),,,,( 22121 Vbbbaaa nn     

则有 ,1,1 2121  nn bbbaaa   

由于   )()()( 2211 nn bababa    

)()( 2121 nn bbbaaa    

      211  ， 

于是 ,2V   故 2V 不是向量空间. 

例 16  设向量组 sA   , , ,  21 ： 的秩为 1r ，向量组 tB   , , , 21 ： 的秩为 2r ，向量组

 ：C , , , , 21 s  t  , , , 21  的秩为 3r ，证明： .},max{ 21321 rrrrr   

证  设向量组 A的最大线性无关组为
121

,,,
riii   ，向量组B的最大线性无关组为

221
,,,

rjjj   ，向量组C的最大线性无关组为
321

,,,
rkkk   . 

因为最大线性无关组与向量组等价，所以
321

,,,
rkkk   可由向量组C线性表示，从而

可由向量组 A和 B线性表示，由此可知
321

,,,
rkkk   可由

121
,,,

riii   ，
221

,,,
rjjj   线

性表示，故 

,213 rrr   

又因为
121

,,,
riii   可由向量组C线性表示，所以它也可以由

321
,,,

rkkk   线性表示，故                 

31 rr  ， 

同理可得      32 rr  ， 



 43 

所以          321 },m a x { rrr  ， 

故            .},m a x { 21321 rrrrr   

注：在讨论向量组的秩等问题时，经常需设出该向量组的最大线性无关组，由于任一向

量组与它的最大线性无关组等价，就可使问题化为仅讨论其最大线性无关组的问题. 这时还

常需要用到的结论是： 

(1) 若向量组 A可由向量组 B线性表示，则向量组 A的秩不超过向量组 B的秩； 

(2) 若向量组 A与向量组 B等价，则它们有相同的秩. 

例 17 设向量组 4321  , , ,  ：A 的秩为 3，向量组 5321  , , ,  ：B 的秩为 4， 证明：

向量组 45321  , , ,   的秩为 4. 

分析  要证明向量组 45321  , , ,   的秩为 4，只需证明该向量组线性无关. 

证  因为向量组 B的秩为 4，所以 321  , ,  线性无关，又由向量组 A的秩为 3，所以

4321  , , ,  线性相关，从而 4 可由 321  , ,  线性表示. 即有数组 321  , , kkk ，使得 

        3322114  kkk  ，                 (12) 

设有数组 4321 ,,, llll ，使得 

,0)( 454332211   llll           (13) 

将(12)式代入(13)式，得 

        ,0)()()( 54334322421141   lkllkllkll  

由于 5321  , , ,  线性无关，所以  

















 .0           

,0

,0

,0

4

343

242

141

l

kll

kll

kll

                           (14) 

其系数行列式 

.01

1000

100

010

001

3

2

1








k

k

k

 

所以方程组(14)只有零解 ,04321  llll  

故向量组 45321  , , ,   线性无关，于是该向量组的秩为 4. 

例 18(2002.Ⅱ) 设向量组 321  , ,  线性无关，向量 1 可由 321  , ,  线性表示，而向量
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2 不能由 321  , ,  线性表示，则对于任意常数 k，必有(  ). 

(A) 21321  , , ,  k 线性无关，  (B) 21321  , , ,  k 线性相关， 

(C) 21321  , , ,  k 线性无关， (D) 21321  , , ,  k 线性相关. 

解  依题意知 2321  , ,,  线性无关，且设 ,3211  cba   

设 ,0)( 214332211   kkkkk  则 

,0)()()( 24343242141   kckkkbkkkakkk  

因为 2321  , , ,  线性无关， 

所以 





















.0

,0

,0

,0

4

43

42

41

k

ckkk

bkkk

akkk

                         (15)  

其系数行列式为 

0

1000

100

010

001


kc

kb

ka

D ， 

于是方程组(15)只有零解 ,04321  kkkk  

故 21321  , ,,  k 线性无关，因而(A)正确，(B)不正确. 

同理， )(  ),( DC 不正确. 

  目标测试题 

一、填空题 

1. (2002.Ⅳ) 设向量组 ) , ,0( ),0 , ,( ), ,0 ,( 321 bacbca   线性无关，则 cba ,, 必满足关

系式_______. 

2. 已知向量组 )1 ,1 ,3 ,4(  ),2 ,6 ,2 ,4( ),0 ,2 ,1 ,3( ),1 ,3 ,1 ,2( 4321   ，则该

向量组的秩为_____. 

3. 若 n维基本单位向量组 n  , , , 21  可由向量组 s  , , , 21  线性表示，则 s与 n的大

小为_____. 

4. 设V 是由 )1 ,2 ,3( ),1 ,0 ,1( ),0 ,1 ,1( 321   生成的向量空间，则向量空间V 的维数
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为_____. 

5. 设 321 ,,  线性无关，问 k ___时， 312312 ,,   k 线性相关. 

二、选择题 

1．设有向量组 ),0 ,2 ,2 ,1( ),14 ,7 ,0 ,3( ),2 ,1 ,3 ,0( ),4 ,2 ,1 ,1( 4321    

),10 ,5 ,1 ,2(5   则该向量组的最大线性无关组(  ). 

(A) 321  , ,  ,    (B) 421  , ,  , 

(C) 521  , ,  ,      (D) 5421  , , ,  ． 

2. 设向量组 321 ,,  线性无关，则下列向量组线性相关的是(  ). 

(A) 21   , ,32   13   ,  (B) ,1 21   , 321 a , 

(C) 21   , ,32   13   ,  (D) 21   , ,2 31   133   . 

3．设向量组 

(I) ),,( ),,,( ),,,( 321332123211 cccbbbaaa   , 

(II) ). , , ,(), , , ,(), , , ,( 432134321243211 ccccbbbbaaaa    

则有(  ). 

(A) 若(I)线性相关，则(II)线性相关, 

(B) 若(I)线性无关，则(II)线性无关, 

(C) 若(II)线性相关，则(I)线性相关, 

(D) (I)线性相关的充分必要条件是(II)线性相关. 

4 设 s ,,, 21  和 t ,,, 21  是两个 n维向量组，且两个向量组的秩都是 r，则(  ). 

(A) 两个向量组等价, 

(B) 向量组 s ,,, 21  , t ,,, 21  的秩也是 r , 

(C) 当 s ,,, 21  可由 t ,,, 21  线性表示时， t ,,, 21  也可由 s ,,, 21  线性

表示， 

(D) 当 ts  时，两向量组等价. 

5.下列命题正确的是(    ). 

(A) 对于向量组 s ,,, 21  ，若有不全为零的数组 skkk  , , , 21  ，使得

02211  sskkk   ，则 s ,,, 21  线性无关, 

(B) 对于向量组 s ,,, 21  ，若有不全为零的数组 skkk  , , , 21  ，使得

02211  sskkk   ，则 s ,,, 21  线性无关, 
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(C) 若向量组 s ,,, 21  线性相关，则其中每个向量都可由其余向量线性表示, 

(D) 任何 1n 个 n维向量必线性相关. 

三、计算题 

1. 设 ). ,3 ,1( ),3 ,2 ,1( ),2 ,1 ,1( 321 t   

(1) 当 t为何值时， 321 ,,  线性无关. 

(2) 当 t为何值时， 321 ,,  线性相关. 

(3) 当 321 ,,  线性相关时，将 3 用 21, 线性表示. 

2. 求向量组 )2 ,1 ,2 ,3(  ),4 ,3 ,1 ,7(  ),5 ,1 ,4 ,6(  ),1 ,2 ,1 ,3( 4321   的一

个最大无关组，并用最大无关组表示其余向量. 

3. 确定常数 a和b使得 )0 , ,2 ,1( ), ,3 ,1 ,2( ),2 ,1 ,0 ,1( 321 ba   线性相关. 

4. 确定向量 ),,,2(3 ba 使向量 321  ),1 ,1 ,1( ),0 ,1 ,1(   与向量组

)1 ,0 ,1( ),1 ,2 ,1( ),1 ,1 ,0( 321   的秩相同，且 3 可由 321 ,,  线性表示. 

四、证明题 

1. 设有向量组 ),1(,,, 21 mm  且 

.

,

,

121

312

321







mm

m

m














 

证明：当向量组 m ,,, 21  线性无关时，向量组 m ,,, 21  也线性无关. 

2. 设 n  , , , 21  是 n维向量组，证明： n  , , , 21  线性无关的充分必要条件是任一 n

维向量  都可由 n  , , , 21  线性表示. 

 

 

 

 

第三章   矩阵 

内容提要 

   矩阵概念 

矩阵： 列的矩形表行按一定的次序排成个数由 nmnjmianm ij ),,2,1;,,2,1(    
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

















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa









21

22221

11211

 

矩阵，记为列矩阵，简称行称为 nmnm   





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A









21

22221

11211

 ，                  (1) 

式也可简记为列元素行第的第称为矩阵其中数 )1(  .jiAaij  

)()( ijnmij aAaA   或 . 

.称为方阵时，当 Anm   

行矩阵：只有一行的矩阵  

)   ( 21 naaaA   

.称为行矩阵  

列矩阵：只有一列的矩阵  



















mb

b

b

A

2

1

 

.称为列矩阵  

零矩阵：元素都为零的矩阵称为零矩阵，记为O . 

负矩阵：矩阵 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa







21

22221

11211

 

.  , AA 记作的负矩阵称为矩阵  

矩阵相等： 元素相等，即矩阵，并且它们对应的都是与设矩阵 nmbBaA ijij  )()(  

), ,  ,2 ,1 ;  ,  ,2 ,1(  njmiba ijij    

.  . BABA 记作相等与则称矩阵  

    矩阵运算及规律 

加法： .)(  ,)( ,)( nmijijnmijnmij baBABAbBaA   的和为与则　设  

减法：利用负矩阵定义两个矩阵的减法为 

).( BABA   

矩阵加法满足以下运算规律： 

(ⅰ) ；ABBA   
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(ⅱ)  ；)()( CBACBA   

(ⅲ)  ；AOOA   

 (ⅳ) .)( OAA   

.   矩阵均为，，，其中 nmOCBA   

数乘矩阵： .)(   )( nmijnmij aAARaA    的乘积为与则数，数，设  

数乘矩阵满足以下运算规律： 

(ⅰ) ；AA 1  

(ⅱ) ；AAA )()()(    

(ⅲ) ；AAA   )(  

  (ⅳ) .)( AABA    

乘法： 其中，的乘积为矩阵与则　设  )(  ,)( ,)( ABcCBAbBaA nmijnsijsmij    

，，，，；，，，

，

)  2  1  2  1(
1

2211

njmi

babababac

s

k

kjiksjisjijiij







 


 

矩阵乘法满足以下运算规律： 

(ⅰ) ；)()( BCACAB   

(ⅱ) ；ACABCBA  )(  

(ⅲ) ；CABAACB  )(  

(ⅳ) ).()()( BABAAB    

.是一个常数的运算是可行的，，，其中 CBA  

转置： .  ,)( AAAAaA T
nmij   或记为的转置矩阵，矩阵称为的行与列互换所得到的把　设  

转置矩阵满足以下运算规律： 

(ⅰ) ；AA TT )(  

(ⅱ) ；TTT BABA  )(  

(ⅲ) ；TT AA  )(  

(ⅳ) .)( TTT ABAB   

.是一个常数的运算是可行的，，其中 BA  

共轭： 的共表示为复矩阵时，用当 ijijnmij aaaA  )( 轭复数，
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的共轭矩阵，为则称矩阵 Aa nmij )(  .A记为  

共轭矩阵满足以下运算规律： 

(ⅰ) ；BABA   

(ⅱ) ；AA    

(ⅲ) .BAAB   

.是一个常数的运算是可行的，，其中 BA  

    几种重要的方阵 

单位矩阵： 阶方阵的，而其余元素全为主对角线上的元素全为 n01  

















100

010

001







， 

.IEIEn nn 或，简记为或阶单位矩阵，记为称为  

数量矩阵： 阶方阵的等，而其余元素全为零主对角线上的元素都相 n  




























00

00

00

， 

.E称为数量矩阵，记为  

对角矩阵： 阶方阵为零的主对角线以外的元素全 n  

















n










00

00

00

2

1

 

). ,  , ,( 21 ndiag  称为对角矩阵，记为  

上三角矩阵： 阶方阵为零的主对角线下方的元素全 n  

，
















nn

n

n

a

aa

aaa







00

0 222

11211

 

  .称为上三角矩阵  

    下三角矩阵： 阶方阵为零的主对角线上方的元素全 n  

，
















nnnn aaa

aa

a







11

2212

11

0

00

 

  .称为下三角矩阵  

  .三角矩阵上、下三角矩阵统称为  
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对称矩阵： .为对称矩阵，则称满足阶方阵若 AAAAn T   

反对称矩阵： .为反对称矩阵，则称满足阶方阵若 AAAAn T   

方阵的幂 

方阵的幂： .
个

次幂定义为的为正整数，为方阵，设

n

n AAAAnAnA   

.0 EA 规定  

方阵的幂满足以下运算规律： 

(ⅰ) ；lklk AAA   

(ⅱ) .) lklk AA （  

方阵多项式： 定义为的多项式阶方阵，则方阵为，设 )( )( 10 AfAnAxaxaaxf m
m   

       ，mmAaAaEaAf  10)(  

.   10 为常系数，，，其中 maaa   

    方阵行列式 

方阵行列式：由 n 阶方阵 A 的元素构成的行列式（各元素按原来的位置），称为方阵 A

的行列式， .det AA或记为  

方阵行列式具有以下规律: 

(ⅰ) ；AAT   

(ⅱ) ;AA n   

(ⅲ) .BABAAB   

.为常数阶方阵，为，其中 nBA  

非奇异矩阵： 矩阵，否则称为非奇异矩阵或非退化，则称阶方阵，若为设 AAnA 0  

为奇异矩阵或A .退化矩阵  

    逆矩阵及其求法 

伴随矩阵： 的代数余子式，则矩阵中元素为行列式阶方阵，为设 ijijij aAAnaA )(  

















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA







21

22212

12111

， 

.*AA的伴随矩阵，记为称为方阵  

    伴随矩阵的性质： .** EAAAAA   

逆矩阵： ，使得阶方阵，若存在阶方阵对于 BnAn  

，＝EBAAB   

.1 BAABA 的逆矩阵，记为称为可逆，且则称  

    可逆的条件： 

(ⅰ) ,0 为非奇异矩阵，即矩阵可逆的充分必要条件为 AAA   
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(ⅱ) . 1 BAAEABnBA  可逆，且，则阶方阵，若为，设  

利用伴随矩阵求逆矩阵的方法： .*
1

0 1 A
A

AA  ，则设  

逆矩阵的性质： 

(Ⅰ) ；
11   AA  

(ⅱ) ；也可逆，且可逆，则若 AAAA  111 )(  

(ⅲ) ；可逆，且，则可逆，数若 11 1
)(0   AAAA


  

(ⅳ) ；可逆，且则为同阶方阵且均可逆，，若 111)(   ABABABBA  

(ⅴ) .)()( 11 TTT AAAA  也可逆，且可逆，则若  

分块矩阵及其运算 

分块矩阵：用若干条纵线和横线把一个大矩阵分成许多小矩阵，则每个小矩阵称为它的

一个子块，以子块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵. 

加法： .)()()( srijijsrijsrij BABABABBAA   的和为与，则分块矩阵，设  

.)  2  1  2  1( 同的行数相同，列数也相，，，；，，，，其中子块 sjriBA ijij    

数乘： .)( )( srijsrij AAAAA    的积为与分块矩阵为常数，则数，设  

乘法： .)()()( srijspijprij CABBABBAA   的乘积为与，则分块矩阵，设  

).  2  1  2  1  2  1(

)  2  1  2  1(        

1

2211

sjpkriBA

sjriBABABABAC

kjik

p

k

kjikjpipjijiij

，，，；，，，；，，，的行数相同的列数与而子块

，，，，；，，，＝其中







 


 

转置： .)()( rs
T
ji

T
srij AAAAA   的转置为，则分块矩阵设  

准对角矩阵： 示为阶方阵，经分块后可表为设 nA  

.)  2  1(

00

00

00

                                             2

1

对角矩阵称为准对角矩阵或分块，则，，，阶方阵为其中

，

AsinA

A

A

A

A

ii

s




























 

准对角矩阵具有的性质: 

(ⅰ) ; 21 sAAAA   

(ⅱ) 也可逆，且，，，，可逆时当 AsiAi )  2  1(   
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.

00

00

00

                             

1

1
2

1
1

1





























sA

A

A

A








 

矩阵的秩 

矩阵的秩：  的秩，称为矩阵，则组的秩为个列向量所构成的向量的矩阵设 ArrnAnm  记

为 .)( rAR   

子式：在 个元素构成，位于这些交叉处的列行中任取矩阵 2)) ,min(( knmkkkAnm  一个

k阶行列式，称为 k阶子式.  

子式与秩的关系： 阶子式（如果存在的，且所有含阶子式中有一个设矩阵 10  rDDrA

的话）都等于零，则 A的秩 .)( rAR   

矩阵行、列向量组的秩之间的关系：矩阵 A的列向量组的秩等于 A的行向量组的秩. 

矩阵的初等变换 

初等变换： 的初等变换：矩阵任何一种变换，都称为施行下述三种变换中的对矩阵 AA  

(ⅰ) 中两行（列）的位置；互换矩阵A  

(ⅱ) ；个非零数的某一行（列）乘以一矩阵 kA  

(ⅲ)         .加到另一行（列）上去个数的某一行（列）乘以一矩阵 kA  

矩阵等价： 记为是等价与，则称矩阵成矩阵经过有限次初等变换变如果矩阵  .BABA A∽B. 

等价具有的性质： 

(ⅰ) 反身性：每一个矩阵与它自己等价； 

(ⅱ) 对称性：如果矩阵 A与 B等价，则矩阵 B与 A等价； 

(ⅲ) 传递性：如果 A∽B，B∽C，则 A∽C. 

阶梯形矩阵：若矩阵 A的每行第一个不为零的元素所在列的下方元素都为零，且零行在

非零行的下方，则称矩阵 A为阶梯形矩阵. 

阶梯形矩阵的秩：阶梯形矩阵 A的秩等于非零行的个数. 

行最简形形：若矩阵 A 的每行第一个不为零的元素为 1，且它所在列的上、下方元素都

为零，零行在非零行的下方，则称矩阵 A为行最简形或简化阶梯形矩阵. 

标准形： 变换化为如下最简形式都可以经过一系列初等矩阵任何一个 Anm  

)2(                                   
00

0

0000

0000

0100

0010

0001

 ，































rE










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).()2( ARrA 的标准形，其中称为矩阵  

    初等方阵 

初等方阵： . 到的矩阵称为初等方阵经过一次初等变换而得由单位矩阵E  

初等方阵的类型： 

(ⅰ) ；，行（列）得初等方阵行（列）与第互换第 )( jiEji  

(ⅱ)         ))((0 ；得初等方阵行（列）乘以第 kiEki   

(ⅲ) 第 i行（j列）乘以 k加到第 j行（i列）得到初等方阵 E(i(k)，j). 

初等方阵的基本性质： 

(ⅰ) ，＝，，，，且初等矩阵都是可逆矩阵 )
1

(())(()()( 11

k
iEkiEjiEjiE    

；，＝， ))(())(( 1 jkiEjkiE 
 

(ⅱ) 等方阵初等方阵的转置仍为初  

矩阵的初等变换与初等方阵之间的关系： 换相作一次初等行（列）变矩阵对一个 Anm  

.)( 阶初等方阵相应的的左（右）边乘以一个当于在 nmA  

可逆矩阵与初等方阵的关系： 积，能表成一些初等方阵的可逆的充分必要条件是矩阵 AA  

.  

,                          

21

21

为初等方阵，，，其中

即

t

t

PPP

PPPA



  

矩阵 A与 B等价的充分必要条件： 

(ⅰ) ，使，，，和，，，存在初等方阵 ts QQQPPP      2121  

        ；BQQAQPPP tss    2111  

(ⅱ) ；，使得和存在可逆矩阵 BPAQQP   

(ⅲ) ；)()( BRAR   

(ⅳ) .有相同的标准形和BA  

利用初等变换求逆矩阵的方法：作一个 nn 2 矩阵  EA  ，利用初等行变换把左边的一

半化为单位矩阵 E，这是右边的一半即为 1A ，即    

   1AEEA 
初等行变换

～ . 
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或 




























1A

E

E

A


初等列变换

～ . 

关于矩阵秩的一些重要结论 

结论 1： ；，矩阵，则是设 }min{)(0 nmARnmA   

结论 2： ；当且仅当 OAAR    0)(  

结论 3： ；)()()( ARARAR T   

结论 4： 使，可逆矩阵的充分必要条件是存在 QPrAR )(  

；







00

0rEPAQ  

结论 5： ；)()()( BRARBAR   

结论 6：  ；，BAABR min)(   

结论 7： 阶可逆矩阵，则是阶可逆矩阵，是矩阵，是设 nCmBnmA   

；)()()( ACRARBAR   

结论 8： ，则阶方阵，且为，设 kEBAnBA   

；nBRAR  )()(  

结论 9： ，则阶方阵，且为，设 OABnBA   

；nBRAR  )()(  

结论 10： ).()( BRARBA 等价，则与若  

 

                             例题分析 
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.

143

286

3129

         
189

00
       

00

00

00

        
333

511
       

           

.

,

21

42

63

210

301

121

112

121
    1      

































































 






























CAAC

BCAB

CAACBCAB

CBA

，

，，

由矩阵乘法得解

，，，求

，，
－

－
已知例

 

.

   .   )2(       

.   .

   )1(        

         

CBACABOBOA

OABCB

BA

CAACABBA





不能推出也不成立，即由，由此导致消去律一般或

一般推不出也就是由的乘积为零矩阵都不是零矩阵，而它们和本例中

不满足交换律都为同阶方阵，一般也，即使无法比较都存在，可阶数不同，

虽然，不可乘；与可乘，但与换律，如本例中，矩阵乘法一般不满足交

注：

.     ))((

21

12
      

10

11
   2       

22 BABABA

BA
















 


，求

，，已知例
 

，，又因为

所以

，，因为解














 

















































34

43
       

10

21
            

.
14

63

11

21

31

03
))((    

11

21
    

31

03
                

22 BA

BABA

BABA

 

.
24

62

34

43

10

21
     22






 













 
 BA所以  

.))((    ,2)( 

  ,))((      .

  .)1()(   ))((    2)(

  .))((       

1222

2

3322222

22

等

特别有，式成立相乘可交换时，乘法公与，即

但当等，，说

即一般来方阵一般不成立，可见乘法公式对同阶注：在本例中

kk

nnn

AEAAAEAEAAEAE

AEAEAEBABAAB

nBAABBABABABABABABA

BABABA











 

).(       
10

21
   3         为正整数求，已知例 nAA n







  

,
10

41
    2          

              

2






 An 时，当

用数学归纳法解法一
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),2(00     

,
00

20

10
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)1(21
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21
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21
         

1

10

21
             

,
10

61
     3 

2

1

3






























 


































kBB

BEA

n
An

kk
AAA

kn

k
Akn

An

k

n

kk

k

，所以容易算得

设解法二

，有所以对任意的正整数

，

时，有则当

，时，设

时，当

 

.
10

21

00

20

10

01
              

              

              

)(        

222110





























nn

nBE

BCBECBECEC

BEA

BE

nn
n

n
n

n
n

n
n

nn



可得可交换，由二项式定理与显然

 

.       ，可交换的条件不可少注：使用二项式定理时  

，

因为解

的表达式与化为把，再通过行列式的性质先求出分析

，求，且

，，维列向量，均为，，，，设例

) 3   2   2   2(                                        

)          (3)          (3                  

.33          

.32   3

)          ()          (4               4       

321

321321

321321321

















BA

BABABA

BABA

BA

 

.72)]2(33[8                        

)3(8                        

)         3         (8                        

) 3                 (8                        

 3         )2)(2)(2(                        

 3   2   2   23    

321321

321321

321

321













BA

BA







所以

 

，两边取行列式有

得所以，由

因为解

，求

，且，，，，的代数余子式，中元素为，设例

EAAA

EAAAEAAA

AaAA

Aa

jiaAaAAaA

T

T

T
jiji

ijijijijij















                  

.        *

,)()(*                    

.0

4)  3  2  1()(    5       

4444

11

44
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.1                

       0            

0               

1,        0                 

0,1)(             

        ,                  

,)1(                                  

11

4

1

2
1

4

1

11

22

42

44


















A

A

aaAaA

AA

AA

AA

EAAA

j

j

j

jj

T

故

，所以

，，且又因为

或故

于是

即

 

.
27

161

27

8
                                       

)
3

2
(                                       

 
3

2
*2)3(               

,
3

2

3

1
                                                  

2
3

1
*2)3(                     

             

.*2)3(
2

1
   3      6       

13

11

111

111

1























A

A

AAA

AAA

AAAAA

AAAA

所以

因为

先化简再计算解

，求阶方阵，为设例

 

.  ,  )2(       

***  )1(       

       

与行列式性质的区别

住；，这一点在解题时要记时，就要想到一般来说，题中涉及

注：

AA

EAAAAAA

n 

  

用伴随矩阵求解解

都适用阵，后者对低阶或高阶前者常适用于低阶的矩

换求逆矩阵，逆矩阵，二是用初等变，一是利用伴随矩阵求求逆矩阵的方法有两种分析

；

求下列矩阵的逆矩阵例

  (1)            

.

            

.

1210

2321

1220

1023

   )2(       

523

012

101

  )1(                

    7      
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
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
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



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









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于是

所以
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这是一个准对角矩阵解

理比较简单阶矩阵化为低阶矩阵处化为低阶行列式，把高

质把高阶行列式以利用准对角矩阵的性为一个准对角矩阵，所烦，而通过观察可知

逆矩阵则比较麻如果直接去求行列式及阶矩阵，阶数比较高，这是一个分析
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存在，可逆，即所以
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形式：性矩阵方程主要有三种为矩阵方程，常见的线含有未知矩阵的方程称分析
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其中的某一种形式；矩阵移到等号左边化为

等变形把未知，一般情况下可经过恒面三种形式都不相同时若给定的矩阵方程与上

改变；

次序不能随便析的各式中矩阵相乘的足交换律，所以上面分由于矩阵乘法一般不满
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. )3( 数法求解能用，一般通过待定系不可逆时，上述方法不，当 BA  

 

例 12(1992.Ⅳ) 设矩阵 

.

101

020

101

                                   

2 XEXAEAXX

A

阵为三阶单位矩阵，求矩，其中满足矩阵

，


















 



 64 

.

201

030

102

                                

                                

))(()(                            

001

010

100

                     

))(()(                         

                             

                   

1

2

2













































EA

EAEAEAX

EA

EA

EAEAXEA

EAXAX

XAEAX

所以

可逆，显然

，因为

，即

，

得由解

 

.

         

E成数量矩阵常数时一定要把该项写且当某项提出矩阵后为
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所以
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求逆矩阵得可逆，且利用初等变换显然
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，又因为

所以
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，

得，右边乘以左边乘以由
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例 15(2001 工程硕士) .
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故可设

矩阵，应为法的定义可知矩阵，所以根据矩阵乘为矩阵，为因为解 232333                 XBA
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得解方程组
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用子式法求解）（解

换求秩较为简单，一般情况下用初等变列）数就是原矩阵的秩形矩阵中不为零的行（

梯化为阶梯形矩阵，则阶等行（列）变换把矩阵）初等变换法，即用初式的最高阶数，（

中非零子）子式法，即寻找矩阵的方法主要有两种：（对于数字矩阵，求其秩分析
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4321 的秩为，，，即向量组
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其余向量的关系式用最大线性无关组表示

最简形矩阵就可得到阵化为简化阶梯形或行组，然后再把阶梯形矩矩阵可得最大线性无关

化为阶梯形，用初等行变换把为列构成矩阵，，，量如式这一性质，以所给向

线性关系向量组的线性相关性及）变换不改变列（行）利用矩阵的初等行（列分析

其余向量用最大线性无关组表示的最大线性无关组，并，，，求向量组

，，，，，，，，，，，，，，，，设例
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

















为最大线性无关组，且，，

所以

，～

～～

～～

～

因为解
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cc

cc

r

r

rrrr

rr

rr
rr

rr

A

 

例 22(2001.Ⅰ) 可逆，为单位矩阵，证明：，其中满足设矩阵 EAEEAAA  042  

.)( 1 EA并求  

，

得由证

于单位矩阵矩阵乘以另一个矩阵等经恒等变形得到所证的

已知条件是利用逆矩阵的定义由可逆并求逆矩阵，一般对抽象矩阵，要证明其分析

EEAEA

EAA

2)2)((                          

      04                    

.

             

2




 

.
2

2
)(                         

                      

 
2

2
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1 EA
EA

EA

E
EA

EA













可逆，且故

，

于是

 

，所以

可交换，与由于

，即

，得由证

可逆，并求，证明：设例

EEAAEA

EA

EEA

EEAEA

EAEAEA

10)42)(2 (        

2         

10)2(             

108     2                 

.)2(22     23

2

33

33
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





 

 



 72 

.
10

42
)2(                  

 2              
10

42
)2 (              

2
1

2

EAA
EA

EA

E
EAA

EA













且可逆，故

，即

 

，＝）可得（）由（

）（，

所以

，又因为

）（，

所以

，得由证

同时成立即可

，

，

不等式

，只需证，故要证因为分析

为幂等矩阵），证明：（即设例

nAERAR

nERAEERAERAR

AEEE

nAERAR

AEAAA

nAERAR

nAERAR

nAERAREARARAEREAR

nEARARAAA
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2
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














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nEARAR
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



所以

，又
 

) (                                                 
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11111
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11111





















ABEA

ABAABA

BABABA

BABABA

BABABABA

因为证

及其逆矩阵的乘积形式，，化为

和式的可逆性，为此设法把，，的可逆，要充分利用为了证明分析

可逆，并求都是可逆矩阵，证明：，，设例

 

可逆，且所以

可逆，，，由于

，

11

11

11

111

       

        

)(                                                 

)(                                                 

















BA

BABA

BABA

ABBBA

 

，

替换，则可得，用，若将上式中

注：

111111
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1

111111
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.)(                                        

])([)( 















ABABBA

BABA

ABAB

BBAABA
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.   0      

21

11
    

21

11
        

   )2(        

.11

不可逆，而

可逆，，则显然

，，设

可逆，例可逆不能推出，由

均可逆，，这时要求矩阵






















 

BA

BA

BA

BABA

BABA
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02               
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,  ,  ,1    
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.0             

.1     26        

1

1

1

不可逆故

，于是

，即

，

所以

为奇数阶矩阵为且又因为

得由证

化为乘积形式即可，为此设法把和式不可逆，只需证要证分析

不可逆，证明：，又已知为奇数，且阶矩阵，是设例

AE

AE

AE

AEAE

AEEAEAAAE

nnAA

EAAEAAAAAAE

AA

AEAEAE

AEAAAnnA

n

T

TT

T

T



























 

，且，则令

个非零解，的是，，，设

必有非零解，，则齐次线性方程组若

充分性

故

矛盾，与，得

两边左乘由

可逆，则如果

必要性证

的充分必要条件是使矩阵，证明：存在一个非零阶矩阵设例

OBBBBB

nxABBB

xAA

A

OBOB

AOAB
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AOABBOAn

n

n


















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.0      27        
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1





 

.)0    0  0()      ( 21 OBABABAAB n ＝   

例 28(2001.Ⅰ) 线性无关，使得向量组与三维向量阶矩阵已知 xAxAxxA 2  ,  , 3  

 .  )2(       

, 3)    (  )1(       

23

12

23

EA

PBPABxAxAxP

xAxAxA









计算行列式

，使阶矩阵，求记

，，且满足
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210

301

000

                     

.210

301
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.
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2
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2
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2
333

3

2
222

2

2
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2
333

2
222111

32

321

321

321
22

321

321

321
































































































B

ccc

bbb

aaa

xAxAx

xAcxAbxa

xAcxAbxa

xAcxAbxa

xAxAxA

xAcxAbxaxA

xAcxAbxaxA

xAcxAbxaxA

xAcxAbxaxAcxAbxacxAbxaxAxAxA

ccc

bbb

aaa

xAxAxxAxAxA

PBAP

ccc

bbb

aaa

B

故

，，
，，，
，，，

，所以，，因为向量组

，

，－（

所以

，又

，

，

于是

，

即

，

得则由

，

设解

 

 

.4

110

311

001

      

,      

         )2(         

1

111

1

















PEBPEA

PEBPPPPBPEA

PBPA

于是

所以

，因为
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，则设

充分性

即，于是

，所以

，，因为

为反对称矩阵，则设

必要性证

条件是

要为反对称矩阵的充分必为反对称矩阵，证明：为对称矩阵，阶方阵设例

BAAB

BAABBAAB

BAABAB

BBAA

ABABAB

BAAB

ABBAn

TTT

TT

T













            

         

.          

)(   

        

,)(        

             

.

      29

 

.     

)(            

为反对称矩阵故

，

AB

ABBAABAB TTT   

    . 0*)(                              

,* 11*)(   (3)        

1.*)(                       

1*)(                          

*

1

1)(  

1*)(                             

1)1()( 0

1)(   

0**  

01)(    )2(        

.*)(            

0*    *  

0)(    )1(                

.1)(

1)(

          )(      

,0

,1

,

*)(                    

*2      30        

1















































AR

OAnAnAR

AR

AR

A

nA

nAR

AR

nnARnxA

nAR

xAAOEAAA

AnAR

nAR

AAEAAA

AAnAR

nAR

nAR

nARn

AR

AAnnA

n

故

阶子式全为零，即的所有，则若

由此得

，所以

零，中至少有一个元素不为即

阶子式不等于零，中至少有一个故

，又因为

，故

个向量，的基础解系中含有所以方程组

因为

的解向量，线性方程组的每一列向量都是齐次，即于是有

，，则若

若故

，，所以因为

，可逆，于是，则若证

若
，若

，若

的伴随矩阵，证明：为），阶方阵（为设例

 

，

两边取行列式得

，

因为证

阶方阵，证明：均为，已知例

BAB

BA

E

EE

AB

BA

E

EE

BAB

BA

E

EE

AB

BA

E
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BABA
AB

BA
nBA






















 















0

00
                   

0

00
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 所以  

.
0

  2         

.

  1         

        

.                     

BA
BC

A

BABA
AB

BA





可以证明）（

行列式行列式化为分块三角形

算，而将行列式的对角线法则计行列式，不能直接用求对以分块矩阵为元素的）（

注：

 

)}.()(min{)(                            

)()()())(()(       

).()
0

()()(       

.
000

0
                  

     
                          

.
00

0
                       

00

0
                        

)(             

)}.()(min{)(                    
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1

1

2

1

2
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1
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BRARABR
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ARr
C

RPABRABR

P

C

C

CE
PAB

rn

r

C

C
BQ

BQ

BQ
E

BPAQQPAB

E
PAQ

QPrAR

BRARABR

pnBnmA

TTTT

r

r

r

，

所以

，

又因为

可逆得由

则

，
行

行
＝

作相应的分块，记对

于是

，

使，，则有可逆矩阵设证

，

矩阵，证明：是矩阵，是设例

































































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.
1
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      33        

1

a
A

a

aAA

的每行元素之和均为

；

，证明：常数的每行元素之和均等于可逆，且设方阵例



  
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矛盾，故可逆即，与，则若

，～

，则设解
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，于是

，，，，所以

，因为
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的每行元素之和均为即

，故

，所以

，

，，，又

，即

，
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，～～

～

因为解

方阵的积

等一可逆矩阵可表示为初仍为初等方阵，所以任，而初等方阵的逆矩阵，故

，即换化为单位矩阵都可经一系列初等行变由于任一可逆矩阵分析

的乘积表示为有限个初等方阵将矩阵例
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






  PPPPA

故
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.            

.0     1         

.

000

101

011
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10
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101

011
                

  .            

.
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     35        

BAAB

BAAB

BAAB

BA

BAAB

BAAB

nBABAABnBA

BAABmnBnmA

















 






 




















 










故

，于是

，则

，，设

举例如下：不一定有解

阶方阵时，不一定有不为，，而当阶方阵时，一定有为，当分析

若不成立，举例说明

吗？若成立证明之，矩阵，试问：一定有为矩阵，为如果例
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目标测试题 

   一、填空题 

.

050

21

311

_____   .2       

.________23 3   .1       

为奇异矩阵时，矩阵当

，则阶方阵，且为设
























AAA

 

3. (1996.Ⅰ) ._____)(

301

020

201

2)(34 
















 ABRBARA ，则，矩阵，且为设  

4. (1997.Ⅰ) ._____ 3

113

34

221




















 tOABBtA ，则阶非零矩阵且为，设  

._____*)(*

543

022

001

  5.       1 













 AAAA 的伴随矩阵，则为，设  

二、选择题 

.     )(                       )(            

    )(                       )(            

.      1.

EBCADEBACC

ECBABEACBA

EABCCBAn







，

，，

），则必有（满足，，阶方阵设

 

2. (1999.Ⅰ)  .    ）矩阵，则（为矩阵，为设 mnBnmA   

.0  )(            

     0   )(            

0   )(            

     0   )(            

＝时，必有行列式当

，时，必有行列式当

，＝时，必有行列式当

，时，必有行列式当

ABmnD

ABmnC

ABnmB

ABnmA









 

3. (1995.Ⅰ) ，，设
































133312321131

131211

232221

333231

232221

131211

   

aaaaaa

aaa

aaa

B

aaa

aaa

aaa

A  
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.    )(                  )(             

    )(                  )(             

 .   

101

010

001

  

100

001

010

1221

1221

21

BAPPDBAPPC

BPAPBBPAPA

PP



































，

，，

），则必有（，

 

4. (1993.Ⅰ) .      

963

42

321

），则（足为三阶非零矩阵，且满，已知 OPQPtQ 













  

.26  )(              

     16  )(              

26   )(              

      16  )(

的秩必为时，

，的秩必为时，

，的秩必为时，

，的秩必为时，

PtD

PtC

PtB

PtA









 

.    )(    00  )(             

    )(                                  )(             

.       5. 

BADBAC

BABBAA

BAn





，，则必有若

，，

）等价，则（与阶方阵设

 

三、计算题 

.   

350000

120000

00000

001000

000200

000010

   1.        1

























 A

n

nA 求，设









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.

0  2           

)3 2 1(  1            

)(  5.        

).(  

1111

1111

1111

1111

  4.        

).(  

11

11

11

   3.        

.

410

011

103

                               

)(2  2.        

11

33

A

a

aAjiAa

aA

nAA

AR

a

a

a

An

B

A

BAABBA

ijijijij

ij

n

求

，）（

的代数余子式，为，其中，，，）（

满足条件设实矩阵

为正整数求，已知

求，阶方阵设

求矩阵

，

，其中满足关系式，设矩阵












































































 

.)1 ,4 ,1 ,2(

  )2 ,6 ,1 ,5(  )1 ,0 ,1 ,2(  )3 ,41 ,0 ,7(  )0 ,2 ,3 ,1(  6.        

5

4321

表示其余向量，并用最大线性无关组的秩及最大线性无关组

，，，，求向量组








 

四、证明题 

.0     1.        22 为奇异矩阵，证明：，且，若 BABAEBEA   

    2. (1994.Ⅰ) .0  **  AAAAAnA T，证明：的伴随矩阵且为阶非零矩阵，为设  

 

 

目标测试题参考答案 

第一章目标测试题 

一、1. M3 ；2. 5；3. -3 ； 4. nnn ba 1)1(  ；5. 0. 

二、1. A；2. D；3. A；4. D；5. B. 

三、1. 4x ； 

2. 1010 10 ； 

3. 0；  

4. )1()1( 1   nn . 
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四、 0, 432

4

1

1  


xxxax
i

i .  

第二章目标测试题 

一、1. 0abc ；2. 2；3. ns  ；4. 2 ；5. 1. 

二、1. B；2. C；3. B；4. C；5. D. 

三、1. 4t 时线性无关， 4t 时线性相关， 213 2  ； 

2. 321 ,,  为一个最大无关组， 3214
2

3

2

1

2

3
  ； 

3. 9  ,3  ba ； 

4. )0 ,2 ,2(3  . 

第三章目标测试题 

一、1. 24 ； 2.–3；3. 2；4.t=-3； 5. 



















2

1

5

2

10

3
5

1

5

1
10

1

0

00

. 

二、1．D；2. B；3. C；4. C；5. C. 

三、1. 
































250000

130000

00000

00000

000001

00000

1

1

2

1

1












n

n

； 

2. 




















644

468

4410

； 

3. ；时且；当时，；当时，当 nARnaanARnaARa  )(111)(11)(1  

4.  ；为奇数时，；当为偶数时，当 AnEn nn 12  2    

5. 1； 

6. 秩为 3； ；，；，，最大线性无关组为 5314512531   3             
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