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一、半群的概念

半群：设V = < S,  >是代数系统，是二元运算。

如果在S上是可结合的，则称V为半群。

即对 x, y, z S，有(x  y)  z = x  (y  z)。

如：<Z+, +>, <N, +>, <Z, +>, <R, >, <Mn(R), •>,

<P(S),∪>, <P(S),∩>, <P(S), >, <Zn, >都是半群，

但< Z, – >不是半群。

§7.3 几个典型的代数系统
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含幺半群（独异点）：如果半群V = < S,  >的二元

运算含有幺元，则称V为含幺半群(独异点)。

即 eS，使得对 xS都有e  x = x  e = x。

独异点亦可记为< S,  , e>。

如：<N, +, 0>, <Z, +, 0>, <R, , 1>, <Mn(R), • , E>,

<P(S),∪, >, <P(S),∩, S>, <P(S),  , >, <Zn, , 0>

都是独异点，但<Z+, +>不是独异点。

§7.3 几个典型的代数系统
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二、群的概念

群：设V = <G,  >是代数系统，是二元运算。

如果在G上是可结合的，存在幺元eG，

并且G中的任意元素x 都有x –1 G ，

则称V = <G,  >为群。

如：<Z, +>, <R–{0}, >, <P(S), >, <Zn, >是群，

但<N, +>, <Mn(R), •>不是。

代数系统 独异点 群
(1) (2) (3)

半群

§7.3 几个典型的代数系统
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有限群：G为有限集的群<G,  >称为有限群，

否则称为无限群。

|G|为有限群的阶。

交换群：若群<G,  >中的二元运算是可交换的，

则称群<G,  >为交换群，也称阿贝尔群。

如：<Z, +>, <R–{0}, >为无限群，<Zn, >为有限群。

如：<Z, +>, <R–{0}, >, <P(S), >, <Zn, >都是

阿贝尔群。

§7.3 几个典型的代数系统
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例8：设G = {e, a, b, c}，为G上的二元运算，运算表

如下：

 e a b c

a a    e c       b

b b c       e      a

e e a b c

c c b a       e

称群<G,  >为Klein四元群。

集合G对运算封闭

运算满足结合律

e为幺元

每个元素的逆元为自身

§7.3 几个典型的代数系统
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证明结合律:对 x, y, z G  都有(x  y)  z = x  (y  z)

1)若上式x, y, z中有一元素为e ， (e  y)  z = y  z = e  (y  z),

(x  e)  z = x  z = x  (e  z) ,     (x  y)  e = x  y = x  (y  e)

2)若上式x, y, z中无元素e ，但三个元素都相等。

(x  x)  x = x  (x  x)

3)若上式x, y, z中无元素e ，但存在某两个元素相等。

当x = y，(x  x)  z = e  z = z ,          x  (x  z) = x  t = z

当x = z，(x  y)  x = t  x = y , x  (y  x) = x  t = y

当y = z，(x  y)  y = t  y = x , x  (y  y) = x  e = x

4)若上式x, y, z中无元素e ，且任意两个元素都不相等。

(x  y)  z = z  z = e , x  (y  z) = x  x = e

§7.3 几个典型的代数系统
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群中的幂：设群<G,  > ，则对 xG，

x0 = e ，xn+1 = xn  x，(n为非负整数)

x -n= (x -1)n ，(n为正整数)

(1)  xG，(x -1)-1 = x，

幂运算的性质：

(2)  x, yG，(x  y)-1 = y -1  x –1，

(3)  xG，xm  xn = xm + n ，m, n为整数

(4)  xG，(xm)n = xmn ， m, n为整数

§7.3 几个典型的代数系统
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三、子群的概念

子群：设<G,  >为群，H是G的非空子集，如果H关

于G中的运算构成群，则称<H, >为<G, >

的子群。记作H  G

如：<nZ, +>是<Z, +>的子群，其中<{0}, +>和<Z, +>

是<Z, +>的平凡子群；

又如：Klein四元群<{e, a, b, c}, >，有5个子群：

<{e}, >、<{e, a}, >、<{e, b}, >、<{e, c}, >和

<{e, a, b, c}, >，其中<{e}, >和<{e, a, b, c}, >

是<{e, a, b, c}, >的平凡子群。

§7.3 几个典型的代数系统
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设<G,  >为群，H是G的非空子集，

如果对 x, yH，x  y -1H，则<H, >

是<G,  >的子群。

子群的
判定定理

例9：<G, >为群，对 xG，令H = { xk | kZ }，

则<H, >是<G,  >的子群。

称为由元素x生成的子群，记作H = <x>。

如：群<Z6, >, <0> = {0}, <1> = {0, 1, 2, 3, 4, 5} = Z6 , 

<2> = {0, 2, 4}, <3> = {0, 3}, <4> = <2>, <5> = <1> 。

§7.3 几个典型的代数系统
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元素的阶(周期)：设群<G,  >，aG，使ak = e 成立

的最小正整数k 称为a的阶(周期) 。

如：任何群的幺元e 的阶都为1，Klein四元群中a, b, 

c的阶都是2，群<Z6, >中2和4的阶是3，3的阶

是2，1和5的阶是6。

四、两种常用的群

1、循环群：

§7.3 几个典型的代数系统



离散数学 ◆万涛 502020/12/5

循环群：设群<G,  >，如果 aG，使得

G = { ak | kZ }

则称为循环群，记G = <a>，

称a为循环群<G,  >的生成元。

如：群<Z, +>是循环群，其生成元是1或-1，

性质：循环群一定是阿贝尔群，但阿贝尔群不一定

是循环群。

群<Z6, >是循环群，其生成元是1或5。

§7.3 几个典型的代数系统
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无限阶循环群G = <a>的生成元就是a和a -1，

n阶循环群G = <a>的生成元是at (其中t 与n互质)。

循环群的子群仍是循环群。

如：群<Z6, >中，Z6 = <1>，6的正因子是1, 2, 3, 6，

子群有<16> = <0> = {0}，<13> = <3> = {0, 3}，

<12> = <2> = {0, 2, 4}，<11> = <1> = {0, 1, 2, 3, 4, 5}。

n阶循环群G = <a>的子群的阶都是n 的因子。

对于n的每个正因子d， an/d是G的d 阶子群的生成元。

§7.3 几个典型的代数系统
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n元置换：设S = {1, 2, …, n}，S上的任何双射函数

: S → S构成了S上n个元素的置换，

称为n元置换。记作： 








)(...)2()1(

...21

n

n



如：S = {1, 2, 3}，令: S → S且(1) = 2，(2) = 3，

(3) = 1，则有一个置换： 








132

321

2、置换群：

§7.3 几个典型的代数系统
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任何n元置换都可以用不交的轮换之积来表示。

如：置换1 =                                    ，








146253

654321

又如：置换2 =                                    ，








416253

654321

则可表示为2 = (1 3 2 5) (4 6)

则可表示为1 = (1 3 2 5 4 6)

又如：置换3 =                                    ，








564213

654321

则可表示为3 = (1 3 2) (4) (5 6) = (1 3 2) (5 6) 

§7.3 几个典型的代数系统
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解：1 = (1 4 5 2 3) ，

例10：将置换1和2表成不交的轮换之积,

并求1  2和2  1,

其中1 =                             ，2 =                               。








25134

54321









45213

54321

2 = (1 3 2)(4 5) ，

恒等置换：称 为恒等置换。记作：Is








n

n

...21

...21

当|S| = n时，S上共有n!种不同的n元置换，将这些

置换构成的集合记作Sn。

§7.3 几个典型的代数系统
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(3) 任何置换 =                                    的逆置换

 -1 =                                        就是的逆元。










)(...)2()1(

...21

n

n












n

n

...21

)(...)2()1( 

因此，<Sn, >构成一个群，称为对称群。

<Sn, >的任何子群则称为置换群。

对于代数系统<Sn, >，是函数的合成运算，则：

(1) 集合Sn对运算封闭，且是可结合的。

(2) Is是集合Sn关于运算的幺元。

§7.3 几个典型的代数系统
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五、格的基本概念和性质

格：设< S, ≤>是偏序集，如果 x, yS，{x, y}都有

最小上界和最大下界，则称< S, ≤>是一个格。

通常记：{x, y}的最小上界为x  y

{x, y}的最大下界为x  y

§7.3 几个典型的代数系统
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解：

例11：设n为正整数，Sn是n的正因子的集合，R为整除

关系，验证<Sn, R>是格，并举例说明。

对于 x, ySn，x与y的最小公倍数[x, y]属于Sn，

x与y的最大公约数(x, y)属于Sn，

且x  y = [x, y]， x  y = (x, y)。

因为<Sn, R>是自反的，反对称的，传递的，

从而是偏序集；

因此，<Sn, R>是一个格。

§7.3 几个典型的代数系统
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例11：设n为正整数，Sn是n的正因子的集合，R为整除

关系，验证<Sn, R>是格，并举例说明。

如当n = 6, 8, 30时，分别有下图：

< S8, R >

8

4

2

1

< S6, R >

2

1

6

3

1

3 52

6 1015

30

< S30, R >

解：

§7.3 几个典型的代数系统
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例12：判断下列偏序集是否构成格，说明原因。

4

21

3

56

4

2

1

3

5

1

3

5

2

4

6

§7.3 几个典型的代数系统
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格：设<L, , >是代数系统，和是二元运算，

若和运算满足交换律，结合律和吸收律，

则称<L, , >是一个格。

子格：设<L, , >是格，S 是L 的非空子集，若S

关于运算和是封闭的，则称<S, , >是

格<L, , >的子格。

格的另一个等价定义：

§7.3 几个典型的代数系统
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例13：格<L, , >如图，<Si, , >是否构成其子格。

其中S1 = { a, e, g, h}，S2 = { a, c, e, h}，

S3 = { a, b, d, f , h}

a

b dc

e gf

h <S1, , >不是子格，

<S2, , >是子格，

<S3, , >是子格，

§7.3 几个典型的代数系统
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b

e
d

c

a

五角格

六、特殊的格

1、分配格：设<L, , >是格，若对 a, b, cL有

a  (b  c) = (a  b)  (a  c)

a  (b  c) = (a  b)  (a  c)

成立，则称<L, , >为分配格。

d

c

b

a

b

a

d

c b

a

e

dc

钻石格

§7.3 几个典型的代数系统
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格<L, , >是分配格当且仅当它不含有

与五角格或钻石格同构的子格。

分配格的
判定定理

例14：判断下列格是否为分配格。

c

a

f

ed

b

c

a

ed

b

f

c

a

e

d
b

g

f

c

a

h

ef

b

g

d

§7.3 几个典型的代数系统
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2、有界格：

全下界(或全上界)：设<L, , >为格，

若存在aL，对 bL有a≤b(或a≥b)，

则称a为格<L, , >的全下界(全上界)。

有界格：具有全上界和全下界的格。

记作<L, , , 0, 1>。

记全下界为0，全上界为1。

所有的有限元的格都是有界格。

§7.3 几个典型的代数系统
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3、有补格：

补元：设<L, , , 0, 1>是有界格，aL，若 bL，

使得a  b = 0，a  b = 1，则称b为a 的补元。

a

0

1

cb c

0

1
b

aa

0

1

b

1

b

a

0

补元可能存在或不存在，存在亦可能不唯一。

§7.3 几个典型的代数系统
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又b = b  (a  c) = (b  a) (b  c)

=b  c, 

于是b = b (a  c) = (b  a)(b  c)

= b  c, 

设a有两个补元b和c,即a  b = 0, a  b = 1,

a  c = 0, a  c = 1, 

有补格：设<L, , , 0, 1>是有界格，

若对 aL，在L中都存在a的补元，

则称<L, , , 0, 1>是有补格。

设<L, , , 0, 1>是分配格，若aL存在补元，

则a的补元是唯一的。记为a'
定理

证明：

则b ≤ c, 

则b ≥ c, 因此b = c。

§7.3 几个典型的代数系统



离散数学 ◆万涛 672020/12/5

布尔代数也可记为<L, , , ', 0, 1>，'表示求补运算。

4、布尔格：如果格<L, , , 0, 1>是有补分配格，

则称<L, , , 0, 1>为布尔格，

也叫做布尔代数。

如：集合的幂集格<P(S), ∩,∪, ~ , , S>是布尔代数，

逻辑代数<{0, 1}, , ,  , 0, 1>是布尔代数。

§7.3 几个典型的代数系统
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布尔代数的性质：

设<L, , , ' , 0, 1>是布尔代数，则有

(1) aL，(a')' = a，

(2) a, bL，(a  b)' = a'  b'，(a  b)' = a'  b'。

设<L, , , ' , 0, 1>是有限布尔代数，

则L含有2n个元(nN)，且<L, , , ' , 0, 1>

与<P(S), ∩,∪, ~ , , S>同构，

其中S是一个n元集合。

定理

§7.3 几个典型的代数系统
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