
第七章 代数系统 



第八节 代数系统的基本概念 



1、 代数系统(结构)的概念 

定义 
X 是非空集合，X 及 X 上的 m 个运算 

f1, f2, … , fm 构成代数系统U，记作
U=<X,  f1, f2, … , fm>  ( m≥1) 

  注意：这 m 个运算 f1, f2, … , fm 的元数可能不同, 

比如 f1 是一元运算，f2 是二元运算, … , fm 是 k 元
运算。 

  例如 <N,+,×>，<P(E), ~,∪,∩,> 



定义 
U=<X,  f1, f2, … , fm > 是个代数系统，如果
X 是个有限集合,  则称 U 是有限代数系统。 

定义 
给定两个代数系统 U=<X,  f1, f2, … , fm >, 

V=<Y,  g1, g2, … , gm>,  如果对应的运算 fi 和
gi 的元数相同(i=1,2,3,…,m),  则称U与V是同
类型代数系统。 

例如 <P(E), ~, ∩,∪> 与 <{T,F},  ,∧,∨>是同类型的 

         代 数系统。 
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2、 代数系统的同态与同构 
    观察下面两个代数系统： 
                 <R+ ,×>、   < R, + > 
 R为实数集合， R+为大于0的实数集合，×、 + 
为普通的实数乘法、加法运算。 
     表面上看这两个代数系统完全不同，实际它们
运算的性质却完全一样，都满足：可交换、可结
合、有幺元、每个元素可逆。 

思考 如何能看出它们间有相同的性质呢？ 



 建立R+R上的映射： 

f(x)=lgx  (双射) 1 

x 

y 

x×y 

幺元1 

100 

100-1 

f(x) 

f(y) 

f(x)+f(y) 

幺元0 

f(100)=2  

f(100-1)=-2 

<R+, ×> <R, +> 

对任何 x,y∈R+,    

   f(x×y)=lg(x×y) 

= lgx+lgy=f(x)+f(y)   

系统<R+ ,×>和< R, + >同
态。同时<R+ ,×>和 

< R, + >也同构 
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2、 代数系统的同态与同构 

    设<X,>，<Y, >是两个代数系统，和  

都是二元运算，如果存在映射  f :XY，使得

对任何 x1 , x2∈X，有  f (x1 x2)=f(x1)  f(x2)  

则称  f 是从<X,>到<Y, >的同态映射，简称

这两个代数系统同态。记作X∽Y。 

    并称<f(X),  >为<X,>的同态像。 

 

 

定
义 



 如果 f 是满射的，称此同态是满同态。 

 如果 f 是入射的，称此同态是单一同态。 

 如果 f 是双射的，称此同态是同构，记作 

     X≌Y。 

 若 f 是<X,>到 <X,>的同态(同构) ，则 

     称之为自同态(自同构)。 
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 设 I 是整数集合，R 是 I 上模 k (k是正整数)同余关系，因 

R 是 I 上等价关系，所以得商集 I/R，将 I/R 记作Nk ，即： 

Nk ={[0],[1],[2],…,[k-1]} 

 在 Nk 上定义运算 +k 和 ×k ，我们分别称之为以 k 为模的

加法和乘法。定义为： 

     任取[x] ,[y]∈Nk，[x] +k [y]=[(x + y)(mod k)]； 

                                     [x]×k[y]=[(x × y)(mod k)] 

 为了方便，将 Nk ={[0],[1],[2],…,[k-1]}简记成： 

                             Nk={0,1,2,…, k-1}   

Nk上的运算+k和×k 



   例如代数系统 < N4 , +4 >:  

    N4={0,1,2,3}   

   任何 x,y∈N4 ,  x +4 y = (x + y)(mod 4) 

0  1  2  3 

0    0  1  2  3 
1    1  2  3  0 
2    2  3  0  1 
3    3  0  1  2 

+4 

<N4,+4> 



0  1  2  3 

0    0  1  2  3 
1    1  2  3  0 
2    2  3  0  1 
3    3  0  1  2 

+4 

<N4,+4> 证明  
<N4, +4> 

∽<B,> 0 

1 

0 
1 
2 
3 

构造映射 
g: N4B 

    其余类似可以验证，因幺元不需验证，所以共需验
证 9 个式子，然后可得出 N4∽B 

          g(1+4 2)=g(3)=1 

          g(1)g(2) =10=1 

于是  g(1+4 2)=g(1)g(2) 

         g(2+4 2)=g(0)=0 

         g(2)g(2)=00=0 

于是 g(2+4 2)=g(2)g(2) 

< B,  > 

 0   1 

0   1 

1   0 

 
0 

1 

 代数系统同态举例 



例：证明<N4,+4>与 <X, >同构。 

S 

L 

    N4    X 
0 
1 
2 
3 

f 

R 
A 

f是双射 

       f(1+4 2)=f(3)=L 
       f(1)f(2)=RA=L 

于是 f(1+4 2)=f(1)f(2) 

      f(2+42)=f(0)=S 
      f(2)f(2)=AA=S 

于是 f(2+4 2)=f(2) f(2) 

其余式子可类似验证，最后可得出 N4≌X 

构造映射 

+4 0 1 2 3 

0 0 1 2 3 

1 1 2 3 0 

2 2 3 0 1 

3 3 0 1 2 

 S R A L 

S S R A L 

R R A L S 

A A L S R 

L L S R A 

 代数系统同构举例 
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注意： 代数系统<X,> 和<Y,  >同构的必要条件： 

          1.  X 和Y 的基数相同，即 K[X]=K[Y]。 

          2. 运算和  是同类型的。 

          3. 存在双射  f:XY，且满足同构关系式。 

          并不是所有的双射  f:XY  都满足同构关系式。 

 在构造双射时，要注意： 
 幺元与幺元对应；零元与零元对应； 
 逆元也要相互对应。 
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3、含有两个运算的代数系统的同构 

    令 <X,+,×> 和 <Y,,> 是含有两个运算

的代数系统，其中 +、×、 、 都是二元

运算，如果存在双射  f : XY，使得 

对任何  x1 , x2∈X ，满足 

     f(x1+x2) = f(x1)f(x2)。(注意：+与对应) 

    f(x1×x2) = f(x1)f(x2)。(注意：×与对应) 

 则称这两个代数系统同构。 

定义 



Discrete Mathematics 

证明：略。  

定理 代数系统间的同构关系≌是等价关系。 



第八节 结束 


