
第八章  群和环 



第七节 群的阶与群中元素
的阶 



1. 群的阶： 

     定义：设<G,>是群，如果 |G|=n，则称 <G,> 

是 n 阶群。 

     当 G 所包含的元素个数为有限时，群 <G,>的

阶为 G 所包含的元素个数。 

     当 G 所包含的元素个数为无限时，群 <G,>为

无限群。 

 

 

 

 

三.群的阶与群中元素的阶 



     群<{a},>，<{a,b},>，<{a,b,c},> 分别是 1、

2、3 阶群，假定 a 是幺元，根据有限群运算表的特

征，它们的运算表分别是： 
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从运算表可以看出：所有的一阶群都同构； 

                                 所有的二阶群都同构； 

                                 所有的三阶群都同构。 



2. 群中元素的阶 

    定义：设<G,>是群，a∈G，使得 ak = e 成立

的最小正整数 k 称为 a 的阶，记作 |a|=k，称 a 为 

 k 阶元。 

     若不存在这样的正整数 k，则称 a 的阶是无限

的。 

例如：群 <I,+>是一个无限群，只有幺元 0 的阶 

           是 1，其余元素的阶都是无限的。 



解：显然<X, >是封闭的；可

以验证 <X, >是可结合的； 

S是幺元； S的逆元为S，A的

逆元为A，R与 L 互为逆元。 

所以<X, >是群。 
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例： <X, >的运算表如下图所示：<X, >是否是群？ 

        若是群求各元素的阶。 

      因为 S1=S， AA=A2=S， 

  R4=R2R2=AA=S， L4=L2L2=AA=S ，   

  所以 |S|=1， |A|=2， |R|= 4， |L|=4。 



   设<G,>是群，a∈G 且 |a| = k。 设 n 是整数，则  

(1) an = e 当且仅当 k/n。  

(2) |a1| = |a|。 

定理 

证明 (1) 充分性：由于 k/n，必存在整数 m 使得 

   n=mk，因 |a| = k，所以 ak = e，因此有  

       an = amk = (ak)m = em = e。 

 必要性：已知 an=e，(反证法)假设 n 不是 k 的整数倍， 

     根据除法规则，一定存在整数 m 和 r 使得 n=mk+r  ( m,r∈I, 

0 ≤ r < k ) ，于是有  e= an= amk+r = (ak)m
ar = ear = ar 

      由 ar=e，而 r<k，与 |a| = k 矛盾。 

       所以 n 一定是 k 的整数倍。 这就证明了 k/n。 



          由 (a1)k = (ak)1 = e1 = e   可知 a1 的阶存在。  

          令 |a1| = t，根据 (1) 有 t|k。  

          又由 at =((a-1)-1)t =((a-1)t)-1=e-1= e，而 |a|=k， 

          所以 k|t。 于是有 k = t，即|a1| = |a| 。 

推论： <G,>是个群，对任何 a∈G，有 

              (an)-1 = (a-1)n 

(2)  证明 |a1| = |a| 

证明：(I)  当 |a| 为有限数， 

(II) 当 |a| 为无限， 

       若 |a1| 为有限数， 设 |a1|=n， 

           an =((a-1)-1)n =((a-1)n)-1 =e-1 = e 

        这与 |a|为无限矛盾。所以 |a1|也为无限的。 

    综上  |a1| = |a| 。 



第七节 结束 


