《概率论与数理统计》

第一章 随机事件与概率
基本概念：
随机试验E----指试验可在相同条件下重复进行，试验的结果具有多种可能性（每次试验有且仅有一个结果出现，且事先知道试验可能出现的一切结果，但不能预知每次试验的确切结果
样本点( ---随机试验E的每一个可能出现的结果

样本空间(----随机试验E的样本点的全体

随机事件-----由样本空间中的若干个样本点组成的集合，即随机事件是样本空间的一个子集

必然事件---每次试验中必定发生的事件。    不可能事件(--每次试验中一定不发生的事件。

事件之间的关系：
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⑧A，B相互独立 P(AB)=P(A)P(B)

例1事件A，B互为对立事件等价于（　D　）

A、A，B互不相容  B、A，B相互独立  C、A∪B＝Ω 
D、A，B构成对样本空间的一个剖分

例2设P(A)=0，B为任一事件，则（ C ）

A、A=(   B、A(B  C、A与B相互独立  D、A与B互不相容
例3.设甲乙两人朝同一目标射击，设A＝“甲命中目标且乙未命中目标”，则：
[image: image2.wmf]A

 =（ D ）
A)    甲未命中目标且乙命中目标      B)    甲乙都没命中目标

C)    甲未命中目标                 D)    甲未命中目标或乙命中目标

事件之间的运算：

事件的交AB或A∩B
事件的并A∪B

事件的差A-B      注意： A-B = A eq \o(\s\do1(B),\s\up1(‾)) = A-AB = (A∪B)-B
A1,A2,…,An构成(的一个完备事件组(或分斥)((指A1,A2,…,An两两互不相容，且 eq \o(\s\up1(∪),\s\do4(i=1),\s\up10(n))Ai=(
例1设事件A、B满足A∩ eq \o(B,¯) =(，由此推导不出  (D)

A、A(B     B、 eq \o(A,¯) ( eq \o(B,¯)    C、A∪B=B       D、A∩B=B

例2若事件B与A满足 B – A=B，则一定有    (B)

A、A=(      B、AB=(    C、A eq \o(B,¯) =(       D、B= eq \o(A,¯) 
运算法则：

交换律A∪B=B∪A   A∩B=B∩A

结合律(A∪B)∪C=A∪(B∪C)   (A∩B)∩C=A∩(B∩C) 

分配律(A∪B)∩C=(AC)∪(BC)   (A∩B)∪C=(A∪C)∩(B∪C)

对偶律   eq \o(\s\do1(A∪B),\s\up1(‾‾)) = eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾))∩ eq \o(\s\do1(B),\s\up1(‾))    eq \o(\s\do1(A∩B),\s\up1(‾‾)) = eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾))∪ eq \o(\s\do1(B),\s\up1(‾))
文氏图  

事件与集合论的对应关系表：

	记号
	概率论
	集合论

	(
	样本空间，必然事件
	全集

	(
	不可能事件
	空集

	(
	基本事件
	元素

	A
	事件
	全集中的一个子集

	 eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾))
	A的对立事件
	A的补集

	A(B
	事件A发生导致事件B发生
	A是B的子集

	A=B
	事件A与事件B相等
	A与B相等

	A∪B
	事件A与事件B至少有一个发生
	A与B的并集

	AB
	事件A与事件B同时发生
	A与B的交集

	A-B
	事件A发生但事件B不发生
	A与B的差集

	AB=(
	事件A与事件B互不相容（互斥）
	A与B没有相同的元素


古典概型：
古典概型的前提是(={(1, (2, (3,…, (n,}, n为有限正整数，且每个样本点(i出现的可能性相等。

P(A)= eq \f(A包含样本总个数,样本点总数)
例1设3个球任意投到四个杯中去，问杯中球的个数最多为1个的事件A1，最多为2个的事件A2的概率。

[解]：每个球有4种放入法，3个球共有43种放入法，所以|(|=43=64。

(1)当杯中球的个数最多为1个时，相当于四个杯中取3个杯子，每个杯子恰有一个球，所以|A1|= C eq \o(\s\do3(4),\s\up5(3))3！=24；则P(A1)=24/64 =3/8.    (2) 当杯中球的个数最多为2个时，相当于四个杯中有1个杯子恰有2个球(C eq \o(\s\do3(4),\s\up5(1))C eq \o(\s\do3(3),\s\up5(2)))，另有一个杯子恰有1个球(C eq \o(\s\do3(3),\s\up5(1))C eq \o(\s\do3(1),\s\up5(1)))，所以|A2|= C eq \o(\s\do3(4),\s\up5(1))C eq \o(\s\do3(3),\s\up5(2))C eq \o(\s\do3(3),\s\up5(1))C eq \o(\s\do3(1),\s\up5(1))=36；则P(A2)=36/64 =9/16  (
例2从1,2,…,9，这九个数中任取三个数，求：(1)三数之和为10的概率p1；(2)三数之积为21的倍数的概率p2。

[解]：p1= eq \f(4, C) 
= eq \f(1,21) ,   p2=  eq \f(CC eq \o(\s\do3(5),\s\up5(1))+C eq \o(\s\do3(3),\s\up5(2)), C eq \o(\s\do3(9),\s\up5(3))) 
 =  eq \f(3,14)   

古典概型基本性质：

(1)非负性，对于任一个事件A，有P(A)(0;

(2)规范性:P(()=1或P(()=0;

(3)有限可加性：对两两互斥事件A1,A2,…,An有P(A1∪A2∪…∪An)=P(A1)+ P(A2)+…+ P(An)

概率的公理化定义：

要求函数P(A)满足以下公理：

(1)非负性，有P(A)(0;

(2)规范性:P(()=1;

(3)可列可加性：对两两互斥事件A1,A2,…,An有P(A1∪A2∪…∪An)=P(A1)+ P(A2)+…+ P(An)
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概率公式：

求逆公式  P( eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾)))=1- P(A)

加法公式 P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB)   

   P(A∪B∪C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(AC)-P(BC)+P(ABC)

求差公式：P(A-B)=P(A)-P(AB);   当A(B时，有P(A-B)=P(A)-P(B)

注意： A-B  =  A eq \o(\s\do1(B),\s\up1(‾)) =  A-AB  =  (A∪B)-B

条件概率公式：P(A|B)= eq \f(P(AB),P(B)) ; (P(B)>0)

   P(A|B)表示事件B发生的条件下，事件A发生的概率。

乘法公式：P(AB)=P(A)P(B|A)= P(B)P(A|B)  (其中P(A)>0, P(B)>0)

    一般有P(ABC)=P(A)P(B|A)P(C|AB)   (其中P(AB)>0)

全概率公式：P(A)=  eq \i\su(i=1,n, )P(A|Bi)P(Bi)   其中B1,B2,…,Bn构成(的一个分斥。
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贝叶斯公式：P(Ak|B)=  eq \f(P(B|Ak)P(Ak),P(B)) =  ) eq \f(P(B|Ak)P(Ak), P(B|Ai)P(Ai))
（由果溯因）
例：在一个肿瘤治疗中心，有大量可能患肺癌的可疑病人，这些病人中吸烟的占45%。据以往记录，吸烟的可疑病人中有90%确患有肺癌，在不吸烟的可疑病人中仅有5%确患有肺癌

（1）在可疑病人中任选一人，求他患有肺癌的概率;                 

（2）在可疑病人中选一人，已知他患有肺癌，求他是吸烟者的概率.    

解 ：设 A={患有肺癌}, B={可疑病人吸烟}, 则由条件得：

P(B)=0.45, P（
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（1）由全概率公式得：
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（2）由贝叶斯公式得：
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2.在一个每题有5个答案可供选择的测验题中，假如有80%的学生知道指定问题的正确          答案，不知道正确答案的作随机猜测，求：

1）任意指定的一个学生能正确回答率;（5分）
2）已知指定的问题被正确解答，求此是靠随机猜测的概率
解 设 A={正确回答}, B={随机猜测}, 则由条件得：

P(B)=0.2, P（
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）=0.8, 
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（1）由全概率公式得：
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（2）由贝叶斯公式得：
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3.某人从甲地到乙地，乘火车、轮船和飞机来的概率分别为0.2、0.4、0.4，乘火车来迟到的概率为0.5，乘轮船来迟到的概率为0.2，乘飞机来不会迟到. 试求：

（1）他来迟到的概率是多少？(5分)
  （2）如果他来乙地迟到了，则他是乘轮船来的概率是多少？(5分)

解:设 A={迟到}, B1={乘火车}, B2={乘轮船}, B3={乘飞机}, 则由条件得：

P(B1)=0.2,        P(B2)=0.4,        P(B3)=0.4, 
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（3分）

（1）由全概率公式得：
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（2）由贝叶斯公式得：
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（10分）

4.将两种信息分别编码为A和B传递出去，由于信道存在干扰可能导致收到的信息与发送的不一致。设接收站收到信息时，信息A被误收为B的概率是0.02,而B被误收为A的概率是0.01。整个传送过程中，信息A与B传送次数比为2 :1，(1)求收到信息是A的概率;(8分)

(2)试求当收到信息是A时，问原发信息也是A的概率.(7分)

1、 解 设 A={收到信息是A}, B1={发出信息为A}, B2={发出信息为B}，则由条件得：

 P(A|B1)=0.98,  P(A|B2)=0.01, P（B1）=2/3，P（B2）=1/3
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（3分）

（1）由全概率公式得：

P（A）=0.98
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（2）由贝叶斯公式得：

P（B1|A）=
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概论的性质：
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应用题：
若事件
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例1设两两相互独立的三个事件A, B和C满足条件：ABC=(，P(A)=P(B)=P(C)<1/2, 且已知
P(A∪B∪C)=9/16，则 P(A)=           。

[解]: P(A∪B∪C)=P(A)+P(B)+P(C)-[P(AB)+P(AC)+P(BC)]+P(ABC),

令P(A)=x,  则3x –3x2=9/16  (  16x2-16x+3=0  ( x=1/4 或3/4(舍去)  则P(A)=1/4  (
例2某射击队共有20个射手，其中一级射手4人，二级射手8人，三级射手7人，四级射手1人，一、二、三、四级射手能够进入正式比赛的概率分别是0.9、0.7、0.5和0.2，求任选一名选手能进入正式比赛的概率。
[解]:设Ak=选中第k级选手, k=1,2,3,4，B=进入正式比赛。由已知P(A1)=1/5, P(A2)=2/5, P(A3)=7/20, P(A4)=1/20; P(B|A1)=0.9, P(B|A2)=0.7, P(B|A3)=0.5, P(B|A4)=0.2. P(B)=P(A1)P(B|A1)+ P(A2)P(B|A2)+ P(A3)P(B|A3)+ P(A4)P(B|A4)=1/5(0.9+2/5(0.7+7/20(0.5+1/20(0.2=0.645   (
例3某物品成箱出售，每箱20件，假设各箱中含0、1件次品的概率分别为0.8和0.2，一顾客在购买时，他可以开箱，从箱中任取三件检查，当这三件都是合格品时，顾客才买下该箱物品，否则退货。试求：（1）顾客买下该箱的概率 ( ；

（2）顾客买下该箱物品，问该箱确无次品的概率 ( 。
[解]:设事件A0—箱中0件次品, A1—箱中1件次品，事件B—买下该箱。由已知P(A0)=0.8, P(A1)=0.2,

P(B|A0)=1, P(B|A1)=19/20 ( 18/19 ( 17/18=17/20,

(1) (=P(B)= P(A0)P(B|A0)+ P(A1)P(B|A1)=0.8(1+0.2(7/20=0.97 ;

(2) (=P(A0|B)= P(A0B)/P(B)= P(A0)P(B|A0)/P(B)=0.8/0.97= 0.8247    
例4.设A、B、C为三个事件，A与B互不相容， 且C
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A, 则必有（ B ）
A)    P(A C)＝0                   B)   P(B C) = 0
C )   P(A＋C)＝0                  D).  P(B＋C)＝0
例5. 设一批产品共有1000个，其中50个次品，从中随机地不放回地选取500个产品，X表示抽到次品的个数，则P(X=3)=（   A   ）

（A）
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例6.袋中有5个黑球，3个白球，大小相同，一次随机地摸出4个球，其中恰好有3个白球的概率为（  D ）
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事件的独立性：

如果事件A与事件B满足P(AB)=P(A)P(B)，则称事件A与事件B相互独立。

结论：1. 如果P(A)>0，则事件A与B独立( 
[image: image43.png]P4\ B)=P(4) BP(B|AH=PB), N
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2. 事件A与事件B独立(事件A与事件 eq \o(\s\do1(B),\s\up1(‾))独立

(事件 eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾))与事件B独立(事件 eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾))与事件 eq \o(\s\do1(B),\s\up1(‾))独立
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事件A1,A2,…,An相互独立---指任意k个事件Ai1,Ai2,…,Aik满足P(Ai1∩Ai2∩…∩Aik)

=P( Ai1)P(Ai2)…P(Aik)，其中k=2,3,…,n。
例1设P(A)＝1/2，P(B)＝1/3，P(A | B)＝1/4，则P( A＋B)＝___3/4__
例2已知
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贝努里概型：指在相同条件下进行n次试验；每次试验的结果有且仅有两种A与 eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾))；各次试验是相互独立；每次试验的结果发生的概率相同P(A)=p, P( eq \o(\s\do1(A),\s\up1(‾)))=1-p。

二项概率---在n重独立试验中，事件A恰好发生k次的概率为b(k;n,p)，则

b(k;n,p)= C eq \o(\s\do3(n),\s\up5(k))pk(1-p)n-k (k=0,1,2,3,…,n)。

第二章 随机变量与概率分布

随机变量的分布函数：

分布函数定义：

F(x)=P{(≤x}, -(<x<+(
分布函数(x)实质上表示随机事件P{(≤x}发生的概率。

分布函数F(x)的性质 
(1)0≤F(x)≤1;

(2)  eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(x(-()) F(x)=0,

   eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(x(+()) F(x)=1

(3)单调非减，当x1<x2时，F(x1)≤F(x2)

(4)右连续  eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(x(x0+)) F(x)=F(x0)

一些概率可用分布函数来表示

P{a<(≤b}=F(b)-F(a),

P{(=a}=F(a)-F(a-0),   P{(<a}=F(a-0), 

P{(>a}=1-F(a), 

P{(≥a}=1-F(a-0),  

例1.设随机变量(的分布函数为 F(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(0         x<0, sinx     0(x<(/2,1         x((/2))    ,   则 P{(≤(/4} = (  )  (选C，因为P{(≤(/4} =F((/4)=sin(/4)

A、0     B、1/2             C、 eq \r(2) /2           D、1
例2.设随机变量(1和(2的分布函数分别为F1(x)和F2(x)，为使F(x)=aF1(x) - bF2(x)是某随机变量的分布函数，则在下列给定的各组数值中应取 (  )   

A、a=3/5,b=-2/5        B、a=3/5,b=2/5 
    C、a=3/5,b=-3/5        D、a=2/5,b=2/5
(选A，因为F(+∞)=1= aF1(+∞) - bF2(+∞)=a-b )

例3.连续型随机变量 ( 的分布函数为 F(x) = A + B arctanx,  -∞<x<∞

求：(1) 常数A,B； (2) ( 落入（-1，1）的概率。
[解]：因为F(+∞)=1, F(-∞)=0，所以A + B(/2=1，A - B(/2=0，

解得 A=1/2, B=1/( . 即F(x) =  eq \f(1,2) +  eq \f(1,() arctanx .

( 落入（-1，1）的概率为P{-1<(<1}=F(1)-F(-1)

  = eq \f(1,2) +  eq \f(1,() arctan1 – ( eq \f(1,2) +  eq \f(1,() arctan(-1))=  eq \f(1,4) +  eq \f(1,4) =  eq \f(1,2)
例4.设X是一个连续型随机变量，其概率密度为f (x )，分布函数为F ( x )，则对于任意x值有(   A     ) 

( A )  P (X = x ) = 0 
                 ( B )  
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( C )  P ( X = x ) = f ( x )
                 ( D )  P (X = x) = F ( x )
5.设随机变量
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求（1）系数
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设随机变量
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（1）确定常数
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离散型随机变量：

定义：随机变量只能取有限个或可数个孤立的值离散型随机变量的概率分布简称为分布列：

 eq \b\bc\[(\a\al\con1( X        x1    x2   x3  …..  xn …. ,概率      p1    p2   p3  …..  pn ….))   其中每一个 pi≥0  且   eq \i\su(i=1,,pi) =1

离散型随机变量的分布函数是非降的阶梯函数。

离散型随机变量常见分布：

1)两点分布X~(0,1)；X的取值只有0或1，其概率为P{X=0}=p,  P{X=1}=1-p

2)二项分布X~B(n,p)；分布律为 b(k;n,p)= P{X=k}= C eq \o(\s\do3(n),\s\up5(k))pk(1-p)n-k (k=0,1,2,3,…,n)  其中 0<p<1

3)泊松分布X~P(()；分布律为 P{X=k}=  eq \f((k,k!) e-(  (k=0,1,2,3,…) 。

4)几何分布：X~Ge(p)；分布列为 P{X=k}= (1-p)k-1p  (k=0,1,2,3,…) 。

在伯努利试验序列中，记每次试验中事件A发生的概率为p，如果X为事件A首次出现时的试验次数，则X的可能取值为1,2,…,称X服从几何分布。

如果说恰好出现K次，则用二项分布b(k;n,p)= P{X=k}= C eq \o(\s\do3(n),\s\up5(k))pk(1-p)n-k (k=0,1,2,3,…,n)  其中 0<p<1

5)超几何分布：X~ h(n,N,M)；分布列为 P{X=k}=M),\s\up5(k)) eq \f(CC eq \o(\s\do3(N-M),\s\up5(n-k)),C eq \o(\s\do3(N),\s\up5(n)))
  (k=0,1,2,3,…,r, 其中r=min{M,n}) 。

 设有N个产品，其中有M个不合格品，若从中不放回地随机抽取n个，则其中含有的不合格品个数X服从超几何分布。

离散型例题：

例1设随机变量(的分布列为P{(=k}= eq \f(C,2k) ，k=1,2,…，则常数C=  (  )

A、1/4     B、1/2      C、1       D、2
(因为 eq \i\su(k=1,∞, )P{(=k}=1, 即 eq \f(c/2,1-1/2) =1, 所以c=1 )

例2某射手有5发子弹，射一次命中的概率为0.9，如果命中了就停止射击，否则一直射到子弹用仅。求耗用子弹数(的分布列。

[解]：(的分布列为

(   1    2      3      4       5

概率p   0.9   0.09   0.009  0.0009  0.0001

	例3设离散型随机变量(的概率分布为
	(   0   1    2

p  0.3  0.5  0.2


其分布函数为F(x)，则F(3)=  (  )

A、0    B、0.3      C、0.8       D、1
(选D，因为F(3)=p(0)+p(1)+p(2)=1)

连续性随机变量：

定义：-随机变量可能取的值连续地充满一个范围, 如果对于随机变量(的分布函数F(x)，存在非负可积函数p(x)，使得对于任意实数x，有   F(x)= ( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))p(u)du， 则称(为连续型随机变量，其中p(x)为的概率密度函数.

密度函数必须满足条件：

(1) p(x)(0,  -∞<x<+∞

(2) ( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))p(x)dx=F(+∞)=1

连续型随机变量的性质：

1.分布函数是连续函数；

2 F((x)=p(x);

3 P{(=a}=0,  所以P{a<((b}= P{a(((b}= P{a((<b}= P{a<(<b}= ( eq \o(\s\do5(a),\s\up11(b))p(x)dx 

4  P{x<((x+(x}( p(x)(x

常见连续型型随机变量的分布：

1)均匀分布(~U[a,b]；密度函数 p(x)= eq \b\lc\{(\a\al( \f(1,b-a)      a(x(b,  0       其他))  分布函数F(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(  0    x<a, \f(x-a,b-a)   a(x(b,  1     x>b)) 
2)指数分布(~exp(()；密度函数 p(x)= eq \b\lc\{(\a\al( (e-(x    x(0,  0      x<0))  分布函数F(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(1-e-(x     x(0,  0       x<0)) 
3)正态分布(~N((,(2)；密度函数p(x)=  eq \f(1,(\r(2())e eq \s\up3(-\f((t-()2,2(2))   (-∞<x<+∞)

  分布函数F(x)=  eq \f(1,(\r(2())(eq \o(\s\do5(-(),\s\up11(x))e eq \s\up3(-\f((t-()2,2(2)) dt

标准正态分布N(0,1)，它的分布函数((x)可查表得到，一般F(x)=((  eq \f(x-(,())。
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例：  已知
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2、甲在上班路上所需的时间（单位：分）X~N（50，100）．已知上班时间为早晨8时，他每天7时出门，试求：

（1）甲迟到的概率；

解：P（甲迟到）
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连续型例题：

例1设随机变量X服从参数为1的泊松分布，则P{X=EX2}=          .

[解]：因为X 服从参数为1的泊松分布，所以 EX2=DX+ (EX)2=1+12=2， 

于是 P{X=EX2}=P{X=2}= eq \f(1,2)e –1  (
例2设一设备开机后无故障工作的时间X服从指数分布，平均无故障工作的时间EX为5小时。设备定时开机，出现故障时自动关机，而在无故障的情况下工作2小时便关机。试求该设备每次开机无故障的时间Y的分布函数 F(y)。
[解]: X~E((),  因为EX=1/(=5 ( (=1/5, 每次开机无故障的时间Y=min{X,2},

易见当y<0 时，F(y)=0；当y(2时，F(y)=1；

当0(y<2时，F(y)=P{Y(y}=P{ min{X,2}(y}=P{X(y}=1-e-y/5。

所以Y的分布函数 F(y)=  eq \b\lc\{(\a\al(  0   若y<0,1-e-y/5  若0(y<2,  1    若y(2))     

随机变量的函数的概率分布：

1．离散型的求法

设离散型随机变量X的分布律为： eq \b\bc\[(\a\al\con1(X   x1  x2  … xk  …,P   p1  p2  … pk …)) ,则X的函数Y=g(X)的分布律为： eq \b\bc\[(\a\al\con1(Y   g(x1)  g(x2) …g(xk) …,P    p1    p2  …  pk …)), 当g(xj)有相同情况时，概率为相应之和。

2．连续型的公式法：

设X为连续型随机变量，其密度函数为fX(x)，设g(x)是一严格单调的可导函数，其值域[(,(]，且g((x)(0，记x=h(y)为y=g(x)的反函数，则Y=g(X)的密度函数为fY(y)= eq \b\lc\{(\a\al(fX(h(y))|h((y)|   (<y<(,  0        其它)) 
3．连续型的直接变换法(分布函数法)：

FY(y)=P{Y(y}= P{g(x)(y}= P{X(S}，其中S={x|g(x)(y}，然后再把FY(y)对y求导，即得fY(y)

fY(y)= eq \b\lc\{(\a\al(dFY(y)/dy    当FY(y)在y处可导时,   0        当FY(y)在y处不可导时)) 
随机变量的函数的概率分布的例题：

例1设X的分布律为： eq \b\bc\[(\a\al\con1(X   -1   0   1   2,P   0.2  0.3  0.1  0.4))，求Y=(X-1)2的分布律。

[解]：先由X的值确定Y的值，得到 eq \b\bc\[(\a\al\con1(X   -1  0  1  2,Y   4   1  0  1))，将Y的值相同的X的概率合在一起，得到Y的分布律 eq \b\bc\[(\a\al\con1(Y   4    1   0 ,P  0.2  0.7  0.1))。(
例2设随机变量X的分布函数为FX(x)，求随机变量Y=3X+2的分布函数FY(y).

[解]：FY(y)=P{Y(y}= P{3X+2(y}= P{X( eq \f(y-2,3)}= FX( eq \f(y-2,3)) 

例3设随机变量X的密度函数为fX(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(\f(3,2)x2    -1<x<1, 0     其它)) ,求随机变量Y=3X+2的密度函数fY(y).

[解]：用公式法：设y=g(x)=3x+2, y=g(x)的反函数为x=h(y)=  eq \f(y-2,3) , -1< eq \f(y-2,3)<1( -1<y<5,  |h((y)|=  eq \f(1,3)
则Y=g(X)的密度函数为

fY(y)= eq \b\lc\{(\a\al(fX(h(y))|h((y)|   (<y<(,  0        其它)) = eq \f(y-2,3) eq \b\lc\{(\a\al(\f(3,2)()2( eq \f(1,3)   -1<y<5,   0      其它)) 
= eq \b\lc\{(\a\al(\f(1,18)(y-2)2   -1<y<5,   0      其它))   (
例4设X在区间[0,2]上服从均匀分布，试求Y=X3的概率密度。

[解]：因X~U[0,2]，所以 fX(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(1/2    0(x(2, 0     其它)) 。 用分布函数法分段讨论：当y<0时,  

FY(y)=P{Y(y}= P{X3(y}= 0，当0<y<8时,  FY(y)=P{Y(y}= P{X3(y}= P{X( eq \r(3,y)}=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11())

 eq \f(1,2) 
dx，fY(y)= F(Y(y)=  eq \f(1,2) 

 eq \f(1,3) (y) eq \s\up5(-\f(2,3)) = 2) eq \f(1, 6) 
,当y(8时,  FY(y)=P{Y(y}= P{X3(y}= P{X( eq \r(3,y)}=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(2))

 eq \f(1,2) dx =1，fY(y)= F(Y(y)= 0. fY(y)= 2)eq \f(1, 6 eq \b\lc\{(\a\al() 
    0<y<8,  0        其它)) 

5.已知
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6.设
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7.设随机变量 X在(0,1)服从均匀分布, 则 
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第三章 多维随机变量及其概率分布
二维随机变量：

二维随机向量((,()的联合分布函数指F(x,y)=P{((x,((y}

0(F(x,y)(1 ;  F(-∞,+∞)= F(x,-∞)= F(-∞,y)=0;  F(+∞,+∞)=1; 

P{x1((x2,y1<((y2}=F(x2,y2)- F(x2,y1)- F(x1,y2)+F(x1,y1)

二维随机向量((,()的边缘分布函数

F((x)= P{((x}=F(x,+∞),    F((y)= P{((y}=F(+∞,y)

二维离散随机变量：

二维离散型随机变量及其概率分布 
P{(=xi,(=yj}=pij , 其中  eq \i\su(i=1, , )

 eq \i\su(j=1, , )pij=1 且 pij(0

 可用一个分布列表或分布列矩阵 (pij) 来表示

(的边缘分布列为  P{(=xi}= eq \i\su(j=1, , )pij = pi*

(的边缘分布列为  P{(=yj}= eq \i\su(i=1, , )pij = p*

例1设二维随机向量（(,(）的联合分布律为
	(\(
	1
	2

	1
	1/6
	1/3

	2
	1/4
	(


则常数(=    （    ）

A、1/6
  B、1/4    C、1/3    D、1/2

[答案]： eq \i\su(i=1, , )

 eq \i\su(j=1, , )pij=1  所以 (=1/4 , 选B.  

二维连续随机变量：
二维连续型随机向量((,()的分布函数F(x,y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(y))p(u,v)dudv

 p(x,y) 称为随机向量((,()的联合密度函数p(x,y)(0,  (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))p(x,y)dxdy=1 ,   eq \f((2F(x,y),(x(y)=p(x,y)

利用密度函数求概率  P{((,()(D}= eq \o(\s\do6(D),\s\up0((())p(x,y)dxdy
二维连续型随机向量((,()的边缘分布, p((x)，p((y) 称为边缘密度函数

p((x)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))p(x,y)dy        p((y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))p(x,y)dx

条件分布：

离散型：在条件Y=yj下随机变量X的条件概率分布为

P{X=xi|Y=yj}= eq \f(P{X=xi，Y=yj},P{Y=yj}) =  eq \f(pij,p*j) ,  i=1,2,…
连续型：在条件Y=y下随机变量X的条件分布函数FX|Y(x|y)与条件概率密度函数fX|Y(x|y)分别为：

FX|Y(x|y)=  eq \i\in(-∞,x, \f(f(u,y),fY(y)) du)            fX|Y(x|y) =  eq \f(f(x,y),fY(y))
例1：设随机变量X在区间 (0,1)上服从均匀分布，在X=x (0<x<1)的条件下，随机变量Y在区间(0,x)上服从均匀分布，求：随机变量X和Y的联合概率密度；

[解]：X的概率密度为  fX(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(1  0<x<1,0   其他)) ，在X=x (0<x<1)的条件下，

Y的条件概率密度为　fY|X(y|x)=  eq \b\lc\{(\a\al(1/x  0<y<x,0   其他)) 
当 0<y<x<1时，随机变量X和Y的联合概率密度为  f(x,y)=fX(x)fY|X(y|x) = 1/x

在其它点 (x,y)处，有 f(x,y) =0，即X和Y的联合概率密度为f(x,y) =  eq \b\lc\{(\a\al(1/x  0<y<x<1,0    其他))  

例2：设随机变量X与Y相互独立，X概率分布为P{X=i}=1/3  (i=-1, 0 1)，

概率密度为fY(y)=  eq \b\lc\{(\a\al(1   0(y(1,0    其它)) ，记Z=X+Y， 求P{Z(1/2 | X=0}。

[解]：(1) P{Z( eq \f(1,2)|X=0}= P{X+Y( eq \f(1,2)|X=0}= P{Y( eq \f(1,2)}=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(1/2))1dy=  eq \f(1,2).    

二元正态分布：

二元正态分布N((1,(2,(12,(22,()的密度函数

p(x,y)=  eq \f(1,2((1(2\r(1-(2)) exp{- eq \f(1,2(1-(2))[ eq \f((x-(1)2,(12) -  eq \f(2((x-(1)(y-(2),(1(2) +  eq \f((y-(2)2,(22)]}

二元正态分布N((1,(2,(12,(22,()的边缘密度分布仍是正态分布  (~N((1,(12) ,   (~N((2,(22)

边缘概率密度为 fX(x)=  eq \f(1,(1\r(2())e eq \s\up3(-\f((x-(1)2,2(12)) ,  fY(y)=  eq \f(1,(2\r(2())e eq \s\up3(-\f((y-(2)2,2(22)) 
二元均匀分布：

(X,Y)在区域D上服从均匀分布(设D是xOy面上的有界区域，其面积为A。如果二维随机变量(X,Y)具有概率密度  f(x,y)=  eq \b\lc\{(\a\al(\f(1,A)  (x,y)(D,0    其他)) ，则称(X,Y)在区域D上服从均匀分布。

例1:设 (X,Y) 服从区域D：｛(x, y)：a≤x≤b, c≤y≤d｝上的均匀分布，求

（1）(X,Y) 的联合概率密度p(x, y)； （2）X, Y 的边际概率密度 pX(x) , pY(y) ;

[解]：(1) f(x,y)=  eq \b\lc\{(\a\al( \f(1,(b-a)(d-c))   a(x(b c(y(d,  0         其他))  ;

(2) pX(x)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))p(x,y)dy = eq \b\lc\{(\a\al( \f(1,b-a)   a(x(b,  0     其他)) ,  pY(y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))p(x,y)dx= eq \b\lc\{(\a\al( \f(1,d-c)   c(y(d,  0     其他)) 
例1设二维随机变量(X,Y)的分布函数F(x,y)=A(B+arctan eq \f(x,2))(C+arctan eq \f(y,3))。试求：(1)常数A,B,C；(2) (X,Y)的概率密度。[解]：由分布函数性质，得到F(+∞,+∞)=A(B+ eq \f((,2))(C+ eq \f((,2)), F(x,-∞)=A(B+arctan eq \f(x,2))(C- eq \f((,2))=0,

 F(-∞,y)=A(B- eq \f((,2))(C+arctan eq \f(y,3))=0, 解得 A= eq \f(1,(2),  B=C= eq \f((,2) . 即F(x,y)=  eq \f(1,(2)( eq \f((,2)+arctan eq \f(x,2))( eq \f((,2)+arctan eq \f(y,3))。
(2) f(x,y) =  eq \f((2F(x,y),(x(y) =  eq \f(6,(2(x2+9)(y2+4)) .  
例2: 设随机变量X与Y相互独立，且均服从区间[0,3]上的均匀分布，求P{max{X,Y}(1}。.

[解]：P{max{X,Y}(1}=P{X(1且Y(1}，因为X与Y相互独立，所以

P{X(1且Y(1}= P{X(1}P{Y(1}= eq \f(1,3)( eq \f(1,3)=  eq \f(1,9) 。（这里P{X(1}=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(1)) eq \f(1,3)dx=  eq \f(1,3)）   (
例3:设二维随机变量(X,Y)的概率密度为f(x,y) =  eq \b\lc\{(\a\al(1，   0<x<1，0<y<2x,0，        其它)) 
求：(1) (X,Y) 的边缘概率密度fX(x), fY(y)；(2) Z=2X-Y的概率密度 fZ(z) 。

[解]：(1) fX(x)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))f(x,y)dy eq \o(\s\do1(====),\s\up8(0<x<1)) (eq \o(\s\do5(1),\s\up11(2x))1dy= 2x,  所以边缘概率密度fX(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(2x   0<x<1,0    其它)) 
fY(y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))f(x,y)dx eq \o(\s\do1(====),\s\up8(0<y<2)) (eq \o(\s\do5(y/2),\s\up11(1))1dx= 1- eq \f(1,2)y,  所以边缘概率密度fY(y)=  eq \b\lc\{(\a\al(1-y/2   0<y<2,0     其它)) 
(2) FZ(z)=P{2x-y(z}= eq \o(\s\do10(2x-y(z),\s\up0((())f(x,y)dxdy

 eq \o(\s\do1(====),\s\up8(0<z/2<1)) 1- eq \o(\s\do10(D1),\s\up0((())1dxdy=1-(eq \o(\s\do5(z/2),\s\up11(1))dx(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(2x-z))1dy =1-(eq \o(\s\do5(z/2),\s\up11(1))(2x-z)dx= z -  eq \f(z2,4)
得到FZ(z)=  eq \b\lc\{(\a\al(0       z<0,z-z2/4  0(z<2,1       z(2)) ，所以Z的概率密度 fZ(z)=FZ((z)=  eq \b\lc\{(\a\al(1-z/2   0(z<2,0        其它)) 
4.设随机变量
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例4设二维随机变量(X,Y)的概率密度为 

f(x,y)=  eq \b\lc\{(\a\al(x2+cxy   0(x(1.0(y(2,  0       其他)) 
求(1)常数C; (2)P{X+Y(1};(3)联合分布函数F(x,y).

[解]：(1)由的概率密度性质得到

1=(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))f(x,y)dxdy=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(1))(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(2))(x2+cxy)dxdy= eq \f(2,3)+c ( c= eq \f(1,3) ;

(2)

P{X+Y(1}= eq \o(\s\do10(x+y(1),\s\up0(( ())f(x,y)dxdy= eq \o(\s\do6(D),\s\up0((()) f(x,y)dxdy
=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(1))dx(eq \o(\s\do5(1-x),\s\up11(2))(x2+ eq \f(xy,3))dy=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(1))( eq \f(5,6)x3+ eq \f(4,3)x2+ eq \f(1,2)x)dx =  eq \f(65,72)
(3) 当x<0或y<0时，

F(x,y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(y))p(u,v)dudv=0;

当0(x1, 0(y<2时，

F(x,y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(y))p(u,v)dudv=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(y))(u2+ eq \f(uv,3))dudv= eq \f(x3y,3)+ eq \f(x2y2,12);

当0(x1, y(2时，

F(x,y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(y))p(u,v)dudv=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(2))(u2+ eq \f(uv,3))dudv= eq \f(2x3,3)+ eq \f(x2,3); 

当x(1, 0(y<2时，

F(x,y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(y))p(u,v)dudv=(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(1))(eq \o(\s\do5(0),\s\up11(y))(u2+ eq \f(uv,3))dudv= eq \f(y,3)+ eq \f(y2,12);

当x(1, y(2时，

F(x,y)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(y))p(u,v)dudv=1

综上所述
F(x,y)= eq \f(x3y,3) eq \b\lc\{(\a\al(   0           x<0或y<0,+ eq \f(x2y2,12)   0(x1及0(y<2, eq \f(2x3,3)+ eq \f(x2,3)     0(x1及y(2, eq \f(y,3)+ eq \f(y2,12)      x(1及 0(y<2,   1          x(1及y(2)) 

独立性：

若F(x,y)=F((x)F((y)，则称随机变量(与(相互独立。
几个充要条件：

连续型随机变量(与(相互独立( p(x,y)=p((x)p((y) 

离散型随机变量(与(相互独立( pij=pipj 

二元正态分布N((1,(12,(2,(22,() 随机变量(与(相互独立((=0。

X与Y相互独立(f(X)与g(Y)也相互独立。

例：袋中有2只白球，3只黑球,现进行无放回地摸球，定义：

( =  eq \b\lc\{(\a\al( 1   第一次摸出白球, 0   第一次摸出黑球)) 
(=  eq \b\lc\{(\a\al( 1   第二次摸出白球, 0   第二次摸出黑球)) 
求:(1)（(，(）的联合分布；

（2）(，( 的边际分布；

（3）(，( 是否相互独立？

[解]:((,()的联合分布与边际分布为

	
	(\ (
	0
	1
	p(

	
	0
	3/10
	3/10
	6/10

	
	1
	3/10
	1/10
	4/10

	
	p(
	6/10
	4/10
	


因为

p(0,0)=3/10(p((0)p((0)=9/25

所以(与(不独立。

例2：设A, B是二随机事件；随机变量 X= eq \b\lc\{(\a\al(1  若A出现,-1  若A不出现))   Y= eq \b\lc\{(\a\al(1  若B出现,-1  若B不出现)) 
试证明随机变量X和Y不相关的充分必要条件是A与B相互独立。

例3设(X,Y)的概率密度为，f(x,y)=  eq \b\lc\{(\a\al(8xy  0(x(1及0(y(x, 0        其他)) , 求：关于X及关于Y的边缘概率密度，并判断X与Y是否相互独立。

[解]：关于X的边缘概率密度fX(x)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))f(x,y)dy, 当0(x(1时，fX(x)= (eq \o(\s\do5(0),\s\up11(x))8xydy=4x3, 当x<0或x>1时，fX(x)=0; 所以 fX(x)=  eq \b\lc\{(\a\al(4x3  0(x(1, 0    其他)) 。同理当0(y(1时，fY(y)= (eq \o(\s\do5(y),\s\up11(1))8xydx=4y(1-y2), 其它情况fY(y)=0, 所以关于Y的边缘概率密度fY(y)=  eq \b\lc\{(\a\al(4y(1-y2)  0(x(1,  0     其他)) . 因为当0(x(1, 0(y(1时，f(x,y)( fX(x)fY(y)，所以X与Y不独立。
设二维随机变量(X,Y )的概率密度函数为关于
2.
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求: (1) Y关于X的边缘分布密度函数
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解 由条件得：
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因为 
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两个随机变量的函数的分布：

几条结论：

1. X~P((1), Y~P((2), 若X与Y相互独立，则X+Y~P((1+(2);

2. X~N((1,(12), Y~ N((2,(22), X与Y相互独立，则X+Y~ N((1+(2,(12+(22);

3.(卷积公式)设(X,Y)是二维连续型随机变量，其概率密度为f(x,y)，关于X,Y的边缘概率密度分别为fX(x), fY(y)，设X与Y相互独立，则Z=X+Y的概率密度为 fZ(z)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))fX(x)fY(z-x)dx=(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))f(x, z-x)dx 或fZ(z)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))fX(z-y)fY(y)dy=(eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))f(z-y, y)dy.

例1:已知的联合概率分布为  eq \b\bc\[(\a\al\con1(X|Y  0    1    2, 0  1/4  1/10  3/10, 1  3/20  3/20  1/20)), 求(1)X+Y的概率分布；(2)XY的概率分布。

[解]：令Z1=X+Y，则Z1的加法表为 eq \b\bc\[(\a\al\con1(X+Y  0  1  2,  0   0  1  2,  1   1  2  3)),令Z2=XY，则Z2的乘法表为 eq \b\bc\[(\a\al\con1(XY  0  1  2, 0   0  0  0, 1   0  1  2)),

(1) Z1的分布律为 eq \b\bc\[(\a\al\con1(Z1  0      1        2        3,P  1/4  3/20+1/10  3/20+3/10  1/20)), 即 eq \b\bc\[(\a\al\con1(Z1  0   1     2     3,P  1/4  5/20  9/20  1/20))
(2) Z2的分布律为 eq \b\bc\[(\a\al\con1(Z1        0            1    2,P  1/4+3/20+1/10+3/10  3/20  1/20)), 即 eq \b\bc\[(\a\al\con1(Z1  0   1     2,P  4/5  3/20  1/20)) (
例2:设随机变量X,Y相互独立，且都服从[0,1]上的均匀分布，求X+Y的概率密度。

[解]：X~U[0,1], Y~U[0,1], 所以Z=X+Y在有效区间[0,2]上取值。利用卷积公式得到

fZ(z)= (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))fX(x)fY(z-x)dx。 积分变量的有效区域为 0(x(1, 0(z-x(1 ( 0(x(z, z-1(x(1.

当0(z(1时，fZ(z)= (eq \o(\s\do5(0),\s\up11(z))1(1dx=z; 当1<z(2时，fZ(z)= (eq \o(\s\do5(z-1),\s\up11(1))1(1dx=2-z;当的其余取值时，fZ(z)=0。

所以Z的概率密度fZ(z)=  eq \b\lc\{(\a\al( z    0(z(1,2-z    1<z(2, 0     其他))  

多维随机变量：

n维随机变量(X1,X2,…,Xn)的分布函数F(x1,x2,…,xn)=P{X1(x1, X2(x2,…,Xn(xn}

.如果X1,X2,…,Xn相互独立，且每个Xi~N((i,(i2), 则X=a1X1+a2X2+…+anXn ~ N( eq \i\su(i=1,n,ai(i),  eq \i\su(i=1,n,ai2(i2))

如果X1,X2,…,Xn相互独立，Xj的分布函数为FXj(xj)，

则M=max{X1,X2,…,Xn}的分布函数为  Fmax(z)=FX1(x1​)FX2(x2) …FXn(x1n)， 

则m=min{X1,X2,…,Xn} 的分布函数为  Fmin(z)=1-[ (1-FX1(x1​))(1-FX2(x2)) …(1-FXn(x1n))]​
第四章 随机变量的数字特征
数学期望：

1. 随机变量数学期望的定义—
离散型 E(()= eq \i\su(i=1,,xipi)        E(g(())= eq \i\su(i=1,,g(xi)pi)  

连续型E(()=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))xp(x)dx   E(g(())=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))g(x)p(x)dx  

2. 二维随机变量(X,Y)的数学期望：

离散型 E(X)= eq \i\su(i=1,,xipi)*= eq \i\su(i,, )

 eq \i\su(j,, )xipij  

E(Y)=  eq \i\su(j,, )yjp*j= eq \i\su(i,, )

 eq \i\su(j,, )yipij 

连续型E(X)=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))xfX(x)dx=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))xf(x,y)dxdy

E(Y)=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))yfY(y)dy=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))yf(x,y)dxdy

3. 二维随机变量X的函数Y=g(X)的数学期望：

E[g(X,Y)]=  eq \i\su(i,, )

 eq \i\su(j,, )g(xi,yj)pij 

E[g(X,Y)]= ( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))g(x,y)f(x,y)dxdy 
4. 数学期望的性质

E(c)=c ,    E(a()=a( ,     E(((()=E((E(   [image: image102.png]EaX +bY+c)=ab( X))+ bE D)+ ¢





若(与(相互独立，则 E((()=E(E(
方差：

1.随机变量方差的定义((- 

D(X)=E[X-E(X)]2 = EX2 – (EX)2 

D(X)= ( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))[x-E(X)]2 f(x)dx

2.方差性质：

D(c)=0 ,    D(a()=a2( ,   D(a(+b)=a2D( ,   D(((()=D(+D((2cov((,()

若(与(相互独立，则 D(((()=D(+D(
协方差：

1.(与(的协方差cov((,()=E[((-E()((-E()] (或为((()

2.协方差的性质：

cov((,()= D(
cov((,()=cov((,(),      cov((,c)=0

cov(a(,b()=ab cov((,() , 

cov((,((()=cov((,()(cov((,()

3.协方差矩阵：

设n维随机变量X1,X2,…,Xn, 记cij=cov(Xi,Xj)，则称阶矩阵C=(cij)n(n为X1,X2,…,Xn的协方差矩阵

例1：设(的密度函数

p(x) =  eq \b\lc\{(\a\al(c/x2  x([1，3],0      其它))  求：E(
[解]∵1=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))p(x)dx ∴c=3/2;

E(=( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))xp(x)dx=( eq \o(\s\do5(1),\s\up11(3))x eq \f(3,2x2)dx= eq \f(3,2)lnx= eq \f(3,2)ln3. (
例2设 x1，x2 是随机变量 ( 的两个任意取值，证明：E[(( -  eq \f(x1+x2,2))2] ( D( 。

[证]：E[(( -  eq \f(x1+x2,2))2]=E[(2-((x1+x2)+ ( eq \f(x1+x2,2))2]

= E(2-(E()(x1+x2)+ ( eq \f(x1+x2,2))2- (E()2+(E()2
=D(+(E()2- (E()(x1+x2)+ ( eq \f(x1+x2,2))2
=D( +(E( -  eq \f(x1+x2,2))2(D( .       (
例3设随机变量的概率密度为fX(x)=  eq \f(1,2)e- |x| ,

-∞<x<+∞, 求D(X).

[解]：E(X)= ( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))xfX(x)dx= eq \f(1,2)( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))x e- |x| dx=0

(奇函数，对称区间上的积分)

E(X2)= ( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))x2fX(x)dx= eq \f(1,2)( eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(+∞))x2 e- |x| dx =

= eq \f(1,2)(2( eq \o(\s\do5(0),\s\up11(+∞))x2 e- - x dx =((3)=2

(偶函数，对称区间上的积分)

 所以D(X)= EX2 – (EX)2=2.   

例4设(X,Y)的协方差矩阵为C= eq \b\bc\[(\a\al\con1(4  -3,-3  9))，求X与Y的相关系数(XY 。

[解]：由协方差矩阵得到：

D(X)=cov(X,X)=4,

D(Y)=cov(Y,Y)=9,  Cov(X,Y)= -3

(XY= eq \f(cov(X,Y),\r(DX)\r(DY)) =  eq \f(-3,2(3) = -  eq \f(1,2)
例5.设随机变量
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6.设随机变量
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的泊松分布，且已知
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相关系数：

(与(的相关系数(((的定义  (((= eq \f(cov((,(),\r(D()\r(D())
相关系数(((反映了随机变量(与(之间的线性相关的程度。注意|(((|(1。

当(((=0，则称(与(不相关；

当|(((|=1，则称(与(完全相关

几个结论： (((=0 ( cov((,()=0 

( E((()=E(E(
 ( D((+()=D(+D(
( D((-()=D(+D(
注意随机变量(与(相互独立，则(与(不相关；

反之(与(不相关，不能推出(与(相互独立。

例5设X与Y相互独立且都服从N(0,(2)，若(=aX+bY, (=aX-bY,  证明：(与(的相关系数，(((= eq \f(a2-b2,a2+b2) 。

[证]：cov((,()=cov(aX+bY,aX-bY)

=a2cov(X,X) – b2cov(Y,Y) = a2DX – b2DY

=(a2 – b2)(2 。    又因为

D(=D(aX+bY)=a2DX+b2DY=(a2 + b2)(2
D(=D(aX - bY)=a2DX+b2DY=(a2 + b2)(2
所以：(((= eq \f(cov((,(),\r(D()\r(D()) =  eq \f((a2-b2)(2,(a2+b2)(2) 

      =  eq \f(a2-b2,a2+b2)     

例6 设随机变量(X,Y)~N(1,1;4,9;
[image: image112.wmf]2

1

)，则Cov(X,Y)=（   B  ） 

（A） 0.5
（B）3
（C） 18
（D）36

（注：(X,Y)~N(1,1;4,9;
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7.设随机变量X～B（4，
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），Y～N（2，16），又E（XY）=6，则X与Y的相关系数
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其他：

k阶原点矩：E(Xk)  k=1,2,…。         k+s阶混合原点矩：E(XkYs)  k,s =1,2,…
k阶中心矩：E[(X-EX)k]  k=1,2,…。 k+s阶混合阶中心矩：E[(X-EX)k(E-EY)s]  k,s=1,2,…
协方差矩阵：C=(cij)n(x 其中cij=E[(Xi-EXi)( Xj-EXj))]

常用分布的期望与方差

	分布
	分布列和概率密度
	数学期望
	方差

	分布(0,1)
	P{(=0}=p,  P{(=1}=1-p
	p
	p(1-p)

	二项分布B(n,p)
	b(k；n,p)= P{(=k}= C eq \o(\s\do3(n),\s\up5(k))pk(1-p)n-k (k=0,1,2,3,…,n)
	np
	np(1-p)

	泊松分布P(()
	P{(=k}=  eq \f((k,k!) e-(  k=0,1,2…,  (>0
	(
	(

	均匀分布U[a,b]
	p(x)= eq \b\lc\{(\a\al( \f(1,b-a)      a(x(b,  0       其他)) 
	 eq \f(a+b,2) 
	 eq \f((b-a)2,12) 

	几何分布X~Ge(p)
	分布列为 P{X=k}= (1-p)k-1p  (k=0,1,2,3,…) 
	 eq \f(1,p)
	 eq \f(1-p,p2)

	超几何分布

X~ h(n,N,M)
	P{X=k}=M),\s\up5(k)) eq \f(CC eq \o(\s\do3(N-M),\s\up5(n-k)),C eq \o(\s\do3(N),\s\up5(n)))
  k=0,1,2,3,…, min{M,n}
	 eq \f(nM,N)
	 eq \f(nM(N-M)(N-n),N2(N-1))

	指数分布exp(()
	p(x)= eq \b\lc\{(\a\al( (e-(x    x(0,  0      x<0)) 
	 eq \f(1,() 
	 eq \f(1,(2) 

	正态分布N((,(2)
	p(x)=  eq \f(1,(\r(2())e eq \s\up3(-\f((x-()2,2(2))   (-∞<x<+∞)
	(
	(2

	二维正态分布

N((1,(12,(2,(22,()
	p(x,y)=  eq \f(1,2((1(2\r(1-(2)) exp{- eq \f(1,2(1-(2))[ eq \f((x-(1)2,(12) -  eq \f(2((x-(1)(y-(2),(1(2) +  eq \f((y-(2)2,(22)]}
	E(=(1
E(=(2
	D(=(12
D(=(22


第五章  大数定律及中心极限定理

切比雪夫不等式：P{|(-E(|((}(  eq \f(D(,(2)  ,   P{|(-E(|<(}( 1 -  eq \f(D(,(2)
例1：设随机变量(1, (2, (3，独立同分布，且(i服从参数为(的指数分布，i=1,2,3，试根据切比雪夫不等式证明：P{0<(1+(2+(3<6/(}≥2/3  .

[证]：(i~exp((), E(I=1/(; 令X=(1+(2+(3 ,则EX=E((1+(2+(3)=3/(，DX=D((1+(2+(3)=3/(2.P{0<(1+(2+(3<6/(}= P{0<X<6/(}= P{-3/(<X-3/(<3/(}= P{|X-3/(|<3/(}

(1 -  eq \f(DX,(2) = 1-  eq \f(3/(2,(3/()2) = 1-  eq \f(3,9) =  eq \f(2,3)     (
例2：已知随机变量X的期望E(X)=100，方差D(X)=10，估计X落在(80,120)内的概率。

[解]：P{80<X<120}= P{-20<X-100<20}= P{|X-E(X)|<20}( 1 -  eq \f(DX,202) = 1 -  eq \f(10,400) = 0.975
例3.若 
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例4.设X1，X2，……，Xn是来自总体N（μ,σ2）的样本，对任意的ε>0，样本均值
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例5.设随机变量X～U（0，1），用切比雪夫不等式估计P（|X－
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大数定律：

切比雪夫大数定理：设随机变量X1,X2,…,Xn相互独立，分别具有数学期望与方差，且方差一致有上界，则对任意给定正数(，恒有 eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(n(()) P{|  eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,xi) – eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,Exi) | <(}= 1。

伯努利大数定理：设nA是在n次独立重复试验中事件A发生的次数，p是事件A在每次试验中发生的概率，则对任意给定正数(，恒有 eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(n(()) P{| eq \f(nA,n) - p|<(}= 1   (或   eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(n(()) P{| eq \f((n,n) - p| ((}= 0)

辛钦大数定理：设随机变量X1,X2,…,Xn,…相互独立，服从同一分布，且具有数学期望EXk=(，则对任意给定正数(，恒有 eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(n(()) P{|  eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,xi) – ( | <(}= 1

中心极限定理：

棣莫弗(Demoiver)-拉普拉斯(Laplace)定理：设随机变量Yn (n=1,2,3,…)服从参数为n, p的二项分布，即Yn~B(n,p)，则对任意实数x，恒有   eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(n(()) P{ eq \f(Yn-np,\r(npq))(x}= ((x) = (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))

 eq \f(1,\r(2())e eq \s\up3(-\f(t2,2)) dt ((eq \o(\s\do5(a),\s\up11(b))

 eq \f(1,\r(2())e eq \s\up3(-\f(t2,2)) dt

这一定理说明，服从二项分布B(n,p)的随机变量Yn作标准化后的随机变量 eq \f(Yn-np,\r(npq))的极限分布是标准正态分布N(0,1)。

中心极限定理(林德贝格-勒维)：设随机变量X1,X2,…,Xn,…相互独立，服从同一分布，且具有数学期望EXk=(，和方差D(Xk)=(2(0，随机变量Yn=( eq \i\su(k=1,n,xk)-n()/ eq \r(n)( 的分布函数为 Fn(x)，则对任意实数x，恒有  eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(n(())Fn(x)=  eq \o(\s\up4(lim),\s\do4(n(())P{Yn(x}= ((x) = (eq \o(\s\do5(-∞),\s\up11(x))

 eq \f(1,\r(2())e eq \s\up3(-\f(t2,2)) dt

这一定理说明， eq \i\su(k=1,n,xk)的标准化随机变量Yn=( eq \i\su(k=1,n,xk)-n()/ eq \r(n)( 的极限分布是标准正态分布N(0,1)

中心极限定理的应用：
将一枚均匀硬币连掷100次，则利用中心极限定理可知，正面出现的次数大于60的概率近似为____0.0228_______.（附：Φ（2）=0.9772）

设随机变量X~B(100,0.2),应用中心极限定理可得P{X≥30}=________0.0062 __. (已知Φ(2.5)=0.9938)

例1：某计算机系统由120个终端，每个终端在1小时内平均有3分钟使用打印机，假定各终端使用打印机与否是相互独立的，求至少由10个终端同时使用打印机的概率。

[解]：设X为同时使用打印机的终端的个数，则X~B(120,p)，这里p=3/60=0.05。E(X)=np=120(0.05=6, D(X)=npq=6(0.95=5.7 。则 P{X(10}=1 – P{X<10}=1 – P{X<10}=1 – P{ eq \f(X-6,\r(5.7))< eq \f(10-6,\r(5.7))} 利用中心极限定理上式近似等于 =1-((1.6754)=1- 0.9621=0.0379. 即至少由10个终端同时使用打印机的概率为0.0379  (
例2：在抛硬币的试验中，至少抛多少次, 才能使正面出现的频率落在(0.4, 0.6)区间的概率不小于0.9？

[解]：设共进行次试验，X为出现正面的次数，则X~B(N,p)，这里p=1/2=0.5。E(X)=np=0.5N, D(X)=npq=0.25N 。所求的为 P{0.4<X/N<0.6}(0.9。 将X标准化 P{0.4<X/N<0.6}= P{0.4N<X<0.6N} = P{ eq \f(0.4N-EX,\r(DX))< eq \f(X-EX,\r(DX))< eq \f(0.6N-EX,\r(DX))}= P{-0.2 eq \r(N)< eq \f(X-EX,\r(DX))<0.2 eq \r(N)}(2((0.2 eq \r(N)) – 1 (0.9

(((0.2 eq \r(N))(0.95, 查表((1.645)=0.95，则0.2 eq \r(N)(1.645 ( N (67.65， 即至少抛68次才能满足要求。 (
例3：设随机变量X和Y的数学期望分别为-2和2，方差分别为1和4，而相关系数为-0.5，则根据切比雪夫不等式P{|X+Y|(6}(      .   [解]: E(X+Y)=EX+EY= -2+2=0,  

D(X+Y)=DX+DY+2cov(X,Y)=1+4+2( eq \r(DX)

 eq \r(DY) = !+4+2(-0.5)(1(2= 3,

则根据切比雪夫不等式P{|X+Y|(6}= P{|X+Y - E(X+Y)|(6}(  eq \f(D(X+Y),62) = eq \f(3,16) =  eq \f(1,12)   (
例4：生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的，假设每箱平均重50千克，标准差为5千克。若用最大载重量为5吨的汽车承运，试利用中心极限定理说明每辆车最多可以装多少箱，才能保障不超载的概率大于0.977（((2)=0.977，其中((x)是标准正态分布函数）

[解]: 设Xi为第i箱重量(千克)，i=1,2,…,n。则EXi=EX=50，DXi=50。

令Z= eq \i\su(i=1,n,Xi),  则EZ=50n,  DZ=25n.  要求P{Z(5000}(0.977,

利用中心极限定理 P{Z(5000}= P{ eq \f(Z-EZ,\r(DZ))( eq \f(5000-50n,5\r(n))}=(( eq \f(5000-50n,5\r(n)))(0.977

因为((2)= 0.977，所以 eq \f(5000-50n,5\r(n))(2  ( 25n2-5001n+250000(0

( n(98.  每辆车最多可以装98箱，才能保障不超载的概率大于0.977.    (
例4：设随机变量X1,X2,…,Xn相互独立，Sn=X1+X2+…+Xn, 则根据列维-林德伯格中心极限定理，当n充分大时，Sn近似服从正态分布，只要X1,X2,…,Xn
A、有相同的数学期望                  B、有相同的方差

C、服从同一指数分布                  D、服从同一离散型分布

[解]:  根据列维-林德伯格中心极限定理的条件，X1,X2,…,Xn必须独立同分布，所以不能选A, B。又必须具有有限的数学期望和方差，故D不一定能保证此条件，应选C。(
例4：设总体X服从参数为2的指数分布，X1,X2,…,Xn为来自总体X的简单随机样本，则当n→∞时，Yn= eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,xi2) 依概率收敛于         【分析】 本题考查大数定律：一组相互独立且具有有限期望与方差的随机变量X1,X2,…,Xn，当方差一致有界时，其算术平均值依概率收敛于其数学期望的算术平均值： eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,xi) 

 eq \o(\s\do1(((),\s\up8(F))   eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,Exi)  (n(∞)。【解】  这里X12,X22,…,Xn2，满足大数定律的条件，且EXi2=DXi+(EXi)2=1/4+(1/2)2= 1/2，因此根据大数定律有Yn= eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,xi2) 依概率收敛于  eq \f(1,n)

 eq \i\su(i=1,n,Exi2) =  eq \f(1,2) 
第六章 样本及抽样分布

（1）数理统计的基本概念：

总体：在数理统计中，常把被考察对象的某一个（或多个）指标的全体称为总体（或母体）。我们总是把总体看成一个具有分布的随机变量（或随机向量）。

个体：总体中的每一个单元称为样品（或个体）。

样本：我们把从总体中抽取的部分样品
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称为样本。样本中所含的样品数称为样本容量，一般用n表示。在一般情况下，总是把样本看成是n个相互独立的且与总体有相同分布的随机变量，这样的样本称为简单随机样本。在泛指任一次抽取的结果时，
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表示n个随机变量（样本）；在具体的一次抽取之后，
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表示n个具体的数值（样本值）。我们称之为样本的两重性。

样本函数和统计量：

设
[image: image133.wmf]n

x

x

x

,

,

,

2

1

L

为总体的一个样本，称
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为样本函数，其中
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为一个连续函数。如果
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中不包含任何未知参数，则称
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）为一个统计量。

常见统计量及其性质：

样本均值
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（3）正态总体下分布的性质：


[image: image197.wmf]X

与
[image: image198.wmf]2

S

独立。

第七章  参数估计

（1）点估计
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这样，我们按照“当参数等于其估计量时，总体矩等于相应的样本矩”的原则建立方程，即有
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由上面的m个方程中，解出的m个未知参数
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2.总体
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具有均值
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，方差
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. 从总体中取得容量为
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是总体均值的平方
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（3）区间估计：

置信区间和置信度：

设总体X含有一个待估的未知参数
[image: image331.wmf]q
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的概率包含这个待估参数
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那么称区间
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为
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的置信区间，
[image: image342.wmf]a
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为该区间的置信度（或置信水平）。

单正态总体的期望和方差的区间估计：

设
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下，我们来确定
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的置信区间
[image: image347.wmf]]
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。具体步骤如下：

（i）选择样本函数；

（ii）由置信度
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，查表找分位数；

（iii）导出置信区间
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已知方差，估计均值

（i）选择样本函数
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(ii) 查表找分位数


[image: image351.wmf].

1

/

0

a

l

s

m

l

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

£

-

£

-

n

x

P


（iii）导出置信区间
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未知方差，估计均值

（i）选择样本函数
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(ii)查表找分位数
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（iii）导出置信区间
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方差的区间估计

（i）选择样本函数
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（ii）查表找分位数
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（iii）导出
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的置信区间
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例题：

1.设某总体X服从
[image: image360.wmf])
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分布，已知 
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 随机取容量 n＝16，测得 样本均值
[image: image362.wmf]x

＝12， 求μ的0.95的置信区间为_（10.971，13.029）_.                                             （标准正态分布函数值
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2.假定初生婴儿的体重服从正态分布
[image: image364.wmf])
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，随机抽取12名新生婴儿，测得体重（ 单位：克）为 3100，2520，3000，3000，3600，3160，3560，3320，2880，2600，3400，2540. 试求新生婴儿平均体重的置信度为95%的置信区间．
（附：
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解 取检验统计量
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所以
[image: image371.wmf]m

的置信度为0.95的置信区间为（2844.49412,  3268.84588）

3.设某总体X服从
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 随机取容量 n＝16，测得 样本均值
[image: image374.wmf]x

＝12， 求μ的0.95的置信区间为___（10.971，13.029）________. 
（标准正态分布函数值
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4.设某总体
[image: image376.wmf]x

服从
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分布，已知 
[image: image378.wmf],

2

=

s

 样本容量 
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，测得样本均值
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＝6， 则
[image: image381.wmf]m

的置信概率为0.95的置信区间为__（5.02，6.98）  _
第8章 假设检验

基本思想：

假设检验的统计思想是，概率很小的事件在一次试验中可以认为基本上是不会发生的，即小概率原理。


为了检验一个假设H0是否成立。我们先假定H0是成立的。如果根据这个假定导致了一个不合理的事件发生，那就表明原来的假定H0是不正确的，我们拒绝接受H0；如果由此没有导出不合理的现象，则不能拒绝接受H0，我们称H0是相容的。与H0相对的假设称为备择假设，用H1表示。


这里所说的小概率事件就是事件
[image: image382.wmf]}
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，其概率就是检验水平α，通常我们取α=0.05，有时也取0.01或0.10。

基本步骤：
假设检验的基本步骤如下：

(i) 提出零假设H0； 

(ii) 选择统计量K；

(iii) 对于检验水平α查表找分位数λ；

(iv) 由样本值
[image: image383.wmf]n
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计算统计量之值K；
将
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进行比较，作出判断：当
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或

时否定H0，否则认为H0相容。

两类错误：

第一类错误：当H0为真时，而样本值却落入了否定域，按照我们规定的检验法则，应当否定H0。这时，我们把客观上H0成立判为H0为不成立（即否定了真实的假设），称这种错误为“以真当假”的错误或第一类错误，记
[image: image386.wmf]a

为犯此类错误的概率，即

P{否定H0|H0为真}=
[image: image387.wmf]a

；

此处的α恰好为检验水平。

第二类错误：当H1为真时，而样本值却落入了相容域，按照我们规定的检验法则，应当接受H0。这时，我们把客观上H0。不成立判为H0成立（即接受了不真实的假设），称这种错误为“以假当真”的错误或第二类错误，记
[image: image388.wmf]b

为犯此类错误的概率，即

P{接受H0|H1为真}=
[image: image389.wmf]b

。

两类错误的关系：

人们当然希望犯两类错误的概率同时都很小。但是，当容量n一定时，
[image: image390.wmf]a

变小，则
[image: image391.wmf]b

变大；相反地，
[image: image392.wmf]b

变小，则
[image: image393.wmf]a

变大。取定
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要想使
[image: image395.wmf]b

变小，则必须增加样本容量。

在实际使用时，通常人们只能控制犯第一类错误的概率，即给定显著性水平α。α大小的选取应根据实际情况而定。当我们宁可“以假为真”、而不愿“以真当假”时，则应把α取得很小，如0.01，甚至0.001。反之，则应把α取得大些。
例：原假设

不真时，作出接受

的决策，称为犯第    
[image: image396.wmf]P

   类错误，原假设

为真时，作

出拒绝

的决策，称为犯第   
[image: image397.wmf]I

    类错误.

单正态总体均值和方差的假设检验

	条件
	零假设
	统计量
	对应样本

函数分布
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例题：

．设总体
[image: image417.wmf]2
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[image: image418.wmf]m

已知, 检验方差
[image: image419.wmf]22
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是否成立需要利用( C   )

A 标准正态分布                  B自由度为n-1的t分布 

C 自由度为n的
[image: image420.wmf]2

c

分布           D 自由度为n-1的
[image: image421.wmf]2

c

分布

设服用某种药物一定份量使病人每分钟脉搏增加的次数X近似服从正态分布N (μ,σ2)，均值μ、方差σ2均未知，今抽查9个病人，测得每分钟增加脉搏的次数样本均值为13.20， 样本标准差为4.0
（1） 试取α=0.05，检验假设
H0:μ=10　H1:μ
[image: image422.wmf]¹

10;                

（2） 求σ的置信度为0.95的置信区间.



        
    
备用数据：x2分布、t分布的上侧α分位数
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t0.025(9)=1.8331
解 （1）取检验统计量  
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  所以此检验问题的拒绝域为  
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（2）取检验统计量
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所以σ的置信度为0.95的置信区间为（2.701793,  7.66261）.
2、从一批灯泡中抽取16个灯泡的随机样本，算得样本均值
[image: image439.wmf]x

＝1900小时，样本标准差s=490小时，以α＝１％的水平，检验整批灯泡的平均使用寿命是否为2000小时？

（附：t0.05(15)=2.131，t0.01(15)=2.947，t0.01(16)=2.921，t0.05(16)=2.120）
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 步骤 

 提出假设：

 找统计量：

求临界值：

求观察值：

 作出判断： 

①

②

④

③

⑤

查表得 

若 

则拒绝 

若 

则接受 







































8.2.2  未知方差　，检验

















下页


上页


返回


0


0


:


m


m


=


H


)


1


(


~


/


0


-


-


=


n


t


n


S


X


t


m


2


a


t


a


a


=


>


}


|


{|


2


t


t


P


n


S


x


t


/


0


1


m


-


=


,


|


|


2


1


a


t


t


>


;


0


H


,


|


|


2


1


a


t


t


<


.


0


H






x


)


(


x


f


O


2


a


t


2


/


a


接受域


2


a


t


-


2


s


0


0


:


m


m


=


H


UNKNOWN-0.unknown



UNKNOWN-1.unknown



UNKNOWN-2.unknown



UNKNOWN-3.unknown



UNKNOWN-4.unknown



UNKNOWN-5.unknown



UNKNOWN-6.unknown



UNKNOWN-7.unknown



UNKNOWN-8.unknown



UNKNOWN-9.unknown



UNKNOWN-10.unknown



UNKNOWN-11.unknown



UNKNOWN-12.unknown



UNKNOWN-13.unknown



UNKNOWN-14.unknown






_1399005872.unknown

_1386105890.ppt
广东工业大学



 步骤 

 提出假设：

 找统计量：

求临界值：

求观察值：

 作出判断： 

①

②

④

③

⑤

查表得 

若 

则拒绝 

若 

则接受 







































8.2.1  已知方差　，检验
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例1 某砖厂生产的砖其抗拉强度X服从正态分布                  ,今从

该厂产品中随机抽取6块，测得其平均抗拉强度为31.13.试检验 

这批砖的平均抗拉强度为32.5是否成立,取显著性水平

解: 

提出原假设 

找统计量 

构造拒绝域 

查表得 

备择假设： 

使得 

由样本值算得 

临界值

①

②

③

④

⑤

在     成立的条件下 

拒绝 
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 步骤 

 提出假设：

 找统计量：

求临界值：

求观察值：

 作出判断： 

①

②

④

③

⑤

查表得 

若 

则拒绝 

若 

则接受 







































8.2.2  未知方差　，检验
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P216  书例21
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