[bookmark: header-n4]实验 1
[bookmark: header-n203]一、实验名称
递归与分治
[bookmark: header-n6]二、实验目的及要求
利用C/C++/Java等程序设计语言，实现本章节中分治算法、递归，汉诺塔问题/二分搜索算法/合并排序/快速排序等经典算法。通过本实验章节掌握递归、分治算法的设计思想及实现技巧，加深对课程知识的理解。
[bookmark: header-n8]三、实验环境
ubuntu-24.04 x8664 5.14.0-503.11.1.el95.x86_64
gcc version 11.4.0 (Ubuntu 11.4.0-9ubuntu1) 
[bookmark: header-n11]四、实验设计
[bookmark: header-n564]1. 实验步骤
[bookmark: header-n566]1.1 整数划分
[bookmark: header-n14]程序设计框图
[image: ]

[bookmark: header-n17]设计思想：
递归分解问题：将整数 n 的划分视为使用若干个不大于 m 的整数相加得到 n 的过程。通过选择是否使用当前最大允许数 m，将问题分解为规模更小的子问题，并累积方案数。

[bookmark: header-n20]实现步骤：
1. 递归函数 partition(n, m): 计算 n 的使用不超过 m 的整数划分数。
1. 递归出口：
· n == 0: 找到一种划分，返回 1。
· n < 0 或 m <= 0: 无法有效划分，返回 0。
1. 递归调用：
· 不使用 m: partition(n, m - 1)
· 使用 m: partition(n - m, m)
1. 合并结果： 返回 partition(n, m - 1) + partition(n - m, m)。
1. 主函数： 调用 partition(n, n) 获取结果。

[bookmark: header-n46]1.2 汉诺塔
[bookmark: header-n48]程序设计框图
[bookmark: mermaid][image: ]
[bookmark: header-n50]设计思想：
将 n 个盘子从 A 移动到 C 的问题分解为三个步骤：
1. 将 n-1 个盘子从 A 移动到辅助柱 B。
1. 将最大的第 n 个盘子从 A 移动到目标柱 C。
1. 将 n-1 个盘子从辅助柱 B 移动到目标柱 C。
通过递归地解决步骤 1 和 3，逐步缩小问题规模，直到只剩一个盘子可以直接移动。
[bookmark: header-n60]实现步骤：
1. 递归函数 hanoi(n, from, to, mid):
· n: 盘子数量。
· from: 起始柱。
· to: 目标柱。
· mid: 辅助柱。
1. 递归出口：
· n == 1: 直接将盘子从 from 移动到 to 并输出。
1. 递归调用：
· hanoi(n - 1, from, mid, to): 将 n-1 个盘子从 from 移动到 mid（此时 to 是辅助）。
· 输出移动第 n 个盘子的操作：cout << "移动盘子 " << n << " 从 " << from << " 到 " << to << endl;
· hanoi(n - 1, mid, to, from): 将 n-1 个盘子从 mid 移动到 to（此时 from 是辅助）。
1. 主函数： 调用 hanoi(num, 'A', 'C', 'B') 启动汉诺塔移动。

[bookmark: header-n93]1.3 快速排序
[bookmark: header-n95]程序设计框图
[bookmark: mermaid][image: ]

[bookmark: header-n98]设计思想：
分而治之。选取一个基准元素 (pivot)，通过分区 (partition) 操作将数组划分为两个子数组：左边子数组的所有元素都小于或等于基准，右边子数组的所有元素都大于或等于基准。然后递归地对左右两个子数组进行快速排序。
[bookmark: header-n100]实现步骤：
1. 递归函数 quickSort(arr, low, high): 对数组 arr 的 [low, high] 范围进行排序。
1. 递归出口： low >= high 时，子数组只有一个或没有元素，无需排序，返回。
1. 分区操作 partition(arr, low, high)：
· 选取一个基准元素（通常是第一个元素）。
· 重新排列数组，使得基准元素左边的元素都小于等于它，右边的元素都大于等于它。
· 返回基准元素最终所在的索引。
1. 递归调用：
· 对基准元素左边的子数组进行快速排序：quickSort(arr, low, pivot_index - 1)。
· 对基准元素右边的子数组进行快速排序：quickSort(arr, pivot_index + 1, high)。
1. 主函数： 调用 quickSort(arr, 0, arr.size() - 1) 启动排序。

[bookmark: header-n126]1.4 归并排序
[bookmark: header-n128]程序设计框图
[bookmark: mermaid][image: ]

[bookmark: header-n131]设计思想：
分而治之。将待排序数组递归地分割成两个子数组，直到每个子数组只包含一个元素（此时认为是有序的）。然后将两个有序的子数组逐步合并成一个更大的有序数组，直到整个数组有序。
[bookmark: header-n133]实现步骤：
1. 递归函数 mergeSort(arr, left, right): 对数组 arr 的 [left, right] 范围进行排序。
1. 递归出口： left >= right 时，子数组只有一个或没有元素，无需排序，返回。
1. 分割： 计算中间索引 mid = (left + right) / 2，将数组划分为 [left, mid] 和 [mid + 1, right] 两个子数组。
1. 递归排序： 分别对左右两个子数组进行归并排序：mergeSort(arr, left, mid) 和 mergeSort(arr, mid + 1, right)。
1. 合并 merge(arr, left, mid, right)： 将两个已排序的子数组 arr[left...mid] 和 arr[mid+1...right] 合并成一个有序的子数组。这通常需要额外的临时空间来存放合并后的元素。
1. 主函数： 调用 mergeSort(arr, 0, arr.size() - 1) 启动排序。
[bookmark: header-n150]3. 调试过程与实验结果
[bookmark: header-n591]3.1 整数划分
[image: ]
[bookmark: header-n593]3.2 汉诺塔
[image: ]
[bookmark: header-n596]3.3 快速排序
[image: ]
3.4 归并排序
[image: ]

[bookmark: header-n572]3. 心得体会
上机实践结果分析：
· 整数划分：
· 结果： 能够正确计算出给定正整数 n 的划分方案数。对于较小的 n，结果能够通过手动枚举验证。
· 分析： 递归调用的次数随着 n 的增大而迅速增加，可能导致栈溢出或效率问题。对于相同的 n 和不同的最大划分数 m，结果会相应变化。实验结果直观地展示了划分数随 n 增长的复杂性。
· 汉诺塔：
· 结果： 能够按照汉诺塔的规则输出正确的盘子移动步骤，将所有盘子从起始柱移动到目标柱。
· 分析： 移动步数随着盘子数量 n 的增加呈指数级增长 。当 n 较大时，输出的步骤会非常多。实验结果清晰地展示了递归算法在解决此类问题时的简洁性和步数的指数级增长。
· 快速排序：
· 结果： 能够对输入的包含重复或无序整数的数组进行有效排序，得到一个升序（或降序，取决于实现）排列的数组。
· 分析： 实际运行时间受到基准元素选择的影响。在平均情况下，快速排序表现出良好的性能（）。但在最坏情况下（例如，已排序或逆序数组且总是选择第一个元素作为基准），时间复杂度会退化到 。实验结果可能展示了不同输入情况下排序所需时间的差异。
· 归并排序：
· 结果： 能够稳定地对输入的包含重复或无序整数的数组进行排序，得到一个升序（或降序）排列的数组。
· 分析： 归并排序的时间复杂度始终为 ，且排序过程稳定。实验结果可能显示出其在各种输入情况下相对一致的性能表现，但由于需要额外的合并空间，空间复杂度为 。
上机的心得体会：
1. 递归思想的重要性： 这四个实验中，整数划分和汉诺塔都直接采用了递归思想。通过将复杂问题分解为更小的、相似的子问题，递归能够以简洁的代码实现复杂的逻辑。然而，需要注意递归深度可能带来的性能和栈溢出风险。
1. 分而治之的威力： 快速排序和归并排序都体现了“分而治之”的思想。将大问题分解成小问题，解决小问题后再合并结果，能够有效地降低问题的复杂度，提高算法的效率（尤其体现在排序算法上）。
1. 算法选择与性能： 通过快速排序和归并排序的实践，体会到不同的排序算法在不同场景下可能具有不同的性能表现。快速排序在平均情况下很快，但最坏情况性能较差；归并排序性能稳定，但需要额外的空间。在实际应用中，需要根据数据特性和资源限制选择合适的算法。
1. 理解算法原理是关键： 仅仅编写出能够运行的代码是不够的，更重要的是理解算法背后的设计思想、时间复杂度和空间复杂度。这有助于我们更好地分析算法的优劣，并在遇到问题时进行调试和优化。
总而言之，这四个实验涵盖了重要的算法设计思想，如递归和分而治之。通过实践，不仅掌握了这些算法的实现，更重要的是理解了它们背后的原理、优缺点以及适用场景，为后续更深入地学习和应用算法打下了坚实的基础。
[bookmark: header-n192]4. 附录
[bookmark: header-n193]整数划分
#include <iostream>
using namespace std;

// 对于整数 n , 使用若干个不超过 m 的整数进行划分, 得到划分数
int integerPartition(int n, int m) {
    if (n == 0) return 1; // 递归出口, 完整地把原来的数字划分成了 0, 得到了一种划分方式, 所以返回1;
    if (n < 0 || m <= 0) return 0; // 如果 n < 0, 也就是无法用正整数完美划分, 就代表无法划分, 返回方案数0; 
                                   // 如果 m <= 0, 一个正整数无法被一个 <= 0 的数划分, 也返回方案数0;
    // 递归调用, 分为两种情况:
    // 1. 不使用 m 来划分, 那就接着往下, 尝试使用 m - 1 来划分 n;
    // 2. 使用 m 来划分, 划出去一个 m, 剩下 n - m, 继续尝试使用 m 来划分 n - m;
    return integerPartition(n, m - 1) + integerPartition(n - m, m);
}

int main() {
    int n;
    cout << "请输入一个正整数 n: ";
    cin >> n;
    cout << "整数划分方式数为: " << integerPartition(n, n) << endl;
    return 0;
}
[bookmark: header-n195]汉诺塔
#include <iostream>
using namespace std;

void hanoi(int n, char from, char to, char mid) {
    if (n == 1) {
        // 递归出口, 如果之哟一个盘子, 那么就可以直接从 from 移动到 to
        cout << "移动盘子 " <<  n << " 从 " << from << " 到 " << to << endl;
        return;
    }

    // 1. 先将上面的 n - 1 个盘子从 from 移动到 mid
    hanoi(n - 1, from, mid, to);

    // 2. 将第 n 个盘子从 from 移动到 to
    cout << "移动盘子 " << n << " 从 " << from << " 到 " << to << endl;

    // 3. 将 n - 1 个盘子从 mid 移动到 to
    hanoi(n - 1, mid, to, from);
}

int main () {
    int num;
    cout << "请输入盘子数量：";
    cin >> num;
    hanoi(num, 'A', 'C', 'B'); // A -> C, B 是辅助柱子
    return 0;
}
[bookmark: header-n197]归并排序
#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
#include <sstream>
#include <string>

using namespace std;

void merge(vector<int> &arr, int left, int mid, int right) {
    // 两个临时数组的长度
    int len1 = mid - left + 1;
    int len2 = right - mid;

    // 创建两个临时数组
    vector<int> arr1(len1);
    vector<int> arr2(len2);

    // 将数据复制到临时数组中
    for (int i = 0; i < len1; i++) arr1[i] = arr[left + i];
    for (int i = 0; i < len2; i++) arr2[i] = arr[mid + 1 + i];

    // 归并两个临时数组
    int i = 0, j = 0, k = left;
    while (i < len1 && j < len2) {
        if (arr1[i] <= arr2[j]) arr[k++] = arr1[i++];
        else arr[k++] = arr2[j++];
    }

    // 将较长的临时数组中剩余的元素复制到原数组中
    while (i < len1) arr[k++] = arr1[i++];
    while (j < len2) arr[k++] = arr2[j++];
}

void mergeSort(vector<int> &arr, int left, int right) {
    // 递归出口
    // 如果left >= right 说明子数组中只有一个或没有元素, 可以看作有序
    if (left >= right) return;

    int mid = left + (right - left) / 2;
    mergeSort(arr, left, mid);
    mergeSort(arr, mid + 1, right);
    merge(arr, left, mid, right); // 合并两个有序子数组
}

int main() {
    vector<int> arr;
    string input;
    cout << "请输入一组整数, 以空格分隔, 输入回车结束: " << endl;
    getline(cin, input);
    
    istringstream iss(input);
    int num;
    while (iss >> num) arr.push_back(num);
    int len = arr.size();

    cout << "原数组为: ";
    for (int i : arr) cout << i << " ";
    cout << endl;

    mergeSort(arr, 0, len - 1);

    cout << "使用归并排序后的数组为: ";
    for (int i : arr) cout << i << " ";
    cout << endl;

    return 0;
}
[bookmark: header-n199]快速排序
#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <sstream>
#include <string>

using namespace std;

int partition(vector<int> &arr, int low, int high) {
    int pivot = arr[low];       // 选取第一个元素作为基准
    int left = low + 1;            // 基准后面的一个元素为left
    int right = high;              // 最后一个元素为right

    while (left <= right) {
        // 从左向右找第一个小于等于基准的元素
        while (arr[left] <= pivot && left <= right) left++;

        // 从右向左找第一个大于等于基准的元素
        while (arr[right] >= pivot && left <= right) right--;

        // 如果left小于right，交换这两个元素
        if (left < right) swap(arr[left], arr[right]);
    }

    // 将基准元素放到正确的位置
    swap(arr[low], arr[right]);
    return right;  // 返回基准元素的索引
}

void quickSort(vector<int> &arr, int low, int high) {
    // 如果low小于high，说明数组中还有多个元素需要排序
    // 如果low >= high，说明数组中只有一个元素或者没有元素，不需要排序
    if (low < high) {
        int idx = partition(arr, low, high);  // 获取基准元素的索引
        quickSort(arr, low, idx - 1);        // 对基准元素左边的子数组进行快速排序
        quickSort(arr, idx + 1, high);       // 对基准元素右边的子数组进行快速排序
    }
}

int main() {
    vector<int> arr;
    string input;
    cout << "请输入一组整数, 以空格分隔, 输入回车结束: " << endl;
    getline(cin, input);

    istringstream iss(input);
    int num;
    while (iss >> num) arr.push_back(num);
    int len = arr.size();

    cout << "原数组为: " << endl;
    for (int i : arr) cout << i << " " ;
    cout << endl;

    quickSort(arr, 0, len - 1); 
    
    cout << "使用快速排序后的数组为: " << endl;
    for (int i : arr) cout << i << " " ;
    cout << endl;

    return 0;
}

[bookmark: header-n206]实验 2
[bookmark: header-n218]一、实验名称
递归与分治
[bookmark: header-n220]二、实验目的及要求
通过本次实验首先是让学生了解动态规划算法的实现过程，其次通过实践编码运行更深入理解算法的执行过程，最后是通过实例理解最优解和最优值的关系。同时，希望通过实验课上的实际操作，掌握初步的调试方法。
[bookmark: header-n222]三、实验环境
ubuntu-24.04 x8664 5.14.0-503.11.1.el95.x86_64
gcc version 11.4.0 (Ubuntu 11.4.0-9ubuntu1) 
[bookmark: header-n228]四、实验设计
[bookmark: header-n232]1. 实验步骤
[bookmark: header-n233]1.1 算法设计思路
算法一：直接递归求解
这是最直观的思路，完全基于问题的递归定义。
· 核心思想：若要求解 A[i...j] 的最小乘法次数，可以将其在 k (其中 i ≤ k < j) 处分割为两部分：(A[i...k]) 和 (A[k+1...j])。其总成本为左部分的成本 + 右部分的成本 + 两个结果矩阵相乘的成本。我们遍历所有可能的分割点 k，取其中的最小值。
· 递归公式：

· 设计流程图:
· [bookmark: mermaid][image: ]
· 预见的问题：该方法存在大量的重叠子问题。例如，在计算 m[1,4] 和 m[2,5] 时，都会重复计算 m[2,3]、m[3,4] 等，导致时间复杂度呈指数级增长，效率极低。
算法二：备忘录方法（自顶向下动态规划）
为了解决直接递归的效率问题，引入了备忘录。
· 核心思想：这是一种带有优化的递归。在递归的基础上，使用一个二维数组（备忘录 m）来存储已经计算过的子问题的解。在每次计算 m[i,j] 之前，先检查备忘录中是否已有该值。如果有，直接返回；如果没有，则按常规递归方式计算，并将结果存入备忘录后再返回。
· 设计流程图:
· [bookmark: mermaid][image: ]
· 优点：通过空间换时间，避免了重复计算，将时间复杂度从指数级降至多项式级 。
算法三：动态规划（自底向上）
这是一种更系统化的非递归方法。
· 核心思想：它迭代地解决问题。首先解决所有长度为2的矩阵链的子问题，然后是长度为3的，依此类推，直到解决整个长度为 n 的问题。在计算长链问题时，它所需要的所有短链子问题的解都已经被计算并存储在表中了。
· 设计流程：
26. 初始化 m[i,i] = 0 对所有 i。
26. 使用一个循环控制矩阵链的长度 l，从2到 n。
26. 在 l 循环内，使用另一个循环控制起始位置 i，从1到 n-l+1。
26. 计算结束位置 j = i + l - 1。
26. 在 i 循环内，使用第三个循环来寻找最优分割点 k，从 i 到 j-1。
26. 根据动态规划公式计算 m[i,j] 的值并更新。
26. 同时，使用另一个表 s[i,j] 记录最优的分割点 k。
· 优点：与备忘录法的时间复杂度相同（），但没有递归开销，通常在实践中效率更高。
[bookmark: header-n281]1.2 编码、调试与测试
在理解了上述三种思想后，我使用Python语言进行编码。
· 编码：我将三种方法分别封装在不同的函数中，并设计了一个共用的辅助函数 _get_parens_from_s_table 来从记录分割点的 s 表中构造最终的加括号字符串。
· 调试：调试过程中主要遇到的问题是数组索引。矩阵 Aᵢ 的维度是 p[i-1] x p[i]，在代码中需要小心处理 1-based (矩阵索引) 和 0-based (Python列表索引) 的转换，避免出现越界或逻辑错误。通过小规模的手动计算（如n=3, n=4）来验证程序的输出，确保了算法的正确性。
· 测试：设计了多组测试数据，包括小规模（n=3）和中等规模（n=13）的数据，以验证代码的正确性并直观地对比不同算法的性能差异。
[bookmark: header-n290]2. 调试过程与实验结果
[bookmark: header-n291]测试数据
	测试名称
	输入 p 数组
	矩阵数量 n
	最优值（乘法次数）
	最优解（加括号方式）

	测试1
	[40, 20, 30, 10, 30]
	4
	26000
	((A1 * (A2 * A3)) * A4)

	测试2
	[30, 35, 15, 5, 10, 20, 25]
	6
	15125
	((A1 * (A2 * A3)) * ((A4 * A5) * A6))

	测试3
	[10, 30, 5, 60]
	3
	4500
	((A1 * A2) * A3)

	测试4
	[30, 35, ..., 14, 20] (见代码)
	13
	14690
	((A1 * (A2 * A3)) * ...) (见截图)


[bookmark: header-n323]运行效果截图
[image: ]

[bookmark: header-n326]3. 心得体会
通过本次实验，我不仅成功地用三种不同方法解决了矩阵链乘问题，更对算法设计中的核心思想——特别是动态规划——有了前所未有的深刻理解。
遇到的问题及解决方法：
1. 索引的混乱：在动态规划和备忘录实现中，数组 p 的索引 p[i-1], p[k], p[j] 与矩阵 Aᵢ 的对应关系很容易出错。我曾多次因为循环边界或数组索引错误导致结果不正确。解决方法是在纸上画出 n=4 的小例子，手动模拟程序的循环过程，跟踪 i, j, k, l 等变量的变化，确保逻辑与数学定义一致后，才修复了代码中的bug。
1. 如何构造最优解：一开始我只关注如何计算最优值（最小乘法次数），但忽略了如何输出具体的加括号方案。解决方法是引入一个额外的二维数组 s[i,j]，专门用来记录计算 m[i,j] 时所选择的最佳分割点 k。在计算完所有最优值后，再通过一个独立的递归函数 _get_parens_from_s_table 来解析 s 表，自顶向下地构造出最优解的字符串表示。
实验收获与总结：
1. 深入理解动态规划：本次实验是理解动态规划思想的绝佳案例。它完美地展示了动态规划的两个核心要素：最优子结构（问题的最优解包含其子问题的最优解）和重叠子问题（子问题被反复计算）。
1. 掌握DP的两种实现范式：我亲手实现了自顶向下（备忘录法）和自底向上（迭代法）两种动态规划。我认识到它们在逻辑上是等价的，都是解决同一问题的有效途径，但在实现细节和性能上略有差异。备忘录法更贴近递归的自然思维，而迭代法通常有更好的性能（无递归函数调用开销）。
1. 理论与实践的结合：通过时间对比，直观地体会到算法复杂度  和  具体差别，这让我明白了在解决实际问题时，选择正确高效的算法是多么重要。
[bookmark: header-n342]4. 附录
import time

import sys



# 辅助函数: 根据分割点表 s 构造最优加括号方式的字符串

def _get_parens_from_s_table(s, i, j):

    """

    根据分割点表 s 递归地构造最优解字符串。

    s: 存储最优分割点的二维列表

    i, j: 矩阵链的起始和结束索引

    """

    if i == j:

        return f"A{i}"

    else:

        # 获取i到j之间的最优分割点

        k = s[i][j]

        # 递归构造左右两部分

        left = _get_parens_from_s_table(s, i, k)

        right = _get_parens_from_s_table(s, k + 1, j)

        # 组合成最终形式

        return f"({left} * {right})"





# ===================================================================

# 方法一: 直接递归求解

# ===================================================================

def solve_by_recursion(p):

    """

    直接递归方法的入口函数。

    """

    num_matrices = len(p) - 1

    if num_matrices == 0:

        return 0, ""

    return _recursive_helper(p, 1, num_matrices)



def _recursive_helper(p, i, j):

    """

    递归辅助函数，返回 (最优值, 最优解字符串)。

    这种方法会进行大量重复计算，效率极低。

    """

    # 基本情况：只有一个矩阵，成本为0

    if i == j:

        return 0, f"A{i}"



    min_cost = float('inf')

    optimal_solution_str = ""



    # 遍历所有可能的分割点 k

    for k in range(i, j):

        # 递归求解左右子链

        cost1, solution1 = _recursive_helper(p, i, k)

        cost2, solution2 = _recursive_helper(p, k + 1, j)

        

        # 计算当前分割方式的总成本

        # 成本 = 左部分成本 + 右部分成本 + 两次结果矩阵相乘的成本

        current_cost = cost1 + cost2 + p[i - 1] * p[k] * p[j]



        # 如果当前成本更低，则更新记录

        if current_cost < min_cost:

            min_cost = current_cost

            optimal_solution_str = f"({solution1} * {solution2})"

            

    return min_cost, optimal_solution_str





# ===================================================================

# 方法二: 备忘录方法求解

# ===================================================================

def solve_by_memoization(p):

    """

    备忘录方法的入口函数。

    """

    n = len(p) - 1

    # m 备忘录存储子问题的最小代价，s 表存储最优分割点

    m = [[-1 for _ in range(n + 1)] for _ in range(n + 1)]

    s = [[0 for _ in range(n + 1)] for _ in range(n + 1)]

    

    # 调用辅助函数计算最优值，并填充 s 表

    cost = _memoization_helper(p, 1, n, m, s)

    # 根据 s 表构造最优解字符串

    solution_str = _get_parens_from_s_table(s, 1, n)

    

    return cost, solution_str



def _memoization_helper(p, i, j, m, s):

    """带备忘录的递归辅助函数，避免重复计算。"""

    # 如果子问题已经求解过，直接返回存储的结果

    if m[i][j] >= 0:

        return m[i][j]



    if i == j:

        m[i][j] = 0

        return 0



    min_cost = float('inf')

    

    for k in range(i, j):

        cost1 = _memoization_helper(p, i, k, m, s)

        cost2 = _memoization_helper(p, k + 1, j, m, s)

        current_cost = cost1 + cost2 + p[i - 1] * p[k] * p[j]

        

        if current_cost < min_cost:

            min_cost = current_cost

            s[i][j] = k # 关键：记录最优分割点



    # 在返回前，将结果存入备忘录

    m[i][j] = min_cost

    return m[i][j]





# ===================================================================

# 方法三: 动态规划算法求解

# ===================================================================

def solve_by_dp(p):

    """

    使用动态规划方法求解。

    """

    n = len(p) - 1

    m = [[0 for _ in range(n + 1)] for _ in range(n + 1)]

    s = [[0 for _ in range(n + 1)] for _ in range(n + 1)]



    # l 是矩阵链的长度，从2到n

    for l in range(2, n + 1):

        # i 是起始矩阵的索引，从1到n-l+1

        for i in range(1, n - l + 2):

            j = i + l - 1

            m[i][j] = float('inf')

            # k 是分割点，从i到j-1

            for k in range(i, j):

                # 状态转移方程

                q = m[i][k] + m[k + 1][j] + p[i - 1] * p[k] * p[j]

                if q < m[i][j]:

                    m[i][j] = q

                    s[i][j] = k

    

    # 从 s 表中构造最优解字符串

    solution_str = _get_parens_from_s_table(s, 1, n)

    return m[1][n], solution_str



if __name__ == '__main__':

    test_cases = {

        "测试1 (n=4)": [40, 20, 30, 10, 30],

        "测试2 (n=6)": [30, 35, 15, 5, 10, 20, 25],

        "测试3 (n=13)": [30, 35, 15, 5, 10, 20, 25, 10, 15, 5, 10, 12, 14, 20]

    }

    

    for name, p in test_cases.items():

        n = len(p) - 1

        print(f"\n\n{'='*20} {name} {'='*20}")

        print(f"问题: {n}个矩阵的链乘问题")

        print(f"输入维度 p = {p}")

        print("-" * (42 + len(name)))



        print("1) 直接递归求解:")

        start_time = time.perf_counter()

        cost_rec, solution_rec = solve_by_recursion(p)

        end_time = time.perf_counter()

        print(f"   最优值: {cost_rec}")

        print(f"   最优解: {solution_rec}")

        print(f"   运行时间: {end_time - start_time:.6f} 秒\n")

        

        # 备忘录方法

        print("2) 备忘录方法求解:")

        start_time = time.perf_counter()

        cost_memo, solution_memo = solve_by_memoization(p)

        end_time = time.perf_counter()

        print(f"   最优值: {cost_memo}")

        print(f"   最优解: {solution_memo}")

        print(f"   运行时间: {end_time - start_time:.6f} 秒\n")



        # 动态规划方法

        print("3) 动态规划算法求解:")

        start_time = time.perf_counter()

        cost_dp, solution_dp = solve_by_dp(p)

        end_time = time.perf_counter()

        print(f"   最优值: {cost_dp}")

        print(f"   最优解: {solution_dp}")

        print(f"   运行时间: {end_time - start_time:.6f} 秒\n")

[bookmark: header-n346]实验 3
[bookmark: header-n358]一、实验名称
递归与分治
[bookmark: header-n360]二、实验目的及要求
通过本次实验课学习，掌握贪心算法求解优化问题的一般步骤，并理解贪心策略在求解优化问题的关键作用。
[bookmark: header-n362]三、实验环境
ubuntu-24.04 x8664 5.14.0-503.11.1.el95.x86_64
gcc version 11.4.0 (Ubuntu 11.4.0-9ubuntu1) 
[bookmark: header-n365]四、实验设计 
[bookmark: header-n373]1. 实验步骤
[bookmark: header-n374]1.1 背包问题的设计过程
1. 算法思想理解
· 核心贪心策略：对于背包问题，最直观的贪心策略是优先选择单位重量价值最高（即“性价比”最高）的物品。这个选择在当下看来是能让单位背包容量获得最大价值的局部最优选择。
· 两种问题的区分：
· 背包问题（可分割）：当一个物品无法完整放入时，可以取其一部分填满背包。
· 0-1背包问题（不可分割）：当一个物品无法完整放入时，只能放弃该物品。
· 对比方案设计：为了验证贪心算法在0-1背包问题上的局限性，我额外设计了一个基于动态规划的求解函数。动态规划能保证求得0-1背包问题的最优解，可以作为“标准答案”来和贪心算法的结果进行对比。
2. 流程图设计
下图描述了贪心算法求解背包问题的通用流程。
[bookmark: mermaid][image: ]
[bookmark: header-n391]1.2 最短平均等待时间问题的设计过程
1. 算法思想理解
· 问题转化：最小化“平均等待时间”等价于最小化“总等待时间”。
· 核心贪心策略：直觉上，应该让服务时间短的顾客先完成，这样可以尽快减少等待队列的总人数，从而减少后续顾客的等待时间。因此，贪心策略确定为最短处理时间优先 (Shortest Processing Time First)。
2. 流程图设计
[bookmark: mermaid][image: ]


[bookmark: header-n402]2. 运行效果图及测试数据
[bookmark: header-n403]2.1 背包问题
[image: ]
结论是: 当所有物品的单位价值（value/weight）相同时, 贪心算法能求得0-1背包问题的最优解
[bookmark: header-n406]2.2 最短等待时间问题
[image: ]
对于最短等待时间问题, 贪心算法总能得到最优解

[bookmark: header-n410]3. 心得体会
通过本次实验，我对贪心算法的本质、适用场景和局限性有了更为深刻和具象化的理解。
1.遇到的问题及解决方法
· 问题一：如何有效证明贪心在0-1背包问题上是“错”的？
· 遇到的问题：仅凭一个例子说明贪心算法得不到最优解，似乎缺乏说服力。如何能确定真正的最优解是多少，从而进行有力的对比？
· 解决方法：我意识到需要一个“参照物”。因此，我额外学习并实现了动态规划算法来求解0-1背包问题。因为动态规划能够保证得到最优解，所以它可以作为衡量贪心算法结果的“黄金标准”，使得对比分析非常清晰、有力。
· 问题二：如何证明调度问题的贪心策略是“对”的？
· 遇到的问题：“最短时间优先”这个策略非常直观，但直觉不等于证明。如何从逻辑上严格证明它的正确性？
· 解决方法：我查阅了相关资料，学习了“邻项交换法”（Argument by Exchange）。通过假设存在一个非按最短时间排序的最优解，并证明通过交换其中一对“错误”顺序的相邻项总能使结果变得更好，从而产生矛盾，反证了原策略的正确性。这个过程锻炼了我的逻辑思维和数学证明能力。
2.实验过程中的收获
· 深刻理解了贪心算法的本质：贪心算法的精髓在于“局部最优”，它在每一步都做出当下看起来最好的选择，并期望通过一系列局部最优得到全局最优。本次实验清晰地揭示了：对于某些问题（如背包问题、最短平均等待时间），这种策略是有效的；而对于另一些问题（如0-1背包问题），局部最优并不能导向全局最优。
· 掌握了判断贪心算法适用性的关键：一个问题是否适用贪心算法，取决于它是否满足贪心选择性质和最优子结构。背包问题（可分割）满足这些性质，因为每次选择性价比最高的物品的一部分来填满剩余空间，这个选择不会影响后续决策，且总是正确的。而0-1背包问题则不满足贪心选择性质，因为当前的选择可能会“占用”掉一些容量，从而使得后续无法做出一个价值更高但组合方式不同的选择。
· 提升了算法设计和验证能力：本次实验让我学会了不仅仅是实现一个算法，更要去设计实验来验证它、分析它。通过引入动态规划作为对比，以及运用数学方法证明算法的正确性，我的问题分析和解决能力得到了很好的锻炼。
总而言之，本次实验是一次非常成功的理论与实践的结合。它让我真正“看”到了算法的效率差异和适用边界，将书本上抽象的概念转化为了代码运行结果和严谨的逻辑分析，收获颇丰。
[bookmark: header-n437]4. 附录
[bookmark: header-n438]4.1 背包问题
def fractional_knapsack_greedy(items, capacity):
    """
    使用贪心算法解决部分背包问题。
    物品按单位价值从高到低排序。
    """
    # 计算每个物品的单位价值
    for item in items:
        item['density'] = item['value'] / item['weight']

    # 按单位价值降序排序
    items.sort(key=lambda x: x['density'], reverse=True)

    total_value = 0
    knapsack = []

    for item in items:
        if capacity == 0:
            break
        if item['weight'] <= capacity:
            # 可以完整放入
            capacity -= item['weight']
            total_value += item['value']
            knapsack.append({'name': item['name'], 'weight': item['weight'], 'value': item['value']})
        else:
            # 只能放入一部分
            fraction = capacity / item['weight']
            total_value += item['value'] * fraction
            knapsack.append({'name': item['name'], 'weight': capacity, 'value': item['value'] * fraction})
            capacity = 0

    return total_value, knapsack

def zero_one_knapsack_greedy(items, capacity):
    """
    尝试使用贪心算法解决0-1背包问题。
    """
    # 计算每个物品的单位价值
    for item in items:
        item['density'] = item['value'] / item['weight']

    # 按单位价值降序排序
    items.sort(key=lambda x: x['density'], reverse=True)

    total_value = 0
    knapsack = []

    for item in items:
        if capacity >= item['weight']:
            capacity -= item['weight']
            total_value += item['value']
            knapsack.append(item)

    return total_value, knapsack

def zero_one_knapsack_dp(items, capacity):
    """
    使用动态规划解决0-1背包问题。
    """
    n = len(items)
    dp = [[0 for _ in range(capacity + 1)] for _ in range(n + 1)]

    for i in range(1, n + 1):
        weight = items[i-1]['weight']
        value = items[i-1]['value']
        for w in range(1, capacity + 1):
            if weight > w:
                dp[i][w] = dp[i-1][w]
            else:
                dp[i][w] = max(dp[i-1][w], dp[i-1][w - weight] + value)

    return dp[n][capacity]

def run_test(test_name, items, capacity):
    """运行并打印一组测试数据的结果。"""
    print(f"--- {test_name} ---")
    print(f"物品: {items}")
    print(f"背包容量: {capacity}\n")

    # 贪心算法解决背包问题
    fk_value, fk_knapsack = fractional_knapsack_greedy([item.copy() for item in items], capacity)
    print(f"部分背包问题 (贪心解):")
    print(f"  总价值 = {fk_value:.2f}")
    # print(f"  包内物品: {fk_knapsack}\n")

    # 贪心算法尝试解决0-1背包问题
    g_value, g_knapsack = zero_one_knapsack_greedy([item.copy() for item in items], capacity)
    print(f"0-1 背包问题 (贪心解):")
    print(f"  总价值 = {g_value}")
    # print(f"  包内物品: {[item['name'] for item in g_knapsack]}\n")


    # 动态规划解决0-1背包问题
    dp_value = zero_one_knapsack_dp([item.copy() for item in items], capacity)
    print(f"0-1 背包问题 (动态规划解):")
    print(f"  总价值 = {dp_value}\n")
    print("-" * (len(test_name) + 8))
    print()


# --- 测试数据 ---

items1 = [
    {'name': 'A', 'weight': 10, 'value': 60},
    {'name': 'B', 'weight': 20, 'value': 100},
    {'name': 'C', 'weight': 30, 'value': 120},
]
capacity1 = 50
run_test("测试数据 1", items1, capacity1)

items2 = [
    {'name': 'A', 'weight': 20, 'value': 60},
    {'name': 'B', 'weight': 10, 'value': 100},
    {'name': 'C', 'weight': 30, 'value': 120},
]
capacity2 = 50
run_test("测试数据 2", items2, capacity2)

items3 = [
    {'name': 'A', 'weight': 12, 'value': 4},
    {'name': 'B', 'weight': 2, 'value': 2},
    {'name': 'C', 'weight': 1, 'value': 2},
    {'name': 'D', 'weight': 1, 'value': 1},
    {'name': 'E', 'weight': 4, 'value': 10},
]
capacity3 = 15
# run_test("测试数据 3", items3, capacity3)

items4 = [
    {'name': 'A', 'weight': 20, 'value': 100},
    {'name': 'B', 'weight': 30, 'value': 120},
]
capacity4 = 50
# run_test("测试样例 4", items4, capacity4)



items5 = [
    {'name': 'A', 'weight': 10, 'value': 50},
    {'name': 'B', 'weight': 20, 'value': 100},
    {'name': 'C', 'weight': 35, 'value': 140},
    {'name': 'D', 'weight': 15, 'value': 60}
]
capacity5 = 30
run_test("测试样例 5", items5, capacity5)
[bookmark: header-n440]4.2 最短平均等待时间问题
def shortest_average_wait_time_solver(customers):
    """
    使用贪心策略解决最短平均等待时间问题。
    """
    # 核心贪心策略：按服务时间从小到大排序
    # items()返回(key, value)对，x[1]表示按服务时间排序
    sorted_customers = sorted(customers.items(), key=lambda x: x[1])
    
    optimal_order = [customer[0] for customer in sorted_customers]
    total_wait_time = 0
    current_wait_time = 0 # 记录当前顾客的等待时间
    
    # 计算总等待时间
    # 第一个顾客等待时间为0
    # 第二个顾客等待时间为第一个的服务时间
    # 第三个顾客等待时间为前两个的服务时间之和，依此类推
    for i in range(len(sorted_customers) - 1):
        current_wait_time += sorted_customers[i][1] # 完成当前顾客服务后，累加到下一个顾客的等待时间上
        total_wait_time += current_wait_time
        
    n = len(customers)
    average_wait_time = total_wait_time / n if n > 0 else 0
    
    return optimal_order, total_wait_time, average_wait_time
    

if __name__ == "__main__":

    customers_data = {
        '顾客A': 10,  # 需要10分钟服务
        '顾客B': 3,
        '顾客C': 5,
        '顾客D': 8
    }
    print(f"测试数据: {len(customers_data)}个顾客及其所需服务时间 -> {customers_data}")
    
    order, total_wait, avg_wait = shortest_average_wait_time_solver(customers_data)
    
    print(f"\n结论: 最优服务次序为 -> {order}")
    print(f"总等待时间: {total_wait} 分钟")
    print(f"最小平均等待时间: {avg_wait:.2f} 分钟")

[bookmark: header-n444]实验 4
[bookmark: header-n456][bookmark: _GoBack]一、实验名称
递归与分治
[bookmark: header-n458]二、实验目的及要求
通过本次实验课学习，掌握贪心算法求解优化问题的一般步骤，并理解贪心策略在求解优化问题的关键作用。
[bookmark: header-n460]三、实验环境
ubuntu-24.04 x8664 5.14.0-503.11.1.el95.x86_64
gcc version 11.4.0 (Ubuntu 11.4.0-9ubuntu1) 
[bookmark: header-n463]四、实验设计 
[bookmark: header-n468]1. 实验步骤
[bookmark: header-n469]N-后问题设计
N-后问题的本质是在一个N×N的棋盘上，逐行放置皇后，并确保任何新放置的皇后不与已放置的皇后在同一列或同一对角线上。这是一个典型的组合搜索问题，非常适合用回溯法来探索解空间。
1. 递归回溯法
· 核心思想：深度优先搜索解空间树。从第0行开始，尝试为当前行 row 的每一列 col 放置皇后。如果当前位置 (row, col) 安全，则将皇后放置于此，并递归地进入下一行 row + 1 进行决策。如果下一行的所有尝试都失败了，函数会自动返回，程序会继续尝试当前行 row 的下一列 col + 1，这就构成了“回溯”。
· 流程图
· [bookmark: mermaid][image: ]
2. 迭代回溯法
· 核心思想：用循环和自定义的状态变量来模拟递归调用的过程，从而避免使用系统调用栈。关键在于如何手动管理“前进”和“回溯”的逻辑。
· 状态管理：使用一个变量 row 表示当前正在处理的行。当 row 增加时，表示向深层“递归”；当 row 减少时，表示“回溯”。回溯后，必须从上一行皇后之前位置的下一列开始继续搜索，这是迭代实现的核心。
· 流程图
· [bookmark: mermaid][image: ]
[bookmark: header-n487]单源最短路径问题设计
· 算法思想理解：分支限界法是一种在问题的解空间树上进行广度优先或最佳优先搜索的算法，通常用于求解优化问题。当应用于单源最短路径问题时，其“最佳优先”的搜索策略与著名的 Dijkstra 算法 完全一致。
· 核心策略：算法维护一个从源点 source 到各个顶点的距离集合。它总是从“待考察”的顶点中，选择一个当前距离源点最近的顶点 u 进行扩展（分支）。然后，通过顶点 u 更新其所有邻接顶点 v 的距离（松弛操作）。如果到达 v 的新路径比已知路径更短，就更新它。这个过程不断重复，直到所有可达顶点都被考察完毕。
· 关键数据结构：为了高效地实现“选择距离最近的顶点”，优先队列（最小堆） 是不二之选。
· 流程图
· [bookmark: mermaid][image: ]

[bookmark: header-n499]2. 调试过程及实验结果
[bookmark: header-n500]N-后问题
[image: ]
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[bookmark: header-n503]单源最短路径问题
测试数据集
	测试名称
	图结构 (邻接表)
	源点
	目标与分析

	测试1
	{'A': [('B', 1), ('C', 4)], 'B': ..., 'C': ...}
	'A'
	标准情况，验证基本功能

	测试2
	{'A': [('B', 10), ('C', 3)], 'C': [('B', 4)], ...}
	'A'
	验证算法能否找到经过更多顶点的更短路径 (A->C->B 短于 A->B)

	测试3
	包含孤立顶点 4
	0
	验证算法能否正确处理不连通图的情况


[image: ]


[bookmark: header-n529]3. 心得体会
通过本次实验，我对回溯法和分支限界法这两种核心算法思想有了更具体、更深入的认识。
1. 遇到的问题及解决方法
· 问题一：如何将N-后问题的递归思路转化为迭代？
· 遇到的问题：递归的实现非常自然，但要转换成迭代，核心难点在于如何模拟“回溯”后，从上一个状态的“下一个选择”继续。简单地 row-- 之后，如果内层循环还是从 col=0 开始，就会陷入死循环。
· 解决方法：我意识到必须记录每一行做出选择时的列号。在 queens 数组中，queens[row] 的值本身就记录了这一信息。因此，当从 row+1 回溯到 row 时，下一次列的循环必须从 queens[row] + 1 开始，这完美地模拟了递归函数返回后继续执行 for 循环的逻辑。
· 问题二：“分支限界法”与“Dijkstra”的关系是什么？
· 遇到的问题：课本中提到用分支限界法解最短路径，但其描述与Dijkstra算法非常相似，这让我感到困惑。
· 解决方法：通过查阅资料和编码实践，我最终理解到，Dijkstra算法可以被看作是分支限界法在单源最短路径问题上的一个特例。分支限界法的核心是“扩展最有希望的节点”，在SSSP问题中，“最有希望”的节点就是“当前距离源点最近”的节点。优先队列恰好是实现这一“最佳优先”搜索策略的完美工具。想通了这一点，算法的设计就变得非常清晰了。
2. 实验过程中的收获
· 深化了对回溯法的理解：亲手实现递归和迭代两种版本后，我对回溯法“选择-约束-递归-回溯”的循环有了本质的认识。迭代的实现过程让我更清晰地看到了算法在解空间树上深度优先搜索和剪枝的过程，以及系统调用栈在递归中扮演的角色。
· 掌握了算法思想的统一性：将分支限界法应用到最短路径问题，让我看到不同算法范式之间的内在联系。与其死记硬背某个特定算法的步骤，不如理解其所属的更广泛的算法思想（如“最佳优先搜索”），这样在面对新问题时，就能更灵活地设计出解决方案。
· 数据结构的重要性：本次实验再次印证了数据结构是算法的基石。无论是N-后问题中用一维数组巧妙表示二维棋盘状态，还是在分支限界法中利用优先队列（最小堆）将  的朴素搜索优化到 ，都体现了选择合适的数据结构对算法效率的决定性作用。
[bookmark: header-n555]4. 附录
[bookmark: header-n556]4.1 N-后问题: 递归回溯法
def solve_n_queens_recursive(n):
    """
    使用递归回溯解决N-后问题。

    """
    solutions = []
    # queens[row] = col 表示在第row行第col列放置了一个皇后
    queens = [-1] * n

    def is_safe(row, col):
        """
        检查在(row, col)位置放置皇后是否安全。
        只需检查当前行之前的所有行。
        """
        for r in range(row):
            # 检查是否在同一列
            if queens[r] == col:
                return False
            # 检查是否在同一对角线
            if abs(row - r) == abs(col - queens[r]):
                return False
        return True

    def solve(row):
        """
        递归地为从row行开始的棋盘布局寻找解。
        """
        # 基线条件：如果所有行都已成功放置皇后，则找到一个解
        if row == n:
            # 格式化解并存储
            solution = []
            for r in range(n):
                row_str = ['.'] * n
                row_str[queens[r]] = 'Q'
                solution.append("".join(row_str))
            solutions.append(solution)
            return

        # 尝试在当前行的每一列放置皇后
        for col in range(n):
            if is_safe(row, col):
                # 做出选择
                queens[row] = col
                # 进入下一行决策
                solve(row + 1)
                # 回溯在此实现中是隐式的，下一次循环会自动覆盖 queens[row]

    # 从第0行开始求解
    solve(0)
    return solutions

if __name__ == "__main__":
    # --- 测试 N=4 ---
    N4 = 4
    print(f"\n--- 测试 N = {N4} ---")
    solutions_4 = solve_n_queens_recursive(N4)
    print(f"共找到 {len(solutions_4)} 个解。")
    if solutions_4:
        print("其中一个解示例:")
        for row_str in solutions_4[0]:
            print(f"  {row_str}")

    # --- 测试 N=8 (标准测试) ---
    N8 = 8
    print(f"\n--- 测试 N = {N8} ---")
    solutions_8 = solve_n_queens_recursive(N8)
    print(f"共找到 {len(solutions_8)} 个解。")
[bookmark: header-n558]4.2 N-后问题: 迭代回溯法
def solve_n_queens_iterative(n):
    """
    使用迭代回溯（非递归）解决N-后问题。
    """
    solutions = []
    # queens[row] = col 表示在第row行第col列放置了一个皇后
    queens = [-1] * n
    
    def is_safe(row, col):
        """
        检查在(row, col)位置放置皇后是否安全。
        """
        for r in range(row):
            if queens[r] == col or abs(row - r) == abs(col - queens[r]):
                return False
        return True
        
    row = 0
    while row >= 0:
        # 如果成功为所有行都找到了位置，说明找到一个完整解
        if row == n:
            # 格式化解并存储
            solution = []
            for r in range(n):
                row_str = ['.'] * n
                row_str[queens[r]] = 'Q'
                solution.append("".join(row_str))
            solutions.append(solution)
            # 回溯到上一行，继续寻找下一个可能的解
            row -= 1
            # continue关键字可以省略，因为循环会自然地继续
        
        # 为当前行寻找一个安全的位置
        # col的起始位置是关键：如果是新进入的行，从0开始；如果是回溯回来的行，从上一个位置的下一个开始
        start_col = queens[row] + 1 if queens[row] != -1 else 0
        
        found_safe_pos = False
        for col in range(start_col, n):
            if is_safe(row, col):
                # 做出选择
                queens[row] = col
                # 成功，移动到下一行
                row += 1
                found_safe_pos = True
                break # 找到了当前行的位置，跳出列循环，进入下一行
        
        # 如果当前行的所有列都尝试完毕，仍未找到安全位置
        if not found_safe_pos:
            queens[row] = -1 # 重置当前行的选择
            row -= 1       # 回溯到上一行

    return solutions


if __name__ == "__main__":
    # --- 测试 N=4 ---
    N4 = 4
    print(f"\n--- 测试 N = {N4} ---")
    solutions_4 = solve_n_queens_iterative(N4)
    print(f"共找到 {len(solutions_4)} 个解。")
    if solutions_4:
        print("其中一个解示例:")
        for row_str in solutions_4[0]:
            print(f"  {row_str}")

    # --- 测试 N=8 (标准测试) ---
    N8 = 8
    print(f"\n--- 测试 N = {N8} ---")
    solutions_8 = solve_n_queens_iterative(N8)
    print(f"共找到 {len(solutions_8)} 个解。")
[bookmark: header-n560]4.3 单源最短路径: 分支限界法
import heapq

def branch_and_bound_sssp(graph, source):
    """
    使用分支限界法（Dijkstra算法）解决单源最短路径问题。
    """
    # 初始化距离数组，所有顶点距离为无穷大，源点为0
    distances = {vertex: float('inf') for vertex in graph}
    if source not in distances:
        raise KeyError(f"源点 {source} 不在图中！")
    distances[source] = 0
    
    # 优先队列，存储 (距离, 顶点)，距离越小优先级越高
    priority_queue = [(0, source)]
    
    while priority_queue:
        # 弹出当前距离最小的顶点（分支限界法的“限界”选择）
        current_distance, current_vertex = heapq.heappop(priority_queue)
        
        # 如果弹出的距离比记录的距离大，说明是旧的、较长的路径，跳过
        if current_distance > distances[current_vertex]:
            continue
            
        # 遍历当前顶点的所有邻居（分支过程）
        for neighbor, weight in graph.get(current_vertex, []):
            distance = current_distance + weight
            
            # 如果通过当前顶点到达邻居的路径更短（松弛操作）
            if distance < distances[neighbor]:
                distances[neighbor] = distance
                # 将更新后的邻居加入优先队列
                heapq.heappush(priority_queue, (distance, neighbor))
                    
    return distances

if __name__ == "__main__":
    # --- 测试数据 1: 标准情况 ---
    graph1 = {
        'A': [('B', 1), ('C', 4)],
        'B': [('A', 1), ('C', 2), ('D', 5)],
        'C': [('A', 4), ('B', 2), ('D', 1)],
        'D': [('B', 5), ('C', 1)]
    }
    source1 = 'A'
    print(f"\n--- 测试1 ---")
    print(f"图结构: {graph1}")
    print(f"源点: {source1}")
    shortest_paths1 = branch_and_bound_sssp(graph1, source1)
    print(f"结果: 从'{source1}'出发的最短路径为 -> {shortest_paths1}")

    # --- 测试数据 2: 包含更长但权重更低的路径 ---
    graph2 = {
        'A': [('B', 10), ('C', 3)],
        'B': [('D', 2)],
        'C': [('B', 4), ('D', 8), ('E', 2)],
        'D': [('E', 7)],
        'E': []
    }
    source2 = 'A'
    print(f"\n--- 测试2 ---")
    print(f"图结构: {graph2}")
    print(f"源点: {source2}")
    shortest_paths2 = branch_and_bound_sssp(graph2, source2)
    print(f"结果: 从'{source2}'出发的最短路径为 -> {shortest_paths2}")
    print("分析: 到达'B'的最短路径是 A->C->B (3+4=7)，而非直接的 A->B (10)。")

    # --- 测试数据 3: 包含不连通的顶点 ---
    # 顶点4无法从0到达
    graph3_data = {
        0: [(1, 4), (2, 1)],
        1: [(3, 1)],
        2: [(1, 2), (3, 5)],
        3: [],
        4: [(0, 3)] 
    }
    # 确保图的定义中包含所有顶点，即使它们没有出边
    all_vertices = {0, 1, 2, 3, 4}
    graph3 = {v: graph3_data.get(v, []) for v in all_vertices}
    source3 = 0
    print(f"\n--- 测试3 ---")
    print(f"图结构: {graph3}")
    print(f"源点: {source3}")
    shortest_paths3 = branch_and_bound_sssp(graph3, source3)
    print(f"结果: 从'{source3}'出发的最短路径为 -> {shortest_paths3}")
    print("分析: 顶点4无法从源点0到达，其距离保持为无穷大(inf)。")
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® ) g++ hanoi.cpp

) ./a.out

BRARTHE:

BT
BT
BT
BT
BT
BT
Egibﬁ%il

./a.out
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® ) g++ quickSort.cpp
®) ./a.out
BRMA—HEY, USSR, BARESR:
292321
JREAT :
292321
fEAPURHEF AR -
122923
®) ./a.out
BRMAN—HEY, USESR, BARESR:
114514 114 1919 810 514 1145141919810
JREAT :
114514 114 1919 810 514
fE A PURHEF S AR -
114 514 810 1919 114514
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